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a los estudiantes de la Universidad de La Rioja,
y al recuerdo de Chicho Guadalupe.

De tierra, de alma, de cielo
uno discurre y estudia,
y segiin voy diciendo los nombres,
idea de todo
en mi se dibuja:
todo esta en la pizarra y el mapa,
todo en su sitio y figura;
pero esto que pasa y que pasa en el tanto
que uno razona y calcula,
de esto, jqué sé?,
Jqué ciencia lo trata?
Jqué asignatura? ...

(De Ismena, Agustin Garcia Calvo)
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Presentacion

“Timeo hominem unius
libri” (Tomds de Aqui-
no)

ESTOS APUNTES se confeccionaron para las clases de Analisis I del primer
cuatrimestre de primero de Matematicas de la Universidad de La Rioja del
curso 2001-02, a partir de lo que habian ido siendo las clases de esa asigna-
tura durante los tres cursos anteriores, y recogen en su versién actual una
experiencia docente real de cuatro afos.

Un estudiante con tiempo para la curiosidad podrd ir adquiriendo un
conocimiento mdés rico, de los elementos tedricos y practicos del célculo con
funciones de una variable real en este caso, consultando textos didacticos de
mayor alcance, como el Calculus de M. Spivak, o los Principios de Andlisis
Matemdtico de W. Rudin, combinados con la primera mitad de los 5000 Pro-
blemas de Andlisis Matemdtico de B. P. Demidovich. Unos apuntes de clase
como éstos sélo le podrdn servir de soporte parcial, y siempre condiciona-
do por el énfasis particular de un profesor, en ese propésito. Pero para este
profesor fue bueno no tener que escribir en la pizarra todo lo que crefa que
debia escribir, pudiendo entonces llevar adelante las clases de una manera mds
razonable (el dltimo de los cursos mencionados).

No se ha consignado una bibliografia final al uso, pero en cambio a lo
largo de los tres capitulos desarrollados se van precisando, con respeto y fide-
lidad a sus respectivos autores, al menos las diversas referencias bibliograficas
de donde se han tomado cosas literalmente. Los apuntes se han compuesto
practicamente a base de tomar retazos de los libros que citan de M. Spivak,
G. Klambauer, G. Pedrick, J. Rey Pastor, M. de Guzméan y B. Rubio, etc.,
y coserlos sobre otro buen fondo de apuntes de teoria y hojas de proble-
mas elaborados por Chicho Guadalupe, que mantuvo la responsabilidad de la
asignatura muchos afios en el Colegio Universitario de Logrofio y luego en la
Universidad de La Rioja. Si viviera hoy Chicho el que esto escribe seria sélo
un segundo autor.

Algunos de los temas tratados es dificil “tener tiempo de verlos”, como
el 1ltimo teorema del primer capitulo, el de la funcién implicita para dos
variables del segundo, o todo lo que va desde la pdgina 118 hasta el final
del tercero. Pero es que al ver demostrado el teorema de aproximacién de
Weierstrass en el libro de Pedrick motivando el estudio de la continuidad uni-
forme, uno siente el deber irresistible de hacerlo igual en su clase. Por otro
lado, fundamentar en esta primera etapa de estudios la derivacién implicita
de una ecuacién F(x,y) = O también lo hace Pedrick, y la verdad es que un
toque ciclico a este resultado, el de aqui previo al posterior mds general en la
asignatura de varias variables no tiene por qué sobrar. Presentar la versién
original de Riemann del “lema de Riemann-Lebesgue” (dibujando alguna fi-
gura en la pizarra) serd un lujo diddctico cuando sea posible. La introduccién
a las integrales mtltiples se puede considerar un complemento del programa
de la asignatura. Y la lectura final recomendada siempre quedard para algin
verano.
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Al incluir en las clases algunos detalles histéricos sélo seguimos, en la me-
dida de lo posible, el consejo que daba Otto Toeplitz el afio 1926 y que puede
leerse en el prélogo a su obra péstuma The Calculus: A Genetic Approach:

“Al prestar atencién a los tépicos bdsicos del cdlculo infinitesimal
que hoy se ensenian como requisitos candénicos, como el teorema del va-
lor medio, las series de Taylor, el concepto de convergencia, la integral
definida, y la misma derivada, nunca se plantea la pregunta de por qué
son ast, o de como se llegé a ellos. Pero todos fueron en su dia me-
tas de una investigacion urgente, respuestas a cuestiones candentes en
el momento en que se crearon. Si nmos remitiéramos a los origenes de
estas ideas, perderian esa apariencia yerta que tienen como de barcos
en una botella y cobrarian nuevamente una vida fresca y vibrante.
Sigan ustedes el curso genético de las ideas, que es el camino que el hom-
bre ha recorrido en su comprension de las matemdticas, y verdn cémo
la humanidad ascendid de lo stmple a lo complejo. Grandes desarro-
llos ocasionalmpbodwaes podr” an entenderse asi como indicadores
de pausados y metddicos progresos precedentes. Los métodos diddcticos
pueden beneficiarse enormemente del estudio stmultdneo de la historia.

Este trabajo debe reconocimiento a muchas personas. Los errores que
contenga son sélo mios, todo lo demds es como si lo hubiera escrito con mi
mano alguno de los muy buenos profesores o de los muy buenos compafieros
(o ambas cosas) que he tenido. Cercanamente hablando, debe la mitad de su
existencia al Departamento de Matemaéticas y Computacién de la Universidad
de La Rioja, a cuyo buen hacer mateméatico quisiera afiadirse, y la otra mitad
a los estudiantes que sufrieron las clases. En sus apuntes manuscritos estan,
por cierto, todas las figuras que aqui faltan, incluso primorosamente dibujadas
en alg m caso memorable. Ellos siempre fueron generosos conmigo en las
evaluaciones de docencia, y yo siento de veras no haber correspondido del
mismo modo a la hora de poner sus calificaciones.

Debo citar mds especialmente a Juan Luis Varona, cuyo curso de TgX
de 19% hizo posible cada pdgina impresa ahora, a Mercedes Sdnchez, que
me regald los Pdlya-Szegd y el Bottazzini, a Manuel Benito como autor de la
gréfica de la funcién de las “palomitas de maiz” que aparece en la portada,
a Oscar Ciaurri como creador de varios de los problemas originales incluidos,
y a Luis Espaifiol por sus comentarios, correcciones y las notas marginales de
las pdgs. 3 y 43. A la insistencia y dnimo de todos ellos en primer lugar, asi
como a la amabilidad del Servicio de Publicaciones de la Universidad de La
Rioja, se debe que estos apuntes se hayan publicado. La estudiante Beatriz
Mtgica advirtié y corrigié varias erratas de la primera version en la zona del
célculo de primitivas.

La construccién de la portada se basa en el documento test.tex de la
distribucién de Guido Sawade (Berlin) del programa dvips de Tomas Rokicki
(Stanford). Y el formato general y tipografia de los apuntes son copia de los
del libro Concrete Mathematics de R. L. Graham, D. E. Knuth y O. Patashnik,
quienes dejaron a libre disposicién (gkpmac.tex) las “macros” con la que se
compuso ese original libro de mateméatica Continua y diSCRETA.

Leed a Euler: él es el
maestro de todos noso-
tros (Laplace).



Funciones continuas

R es un cuerpo:

a+(b+c)
=(a+b)+c
a+b=b+a
a+0=a
a+(—a)=0
a(bc) = (ab)c
ab = ba

< es un orden total:
asa
a<bb=s<c=a=c
a=<bb<a=a=Db
a<bédéb=a

c* =sup(S):

(a)c*zsVseS,
(b) Ve >03s €S
tal que s > ¢* —¢.

EL ANALISIS de las propiedades de las funciones reales de una variable
real o aplicaciones con valores reales definidas en un subconjunto de R, que
comenzamos en este capitulo con el estudio de la continuidad, ha de basarse
en un manejo riguroso de las propiedades béasicas que entendemos que posee
el propio conjunto R y que conforman su estructura.

1.1 PRELIMINARES

En primer lugar, dos nimeros reales se pueden sumar (y restar) y mul-
tiplicar (y dividir, si el divisor no es 0). Las propiedades que cumplen estas
operaciones dan a R la estructura algebraica de cuerpo.

En segundo lugar, un niimero real es de una de estas tres clases: positivo,
negativo, o cero. Hsta observacién primitiva hace aparecer el subconjunto
R* C R de los niimeros positivos, que cumple:

Si a,b € R", entonces a+b y ab € R",

y que da a R estructura de cuerpo ordenado: sean a,b € RR; se define a < b
(0b>a)sib—ae€ R". Se puede comprobar que a <byb<c = a<
¢ (transitividad), y que siempre ocurrird una de estas tres posibilidades:
a=Db,a<bda>Db (tricotomia). La relacién binaria a <b (0o b = a)
& a<bdba=D>esde orden total en R.

BEs a partir de esta estructura de orden que tiene sentido decir que un
subconjunto S C R estd acotado superiormente (inferiormente) cuando
dc € Rtal que c=s (c=<s) Vs € S. Los ntimeros ¢ se llaman cotas superiores
(inferiores) de S.

Si ¢ y ¢’ son dos cotas superiores (inferiores) de S, diremos que c es méas
fina que ¢’ si c < ¢’ (¢ =2 ¢’). La dltima propiedad primitiva definitoria de la
estructura de R es que sus subconjuntos acotados admiten un refinamiento
definitivo de sus cotas. Lo que quiere decir que si S # 0 estd acotado su-
periormente, hay un dnico nimero c¢* € R que es la menor cota superior
o supremo de S (c* = sup(S)), y que si S # 0 estd acotado inferiormente,
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hay un tdnico nimero c* € R que es la mayor cota inferior o infimo de S
(c* = inf(S)).

Admitida esta propiedad (axioma de completitud) en una cualquiera
de las dos formas expuestas, a la que nos referiremos abreviadamente como
(AC), R es un cuerpo ordenado completo. De hecho, es el dnico conjunto
que tiene esta estructura.

Ejemplo.— Sea A = {1:n € N}. El conjunto A no es vacio y est4 acotado
inferiormente (por ejemplo, 0 es una cota inferior de A). Aplicando (AC),
Ja =1{nf(A) = 0.

El infimo es una cota inferior de A, luego en particular se tiene que a< %
vn € N, deduciéndose que 2a también es una cota inferior de A. Como el

infimo es la mayor cota inferior, serd 2a < a, luego a =2a — a < 0.

Como a >0y a <0, se sigue que inf(A) = 0.

Lo que implica que (propiedad arqui-

V£>OEInENta1que1R<£

mediana de R), porque de lo contrario 3¢ > 0 tal que 0 < ¢ < % YneN, y0
no serfa el infimo del conjunto A.

Sucesiones mondtonas acotadas

Cuando Ve > 0 Iny € N tal que| an| < € Yn=ny, se dice que la sucesién
de ntimeros reales a;,ay,...,dan,... converge a 0, o tiene limite 0, escri-
biéndose lim a,, =0. Y en general, lim a, = a cuando lim |a, —a| =0.
La propiedad arquimediana, unida al hecho del decrecimiento de los términos

sucesivos de la sucesién a, = 1, asegura que lim 1 = 0.
n n—oo

Una sucesién (a, ) es mondétona creciente (decreciente) cuando m >
N = am>an (am =<an). Una sucesién (a, ) estd acotada cuando sus términos
forman un conjunto acotado. El axioma de completitud admite una segunda
version en la siguiente forma:

(SMA) Toda sucesién mondtona y acotada es convergente.

(AC) = (SMA): Supongamos que (a,) es una sucesién monétona creciente y
acotada superiormente. Sea a = sup(a, ) (hemos aplicado (AC)). Dado ¢ > 0,
dIn, tal que an, > a—e. Sin > ng, se tiene [an —a| =a—an<a—an, <g,

luego lim a, =a.
n—oo

(SMA) = (AC): Supongamos que S # 0 es un conjunto acotado superiormen-
te. Sean c; una cota superior de S y s;7 € S. Si ¢; es la menor cota superior
de Sos;=s Vs €S, essup(S) =cy osup(S) =s;. Sino,sea ay = 5L,
Si, ahora, a; >s Vs € S, sean c; = ay y s = s7; si no, sea s, un elemento
cualquiera de S mayor que a; y c2 = c¢y. En cualquier caso, si ¢ es la menor
cota superior de S 0 s2 > s Vs € S, serd sup(S) = ¢ o sup(S) = s2. Si no,

.., y prosiguiendo de esta forma, o bien encontramos el supremo de S al
cabo de un nimero finito de pasos, o bien quedan construidas dos sucesiones
(alguna de ellas posiblemente constante a partir de un cierto lugar). Una es

Si Ces un cuerpo orde-

nado completo, hay una

biyeccioni: R — C tal

que

ila+b) =1i(a) ®i(b)
i(ab) =i(a) - i(b)
a<b=1i(a)<i(b)

Arquimedes  Sobre la
esfera y el cilindrq Fs-
tulado 5

Valor absoluto:

X six>0
x| = .
—x Six<0



Reduccion al absurdo:

Una proposicion falsa
s0lo puedeeni r impli-
cada por otra proposi-
cion falsa, lygo HA
implica B Iso demuestra
que A es Verdad.

Falso suele encontrar-
se en la forma By Ne- B
(ley de contradiccién).

1.1 PRELIMINARES

creciente, (s, ), formada por elementos de S y acotada superiormente por c;,
y la otra es decreciente, (c, ), estd formada por cotas superiores de S y estd
acotada inferiormente por s;. Aplicando (SMA), sea lim ¢, = c. Veamos
n— oo

que ¢ = sup(S):

(a) Para cada n € N se tiene ¢, > s Vs € S, luego también serd c > s
Vs € S. Porque si fuera ¢ < o para un cierto ¢ € S, sea ¢g = 0 — ¢ > 0; por
la definicién de limite, Iny tal que| cn, —c| = cny, — ¢ < €o; luego cn, < 0,
absurdo.

(b) Sea ¢ > 0 un nitmero arbitrariamente prefijado. ¥ y que probar
que ds € S tal que s > ¢ — ¢. En cada paso de la construccién se tiene
Cn — Sn < zn%(m — s1), luego aplicando la propiedad arquimediana Fv tal
que ¢y — Sy < €. Luego s, >cy —e=c—e.

Intervalos cerrados encajados

Los intervalos son los subconjuntos de R de alguno de los tipos siguientes
(a,b €R):

e (a,b) ={x € R: a < x < b}, intervalo abierto de extremos a y b.
e [a,b] ={x € R: a <x < b}, intervalo cerrado de extremos a y b.

e (a,b] o [a,b), definidos obviamente. H sta aqui, incluyendo el conjunto
0 = (a,a), intervalos acotados. La longitud de un intervalo acotado I
de extremos a<bes|l|=b—a.

e (a,+o00) ={x € R: a < x}, semirrecta abierta de extremo izquierdo a.
e (—oo,b) ={x € R: x < b}, semirrecta abierta de extremo derecho b.
e [a,+00) 0 (—oo, b], semirrectas cerradas.

e R =(—00,+00).

El axioma de completitud admite una tercera versién de contenido intui-
tivo sencillo que constituye por eso un recurso que se usa ampliamente en el
analisis real:

(ICE) Sea (I,) una sucesién de intervalos cerrados tal que I, C I,

¥n € N (encajados o anidados) y lim |I,| = 0. Entonces Jc € R tal que
n— oo

cel,vmmeN

De hecho, habrd un 1dnico punto comtn a todos los intervalos, pues si
hubiera dos distintos, ¢; < c2, como las longitudes de los intervalos forman
una sucesién que tiende a 0, dado el niimero positivo c; —cy, 3m € N tal que
|Tm| < c2 — c1; pero como c1 y ¢, estdn los dos por hipétesis en I,,, deberia
ser ¢c; — ¢1 < |Lin|, llegdndose al absurdo c¢; — ¢y < ¢z —cy.

Es necesario que los intervalos I,, sean cerrados, pues, por ejemplo,

F]] (0,1] =0.

17
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Vamos a probar a continuacién la equivalencia entre las formas (SMA) e
(ICE) del axioma de completitud:

(SMA) = (ICE): Sea (I,) una sucesién de intervalos como en la hipétesis de
(ICE). Por la condicién sobre las longitudes, se puede suponer que todos los
intervalos son acotados, asi que I,, = [a,, bns] con a,,b, € R.

Ahora, por la condicién de encaje, la sucesién (a,,) de los extremos iz-
quierdos es monoétona creciente, y se tiene a,, < b,, paratodon y m € N;
aplicando (SMA), sea nlLIIgo an = sup(an) = a. Se tiene a, <aVn € Ny

también a < b, Vm € N, pues by, es cota superior de (a,,) para cada m fijo.

o0
Luego ﬂ I, ={a}.

n=1
(ICE) = (SMA): Sea (cn) una sucesién monétona creciente y acotada supe-
riormente; sean a; = ¢; y by una cota superior de (c,). Si %(cu +b1)>cn
Vn, sean a; = c, y by = 1§(a1 +by); sicm > %(cu +bi),sean ax = ¢ ¥
b, = b;. Prosigase sucesivamente esta construccién, que genera una sucesién

de intervalos cerrados acotados ([an,bn]) tales que [any1,bns1] C [an,bnl

b]-(l] =

7 0= lim by —an) < lim 3

= 0; sea, por (ICE), ﬂ lan, bn] = {a}.
n=1
Entonces, lim a, = a.
n— oo

1.2 LIMITES DE FUNCIONES

Nomenclatura y definiciones

Sea D C R. Una aplicacién f: D — R es una funcién real de una
variable real, de dominio D. El conjunto f(D) = {f(x): x € D} C R se
llama conjunto imagen, rango o recorrido de la funcién f. El conjunto
G(f) = {(x,f(x)): x € D} C R?, representable en el plano cartesiano, es la
grafica de f, o de y = f(x).

Sean a € Ry ¢ > 0. La bola abierta de centro a y radio ¢, o
entorno abierto simétrico del punto a de radio ¢ es €l intervalo B, (a) =
(a—¢,a+¢). Setiene x € B.(a) & |x — a| < €. La bola cerrada de centro
a y radio ¢ es el intervalo B, (a) = [a — ¢,a + ¢]. Se llama entorno de a
a todo subconjunto E de R que contenga una bola B.(a) con ¢ > 0. Si E
es un entorno de a, el conjunto E* = E — {a} es un entorno reducido de
a; por ejemplo, B¥(a) = (a —¢,a) U (a,a + ¢), unién de dos semientornos
reducidos de a, y se tiene x € B¥(a) & 0 < |x —a| <.

Sea f una funcién definida en un entorno reducido del punto a, o en
apropiados semientornos reducidos de a, y 1 un ntimero real. Cuando Ve > 0
35 > 0 tal que x € Bf(a) = f(x) € B¢(l), se dice que el limite de f(x)
cuando x tiende a a existe y es 1, escribiéndose iLma f(x) =L

Cuando Ve > 0 30 > 0 tal que x € (a — 5, a) = f(x) € B.(1), se dice que
el limite de f(x) cuando x tiende a a por la izquierda existe y es 1,
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escribiéndose lim f(x) =f(a™) =1
X a—

5

Cuando Ve > 0 36 > 0 tal que x € (a,a + d) = f(x) € B.(1), se dice

que el limite de f(x) cuando x tiende a a por la derecha existe y es

1, escribiéndose lim+ f(x) = f(a™) = 1. Los ntimeros f(a~) y f(a*) son los
X—a

limites laterales de f en a. Se tiene

Jlfm f(x) =1 &= IH(a ) =1y If(a") =L

X—a

La implicacién hacia la derecha es trivial. Hcia la izq uierda, sea ¢ > 0 fijo;
por las hipétesis,

361 >0 tal que | f(x) -1 <esix € (a—051,a),
36, >0 tal que | f(x) — 1 < esix € (a,a+02);

luego tomando & = min{61, 6.}, se tiene que x € Bi(a) = |f(x) — 1| < e.
Un caso especial de no existencia de limite en un punto a, pero en el que
convencionalmente se dice que el limite es infinito, y se escribe lim f(x) =
X—a

+0o (o alternativamente —oo), es cuando ocurre que YM > 0 35 > 0 tal
que x € B¥(a) = f(x) > M (o f(x) < —M). Se pueden dar definiciones
correspondientes para limites laterales infinitos.

Las semirrectas (M, +o0) juegan el papel de entornos de +oco. Asi, final-
mente, se definen también

lim f(x)=1&= Ve >03dM >0 tal que x > M = f(x) € B.(1),

X— +00

lim f(x) =400 & VM; >0 3IM, > 0 tal que x > M, = f(x) > My,

xX— +o00

y definiciones andlogas con —oco en cualquier sitio en vez de +oo.

Ejemplos
1.— lim 22X .
x—0 X

Basta probarlo para x — 0", pues

tm SBX _ gy SRV g, SeRY
x—0~ X y—0t -y y—0+t Yy
ya que sen(—y) = —senvy.

Para x € (O, %) un argumento geométrico de comparacién de longitudes

y dreas da, en primer lugar, las desigualdades senx < x < tgx, que divididas

1 . . senx

, 0, invertidas, cosx < —— < 1, de
X

X
por senx > 0dan 1 < — <
Ssenx  cosx

senx
> 0.

donde se sigue 1 —cosx >1—

Pero, como senx < 1,

1 —cosx = 2sen? (g) < 2sen (g) <2 (;) =X,

19
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luego dado ¢ > 0 fijo, tomando & = ¢, cuando 0 < x < & se tiene

senx

senx
<x<eE.

X

1‘:1— g

2.— La funcién f(x) = sen (1), definida para x # 0, no tiene limite en 0.

El problema es equivalente al de la existencia del ll'IJlrl seny. Veamos
y— +oo

que este limite no puede ser ning ‘m niimero real.

Sea | € R cualquiera. La bola (1 — %, L+ %) no puede contener a la vez
a los puntos 0 y 1, pero dado cualquier M > 0 hay puntos (y = nm, con n
convenientemente grande) de la semirrecta (M, +oo0) donde el seno vale 0 y
otros puntos (y = (4n+ 1)7t/2) donde vale 1.

Propiedades de los limites

En las propiedades siguientes se podrian considerar por todas partes limi-
tes solamente laterales, en cuyo caso los resultados que exponen la segunda y
la tercera se cumplirian en correspondientes semientornos reducidos. Se puede
sefialar que, aunque se suelen demostrar las propiedades para a € R, podria
ser también a = +oo y todos los resultados se cumplirian. Las funciones f, g,
etc., se suponen definidas en un mismo entorno reducido de a.

1.— UnicipAD DEL LIMITE: lim f(x) estd bien definido, es decir que si existe
X—a

es un tnico valor (incluso si es +co 0 —00).

2.— CONSERVACION DEL SIGNO EN UN ENTORNO REDUCIDO: Si lim f(x) =1> 0,
XxX—=a

entonces 35 > 0 tal que f(x) > 0 Vx € Bf(a).

3.— AcoTACION EN UN ENTORNO REDUCIDO: Si 3 1im f(x), entonces 36 > 0 y
xXxX—a
M tales que| f(x)| < M Vx € B}(a).

4.— PASO AL LIMITE EN OPERACIONES ALGEBRAICAS: Suponiendo que lim f(x) =
X—a

l; y lim g(x) = 1,, se tienen:
X—a

(i) Suma: lijl}l(f(x) + g(x)) =1 *1,.

Ademés, co + 00 =00y —00 — 00 = —00. Indeterminaciones:
(ii) Propucro: lim (f(x)g(x)) =1 1,. 0 =00
X—a
Ademsds, co - 00 = 00. 0-00
o 0

f ! > =

(iii) Cociente: Si 1, #0, lim ) _ bl o 0
x—a g(x) L, 0 0 %

Ademas, };1 =0, inclusosil; =0. Y % =oo salvosi l; =0.

(iv) PoTencia: Si f(x) > 0 en el entorno y 1; # 0, lim [f(x)] o(x) _ 12,
xXxX—a



Desigualdad triangular:

la £ b = [a] + [b]

AC B:
yeEA = y€B

1.3 CONTINUIDAD. RESULTADOS LOCALES

+oo sirT>1,
0 si0<r<1,

_ 0 sir>1, +oo siT>0, 0 sir >0,
T = 400" = 0" =

Ademds, (+00)*® = 400, (+o0) ™™ = 0, TF® =

400 si0O<r<I, 0 sir<0, +oo sirT<O.

5.— ExTENSION DE DESIGUALDADES: (1) Si f(x)<g(x) (e incluso si la desigualdad
es siempre estricta) Vx en un entorno reducido de a, y existen los dos limites
siguientes, se tiene lim f(x) < lim g(x).

X—a X—a

(ii) RecLA DEL sanpwicH: Si f(x) < g(x) <h(x) Vx en un entorno reducido
de q, y existen los limites cuando x tiende a a de f(x) y de h(x) y son iguales
ambos a , entonces también 3 lim g(x) = L.

X—a

Demostracién de 1. Por reduccién al absurdo. Si f(x) tiene dos limites 1; < 1,
en el punto a, considerando ¢ = %(12 —11) > 0, se tendria

3871 > 0 tal que | f(x) — L1| < e si x € B}, (a),

352 > 0 tal que | f(x) — 12| < ¢ si x € B}, (a);

luego tomando & = min{;,d,}, se tiene que x € Bf(a) = |f(x) — U] +
|f(X) — 12| < lz — ].].
Pero [f(x) — L1 |+|f(x) — L2|=| (f(x) — 1) — (f(x) — 12)| = 12—11, absurdo.

Demostracién de 5(ii). Para cada x en el entorno reducido de a donde estdn
definidas las funciones,

lg(x) =1 =[g(x) =L+ f(x) = f(x)] = |g(x) — f(x)| + [f(x) — 1],
pero
lg(x) — f(x)| = g(x) —f(x) =h(x) = f(x) = [h(x) — f(x)| = [h(x) = Y +[f(x) = 1],

luego
lg(x) =1 = [h(x) =1 +2[f(x) = 1] .

Dado ¢ > 0, [h(x) —1| < § si x € B}, (a), y| f(x) = 1| < § si x € B, (a).
Six € B¥(a) con 6§ =min{d1, 52}, se tiene |g(x) — 1] < e.

|en

En la seccién siguiente quedardn ilustradas las demostraciones de las
propiedades 2, 3 y 4(i)—(iii). Y en la dltima la de 4(iv).

1.3 CONTINUIDAD. RESULTADOS LOCALES
Definiciones

Sea f una funcién real definida en un entorno E de a € R. Se dice que f
es continua en a cuando

(i) 3 lim f(x) = f(a), es decir, si Ve > 0 35 > 0 tal que f(Bs(a)) C
B (f(a)).

21



22 FUNCIONES CONTINUAS

0, equivalentemente, cuando
(ii) Para cualquier sucesién (x) C E que verifique lim x,, = a, se tiene
n—oo
lim f(xn) = f(a).
n— oo

En primer lugar veamos la equivalencia de ambas definiciones:
(i) = (ii)| Sea (xn) C E tal que lim x,, = a. aplicando (i),
n—oo
38 > 0 tal que x € Bs(a) = f(x) € B:(f(a)).

Para este 6 > 0, por la definicién de la convergencia a a de la sucesién
(xn) se tiene que ‘Elno €Ntalque n>ny = ‘ xn € Bs(a). Pero entonces,

f(xn) € Be (f ( a)). Lo recuadrado prueba (ii) para la sucesién arbitraria (x,, ).

No (i) = No (ii)| Supongamos, negando (i), que Jeop > O tal que V6 > 0 A= B
Ix € ENBs(a) tal que f(x) ¢ B¢, (f(a)). T

En particular para cada 6, = %, Ix, € E tal que|xn —a| < 1; (luego Ne- B = NeA
7115%0 Xn = a), pero |f(x,) — f(a)] = eo (luego nango f(xn) # f(a)).

Una funcién f es continua por la izquierda en a si 3If(a”) = f(a),
(hace falta que esté definida en un semientorno (a— 6, a]) y es continua por
la derecha en a si 3f(a™) = f(a). Cuando se dice que f es continua en el
intervalo abierto (a,b) C R se entiende que es continua en todos los puntos
x € (a,b), y cuando se dice, por ejemplo, que f es continua en un intervalo
cerrado acotado [a, b], se entiende que f es continua en (a,b), continua por
la izquierda en b y continua por la derecha en a (si perjuicio de que, como
veremos mas adelante, pudiera haber discontinuidades de segunda especie en
alguno de los extremos).

Ejemplos

1.— Recordemos que Q es el conjunto de los nimeros racionales, es decir,

de las fracciones % con p, q enteros y q # 0. La funcién f: R — R dada por

0 s
f(x) = s¥ x€Q es discontinua en todos los puntos de R.
1 six¢€Q

Pues sea a € Q; para cada n € N el niimero a,, = a + @ es irracional.
La sucesién (a,, ) tiende a a. Se tiene f(a,,) =1, luego lim f(a,) = 1, pero
n— oo

f(a) =0.

Y sea a ¢ Q; para cada n € N el niimero a,, = 107™|10™a] es racional
(mediante la notacién |y] se expresa la parte entera del nimero y, es
decir, el mayor niimero entero que es menor o igual que y). La sucesién (an)
(formada por las sucesivas truncaciones del desarrollo decimal de a) tiende a
a. Se tiene f(a,,) =0, luego nhj%o f(an) =0, pero f(a) = 1.

‘l .
xsen (X) six 70 es continua en 0.

2.— La funcién f(x) = { .
0 six =
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Como [seny| = 1 para todo y € R, se tiene 0 < |f(x)| < |x| Vx, luego
11’11%) f(x) =0 =1(0).
X—

2

3.— La funcién f(x) = x* es continua en R.

Sea a € R, vamos a probar directamente (la propiedad 4 de los limites
no la hemos demostrado) que }{imo (a +h)? = a?. Sisuponemos |h| < & <1,
—

se tiene
|(a+h)?—a®| =|h(2a+h)| = |h| [2a+h| < 8(2|a] + ) < 5(2]a| + 1);

luego

Vs>0§|6:m1’n{ }>Ota1que|h|<6:>|(a+h)2—a2|<8.

1 &
"2]al +1

1
4.— La funcién f(x) = " es continua en R — {0}.

1 1
Sea a € R—{0}. Probaremos directamente que lim — = —. Si suponemos
o la exod

|x —a| <6<, setiene x| > |a| -6 > 5y

1T 1] _|[x—af 25
x al a x| " a?’
luego
2 1 1
Ve > 0 35 = min M,E >0talque|x—a|<d=|-——|<e.
2° 2 x a

0 six=0
5.— La funcién f: [0,1] — [0, 1] dada por f(x) = 1 ; S? x b O, x ¢ Q,
g Six=g¢ irreducible

es continua solamente en los puntos donde vale 0, ya que dlim f(x) = 0
XxX—a
Ya € [0, 1].

Sea a € [0,1] fijo y consideremos un nimero positivo ¢. Sea n € N tal
que n#“ < ¢; si llamamos S al conjunto finito {1,%, %, %,...,%,...,“T’]}, se
tiene que| f(x)| < e Vx € [0,1] —S. Sea 6 =min{|s —a|:s € S—{a}} > 0; si
x € Bf(a) N[0, 1], entonces | f(x)| < e.

Tipos de discontinuidades

Cuando una funcién no es continua en un punto a, se dice que es dis-
continua, o que presenta una discontinuidad, en ese punto. Naturalmente
sélo tendrd sentido decir esto en puntos donde pueda plantearse la existen-
cia de, al menos, uno de los limites laterales, para lo que la funcién debera
estar definida al menos en un semientorno reducido de a. Asi, decimos que
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la funcién 1; es discontinua en 0, pero no vamos a plantear la continuidad de
\/x en los ntimeros negativos. La nomenclatura en la clasificacién que sigue
se encuentra, por ejemplo, en J. REY PASTOR, Hementos de la teor’ 1a de
funciones, Madrid.

DiscONTINUIDAD EVITABLE. Cuando 3 lim f(x).
X—a

Por ejemplo, la funcién f(x) = x sen (%) tiene una discontinuidad evitable
en 0, dado que no existe f(0) pero lin%) f(x) = 0. En el ejemplo 2 anterior esta
X—
discontinuidad se ha “evitado”.
x2-1 :
1
La funcién g(x) = { *! s% x7
0 six=1

tiene una discontinuidad evitable
en 1, pues lim g(x) = 2.
x— 1

Las discontinuidades de la funcién del ejemplo 5 anterior son evitables.

DISCONTINUIDAD DE PRIMERA ESPECIE. (i) FINITA, cuando 3f(a™) y 3f(a't) pero
son distintos. El salto en a es igual a f(a®) —f(a™).

Por ejemplo, la funcién 1 tiene un salto finito en 0. La funcién
|x] tiene saltos finitos de una unidad en cada n € Z, siendo siempre continua
por la derecha.

(ii) InFINITA, cuando f(a~) o f(at) (o ambos ) son co. La recta x = a es
una asintota vertical de la gréfica de f en el plano cartesiano, por uno de
los dos lados, o por ambos.

Asi, la funcién f(x) = X"zﬂl tiene ramas infinitas por ambos lados en
x = 1. (La discontinuidad que presenta en x = —1 es evitable.)
21/% six #0

Para la funcién g(x) = , se tiene g(0~) = ¢g(0) = 0,

0 six=0
g(0*) = +oo. En 0 es continua por la izquierda y tiene una discontinuidad
infinita de primera especie.

DISCONTINUIDAD DE SEGUNDA ESPECIE. Cualquier otro tipo de discontinuidad.
Por ejemplo la que presenta en cada punto de R la funcién del ejemplo 1
anterior. En algm caso podrian describirse como oscilaciones finitas, asi la
discontinuidad en O de la funcién sen (%), o incluso infinitas, como el com-
portamiento en 0" de la funcién (1/x) sen (1/x).

O las discontinuidades por falta de dominio a un lado, asi, la funcién
f(x) = (1 + %)x tiene discontinuidades de segunda especie en —1 y en 0; se
tiene f(—17) = 400 y f(07) = 1 (este segundo limite es dificil de calcular
para nosotros aun), pero f no estd definida en el intervalo [—1,0] (ejemplo
tomado de REY PASTOR, op. cit.).

Propiedades locales de las funciones continuas

Las dos primeras son muy bésicas e importantes. Las otras dos aumentan
notablemente el repertorio de funciones continuas. Aplicando la tercera, por
ejemplo, se demuestra que cualquier polinomio P(x) es una funcién continua
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en R y que una funcién racional R(x) = %, donde P(x) y Q(x) son
polinomios, es continua salvo en los ceros del denominador.

1.— CONSERVACION DEL SIGNO EN UN ENTORNO: Sif es continuaen ay f(a) > 0,
entonces 36 > 0 tal que f(x) > 0 Vx € Bs(a).

Demostracion. Sea ¢ = %f(a) > 0; 350 > 0 tal que Vx € Bs(a) se tiene

f(x) € (3f(a), 3f(a)), y, en particular, f(x) > 0.

2.— Acoracion EN UN ENTORNO: Si f es continua en a, entonces 35 > 0y M
tales que| f(x)| < M Vx € Bs(a).

Demostracién. Sea ¢ = 1; 36 > 0 tal que Vx € Bs(a) se tiene f(x) € (f(a) —
1,f(a) + 1), luego [f(x)| = méx{|f(a) — 1|, [f(a) + 1]}

3.— OPERACIONES ALGEBRAICAS: Si f y g son continuas en a, sea (f+ g)(x) =
f(x) + g(x), etc. Se tiene:

(i) La suma y la resta f & g son continuas en a.
(ii) El producto fg es continua en a.
(iii) Si g(a) # 0, el cociente é es continua en a.

Demostracién. (i) Sea ¢ > 0; 351,56, > 0 tales que f(x) € B.»(f(a)) Vx €

Bs, (a) y 9(x) € B¢/2(g(a)) ¥x € Bs, (a).

Luego Vx € Bs(a) = Bs, (a) N Bs,(a) se tiene f(x) £ g(x) € Bs(f(a) +
g(a)).
(ii) Considerando primero (fg)(x)—(fg)(a) = f(x)g(x)—f(x)g(a)+f(x)g(a)—
f(a)g(a), y aplicando la propiedad 2 para f, se consigue la acotacién

|(fg)(x) — (fg)(a)] = M|g(x) — g(a)| + [g(a)] |f(x) — f(a)],

con M > 0, cuando x € Bs, (a).
Dado ¢ > 0, |g(x) —g(a)| < 537 cuando x € Bs,(a) y |f(x) —f(a)] <

m cuando x € Bs,(a). Para todo x en la mds pequeiia de las tres bolas

se tiene |(fg)(x) — (fg)(a)| < e.
(iii) Considerando é(x) — é(a) = m(f(x)g(a) —f(a)g(a) + f(a)g(a) —

f (a)g(x)) v aplicando la propiedad 1 para g, se consigue la acotacién

£ 2
‘E(X)_E(“) o(a)?

cuando x € Bs, (a). La argumentacién se completa como la anterior.

<

(lg(a)] If(x) — f(a)| + [f(a)] lg(a) — g(x)])

4.— CowmposiciOn: Si f es continua en a y g es continua en f(a), la compo-
sicién g o f es continua en a. Como caso particular, el valor absoluto |f| es
continua en a.

Demostracién. Dado ¢ > 0 35 > 0 tal que g(B;,(f(a))) C B, (g(f(a))), pues
g es continua en f(a). Y para este 6, por ser f continua en a, Iy > 0 tal que
f(By(a)) C Bs(f(a)). Luego g(f(By(a))) C Bg(g(f(a))).
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1.4 RESULTADOS GLOBALES

Las noticias histéricas de esta seccién estdn tomadas en su mayor parte
del libro de U. BoTTazzINI, The B her Calculus: igr o f Real and
CompieA psik fromiBler fidierstrass, Springer-Verlag, 1986.

El teorema de Bolzano

El monje bohemio Bernhard Bolzano (178+18 48) era profesor de filosoffa
de la religién en Praga cuando en las Actas de la Real Boerednd
de Ciencias del afio IB1 se publicé un articulo suyo, que iba a ser poco
conocido en vida de su autor, y cuyo propdsito era dar la primera demos-
tracién completamente correcta de un resultado que se usaba desde antiguo
para calcular aproximadamente las raices reales de un polinomio, a saber: si
los valores P(a) y P(b) de un polinomio (de coeficientes reales) P(x) tienen
distinto signo, entonces la ecuacién P(x) = 0 debe tener al menos una solucién
comprendida entre los ntimeros a y b.

Bolzano le iba a dar un rango de validez mas amplio al probarlo para
funciones continuas, de las que los polinomios son casos particulares. Su
nocién de continuidad, que es la misma que la contempordnea de A. L. Cauchy
(1789189 , v que es en las bcciones de K. Weierstrass (185189 en la
Universidad de Berlin en 1861 cuando toma la forma ¢-6 de hoy, es como
sigue:

Una funcibén cambia seg ‘un 4 ley de continuidad para todos los valores de x que estdn
dentrqofier a, de ciertos limites si, cuando x es un tal valor, la diferencia f(x+ w)—f(x)
puede hacerse ¢n v alor absolutd m as pequena que uw alor cualquiera dado con tal de
tomar w lo pequéno que haga falta.

y el resultado anunciado es el siguiente

Teorema [B]. Sidosfin ciones de x, f(x) y &(x), varian sg ‘un la ley de continuidad
para todos loy alores de x o al menos para los comprendidos entre « y 3, y ademds si
fla) < d(ax) y f(B) > $(B), entonces siempre hay un cierto valor de x comprendido
entre o y 3 para el cual f(x) = b(x).

Bolzano no plantea objeciones contra la correccién, ni contra la evidencia
geométrica (una linea continua debia trazarse mediante un movimiento sin
interrupciones, y sus puntos se sucederian uno a otro sin dejar ning ‘m intervalo
hueco entre ellos) de esta proposicién, que quedan para él fuera de toda duda.
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Pero es igual de claro que es una insufrible &éns a contra un método correcto el tratar
de deducir las grd ades de la matemdtica pura (es decir, de la aritmética, el dlgebra o
el andlisis) a partir de consideraciones que pertenecen a una rama aplicada de la misma,
como es la geometria . . .

. nadie puede ge ar que el concepto de tiempo, y ailin mds el devino mientpes t an
ajeno a la matemdtica pura como el de espacio . . .
Las demostraciones cientificas no pueden ser meros procedimientos para fabricar &iden-
cias, sino mds bienind amentqses de cir, presentaciones de todas las causas objetivas que
tenga la verdad a ser probada.

Bolzano basa la demostracién del teorema [B] en la siguiente propiedad,
que es su particular versién del axioma de completitud:

Teorema [ACB]. Si una propiedad M no seeri fica para todos loy alores de una
cantidad variable x, pero si para todos los que son menores que un cierto valor u, entonces
siempre va a existir una cantidad U que es la mayor de aquellas para las que se puede
afirmar que todos los niimeros x menores que U tienen la propiedad M.

Naturalmente, la ingeniosa demostracién que daba Bolzano para este
“teorema” [ACB] caia en circulo vicioso, como €l mismo reconocié posterior-
mente. Pero utilizdndolo, su demostracién del teorema [B] era la siguiente:

Suponemos que « < . @mo f(x) < ¢ (), entonces también f(x + w) < b+ w)
para w suficientemente pequeng, por la ley de continuidad, y se puede asegurar que serd
flae + w) < ¢(x + w) para todo w menor que un cierto niimero uw dado. Indiquemos
por M la propiedad que puede tener un niimero w cuando f(x + w) < ¢(ox + w). o
todo niimero la tieng pues por ejemplo, 3 — o no la tiene. Sea asi U la cantidad cuya
existencia  rma el teorema ([ACB]). Entonces, U estd comprendido entre 0 y § — «,
y se tiene f(x + U) = ¢ (o + U), pues no es posible, por la naturaleza de U, ni que
flao+U) < dp(ax+ U), ni que f(x + U) > d(ax + U).

Veamos ahora la versién moderna usual (¢p(x) = 0) del teorema de
Bolzano, y una demostracién que, utilizando la forma (AC) del axioma de
completitud, sigue los mismos pasos de la original:

Teorema. Sif: [a,b] — Rescontinuay f(a) < 0 < f(b), entonces dc € (a,b)
tal que f(c) = 0.

Demostraciéon. Sea N = {x € [a,b]: f(x) < 0}. El conjunto N no es vacio,
pues a (y también todos los puntos de un semientorno a su derecha, por la

27
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continuidad a la derecha en a) pertenece a N. Y estd acotado superiormente
por b (y también por todo punto de un semientorno a la izquierda de b, por
la continuidad a la izquierda en b).

Sea ¢ = sup(N). Se tiene ¢ € (a,b) por las explicaciones dadas entre
paréntesis, luego f es continua en c. Veamos que f(c) = 0:

Sif(c) < 0, por continuidad 35 > 0 tal que f (¢ + 8) < 0, luego c+6 € N,
absurdo pues c es una cota superior de N.

Si f(c) > 0, por continuidad Fy > 0 tal que f(§) > 0 V¢ € (c—,c); pero
¢ — v no es una cota superior de N (ya que es menor que €l supremo de N),
luego 3&p € N (asf que &y < ¢y (&) < 0) tal que ¢ —y < &p, absurdo.

De las consecuencias que ahora siguen, las tres primeras son otras tantas
formulaciones equivalentes del teorema. La primera es la importante propie-
dad de los valores intermedios, que denotaremos en lo sucesivo por (TVI),
para una funcién continua. La segunda, el enunciado original de Bolzano con
dos funciones. La tercera es un enunciado sélo aparentemente mds general.
Otras consecuencias sencillas de probar son la que se conoce como teorema
de punto fijo para funciones continuas, y el resultado que asegura la
existencia de (al menos) una raiz real para todo polinomio en una variable de
grado impar. Nuestra tltima consecuencia adelanta un poco el contenido de
la seccién siguiente, en un ejemplo particular.

Corolarios. (i) (TVI) Si f: [a,b] — R es continua y f(a) < y < f(b),
entonces dc € (a,b) tal que f(c) =vy.

(ii) Si f,¢: [a,b] — R son continuas, f(a) < d(a) y f(b) > ¢(b), entonces
dc € (a,b) tal que f(c) = ¢(c).

(iii) Si I es un intervalo y f: I — R es continua, entonces el conjunto imagen
f(I) es también un intervalo (admitamos aqui que €l conjunto {a} es el intervalo
[a, a]).

(iv) Si f: [a,b] — [a, b] es continua, entonces Ix € [a, b] tal que f(x) = x.

(v) Si P(x) es un polinomio de grado impar, la ecuacién P(x) = 0 tiene al
menos una solucion real.

(vi) Si a > 0, 3x > 0 tal que x?

niimeros positivos).

= a (existencia de rafz cuadrada para los

Demostraciofes i) Se aplica el teorema a la funcién ¢(x) = f(x) —y.
(ii) Se aplica el teorema a la funcién f — ¢.

(iii) Supongamos que f no es constante. Si yi,y2 € f(I), y1 <yz ey €
(y1,Y2), entonces por (TVI) también y € f(I), luego [y1,y2] C f(I).

Sean ¢ = inf(f(I)) (c = —oo si f(I) no estd acotado inferiormente), y
d = sup(f(I)) (d = 400 si f(I) no estd acotado superiormente). Se tiene
¢ < d (porque f no es constante). Sea y € (c,d): por la definicién de inf y
sup existirdn yq,y, € f(I) tales que c <y; <y < yz < d, y por lo que se ha
visto arriba, se tiene que y € f(I). Luego (c,d) C f(I); pero tal como se han
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definido ¢ y d es obvio que f(I) C [c,d]. Luego f(I) es en cualquier caso un
intervalo.

(iv) Como por hipétesis se tiene f(a) > a y f(b) < b, si ni a ni b son puntos
fijos de la funcién f, se aplica el teorema a la funcién ¢p(x) = x — f(x).

(v) Podemos suponer que el coeficiente del t @mino de mayor grado de P(x)

es positivo. Entonces, lim P(x) = —oo, luego Ja € R tal que P(a) < 0,
X— —00

y lm P(x) = 400, luego 3b € R, b > qa, tal que P(b) > 0. Se aplica el

xX— +00
teorema a la funcién P(x) en [a, b].

(vi) La funcién f(x) = x?

es continua en [0,+oc0). Entonces, por (iii), el
conjunto imagen f ([O, +oo)) debe ser un intervalo, y un intervalo no acotado,

2

pues lim x° = +oo. Como f(x) > 0 y f(0) = 0, el intervalo imagen es

xX— +00

[0, +00).
El teorema de Weierstrass

El teorema de Bolzano dice que la imagen de un intervalo por una funcién
continua es otro intervalo. El siguiente teorema afirma que la imagen de
un intervalo cerrado y acotado por una funcién continua es (otro intervalo)
también cerrado y acotado.

Teorema. Si f: [a,b] — R es continua, entonces
(i) estd acotada, es decir, 3K € R tal que| f(x)| < K Vx € [a, b].

(ii) Y alcanza su méximo y su minimo valor en puntos del intervalo, es decir,
Ix1,x2 € [a,b] tales que f(x1) < f(x) < f(x2) Vx € [a, b].

Demostracion ( i) Supongamos que f no estd acotada en Iy = [a, b]. Entonces
f no estard acotada en una (al menos) de las dos mitades, [a, 242] o [242 b]
de Ip. Llamemos (eligiendo una si es preciso) a esa mitad I;. Procedamos igual
con Iy, y sucesivamente con I,, etc. Se genera asi una sucesién (el proceso no
termina nunca, pues si f estuviera acotada en I, lo estarfa también en I, 1)
(I,,) de intervalos cerrados, acotados y tales que T}Lngo |In| = 0. Sea, aplicando

(ICE), c € 1, Yn. Entonces c € [a, b] y, como f es continua en c, f va a estar
acotada en una B;(c); pero Ing tal que Bs(c) D I,,,, luego f estaria acotada
en I,,,, absurdo.

(ii) Por el apartado (i) ya probado de este teorema, el conjunto ] = f([a, b])
estd acotado superiormente. Sea, aplicando (AC), M = sup(J). Veamos,
por reduccién al absurdo, que Ix; € [a,b] tal que f(x2) = M (se procede
andlogamente para el infimo).

Si M — f(x) # 0 Vx € [a,b], la funcién (de valores positivos) ¢p(x) =
M0 es continua en [a, b], luego, otra vez por el apartado (i), 3K > 0
tal que ¢(x) < K Vx € [a,b]. Entonces se tendria f(x) < M — % Vx € [a,b],
absurdo pues el supremo del conjunto imagen de f era M.
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1.5 MONOTONIA. FUNCION INVERSA

Definiciones

Una funcién f, definida en un subconjunto S C R que no se reduce a un
solo punto, se dice creciente (decreciente) en S cuando Vx,y € S tales que
x <y se tiene f(x) < f(y) (f(x) = f(y)). Y se dice estrictamente creciente
(decreciente) en S cuando Vx,y € S tales que x < y se tiene f(x) < f(y)
(f(x) > f(y)). En cualquiera de los casos, f se dice mondtona en S.

Por ejemplo, la funcién f(x) = x? es estrictamente creciente en [0, +0);
la funcién |x| es creciente en R; la funcién 1; no es mondtona en B} (0).

Recordemos aqui que una funcién f: S — R es inyectiva si Vx,y € S tales
que x # y se tiene f(x) # f(y), asi que una funcién estrictamente monétona
es inyectiva. Y cuando f es inyectiva, queda definida la funcién inversa de
f, f1:1(S) — S, por ! (f(x)) = X.

Por ejemplo, la inversa de la funcién f: Bj(0) — R dada por f(x) = %
es f1: (—o0,—1) U (1,400) — R dada por f~'(x) = 1. La inversa de la
funcién g: [0, +0c0) — R dada por g(x) = x* es g ': [0,400) — R dada
por g ' (x) = v/x (gracias al teorema de Bolzano hemos podido probar que
9([0,400)) = [0,400).)

Notemos también que, cuando f es estrictamente creciente (decreciente)
en S, la funcién inversa es estrictamente creciente (decreciente) en f(S), como
es facil de probar.

Propiedades

1.— Una funcién f: I — R mondtona en el intervalo abierto I C R sélo puede
tener, en puntos de I, discontinuidades finitas de primera especie.

Demostracion. Supongamos, por ejemplo, que f es creciente, y sea a € I. Sea
[, B] C I un entorno cerrado de a. El conjunto S = {f(x): a < x < B} no
es vacio (por ejemplo, f(f3) € S) y estd acotado inferiormente (por ejemplo,
por f(«), pues f es creciente). Aplicando (AC), sea s = inf(S). Veamos que
If(at) =s:

el nlimero s + ¢ no puede ser cota inferior de S (es mayor
que el infimo), luego 3¢ € (a, B] tal que f(&) < s +e.

‘Seaentoncesézé—a>0; si0<x—a<b,

es a < x < & y se tiene

s <f(x) <f(§) <s+e¢, luego | f(x) € (s,s + €).

De la misma manera se prueba que 3f(a~) = sup{f(x): x < x < a}.

Finalmente, si la discontinuidad en a fuera evitable, serfa por ejemplo
f(a) > lim f(x), y eso implicaria, por la propiedad de conservacién del signo
X—a
de los limites en un entorno, que 35 > 0 tal que f(a) > f(z) Vz € (a,a + §),
en contradiccién con ser f creciente.

Nota. Si I fuera un intervalo cerrado y acotado [a, b], lo dnico que hay que
a'halir, para f creciente, es que podrian ser f(a™) = —oo y/o f(b™) = 4o0.
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2.— Sea f mondtona en el intervalo I. Entonces, f es continua en I < f(I)
es un intervalo (o f verifica (TVI), que es lo mismo).

Demostracién. La implicacién hacia la derecha la da el teorema de Bolzano.
Veamos la implicacién hacia la izquierda:

Supongamos que f es creciente. Si f no es continua, sea a un punto de
discontinuidad (que serd finita de primera especie por la propiedad 1 anterior.
Seay € (f(a”),f(a")) tal que y # f(a). Entonces, y ¢ f(I), porque si
y = f(x) con x < a (y anédlogamente si x > a), como es f(x) > f(a~), por la
propiedad de conservacidn del signo de un limite lateral, 36 > 0, que puede
considerarse menor que a—x, tal que f(x) > f(a—§); pero x < a—29, absurdo,
pues f era creciente.

3.— Si f: I — R es continua e inyectiva en el intervalo I, entonces: (i) f es
estrictamente monétona en I, y (ii) la funcién inversa f~' es continua en el
intervalo f(I).

Demostracién ( i) Por reduccién al absurdo, supongamos que (por ejemplo)
Ix,y,z € I tales que x <y < z y f(x) < f(z) < f(y). Aplicando (TVI) para f
en [x,y] C I, 3w € (x,y) (luego w # z) tal que f(w) = f(z).

(ii) Supongamos, ya que tenemos el apartado (i) probado, que f es estricta-
mente creciente. Sea b = f(a) € f(I), debemos probar que 1}% f(y) =

f~1(b) = a. (Si a es un extremo de un I cerrado, hay que arreglar un poco
lo que sigue).

Dado ¢ > 0 tal que [a — ¢,a + €] C I (basta considerar estos valores de
¢), como f es continua se sigue que f([a —¢&,a+ £]) es un intervalo contenido
en el intervalo f(I). Sea & = min{f(a+¢)—f(a),f(a)—fla—e)} > 0;siy
verifica f(a) —8 <y < f(a)+9, entonces y € (f(a—e¢),f(a+¢)) C f(I), luego
3If~(y), y, por ser f~! también estrictamente creciente, se tiene finalmente

fla—e)<y < fla)+e
= f '(fla—¢))=a—e<f '(y)<f'(fla+te)) =a+e.

Ejemplos

1.— RaAfz n-EsmMA. Para n € N, la funcién f(x) = x™ es continua. Si n es
par, f es estrictamente creciente en [0, +00), y como f(0) =0y lirf f(x) =
X— 400

+o00, €l intervalo imagen por f del intervalo [0, +co) es [0, +o00). Asi que la
funcién inversa f~'(x) = {/x est4 definida y es continua en [0, +0c0).

Si n es impar, f es estrictbamente creciente en R, y f(R) = R. En este
caso, entonces, f~'(x) = {/x estd definida y es continua en R.

2.— FUNCIONES INVERSAS DE LAS FUNCIONES CIRCULARES. Aunque la de-
finicién geométrica de las funciones senx, cosx, tgx, etc. no satisfarfa la
exigencia de rigor de Bolzano, olvidemos eso ahora. La funcién senx es con-
tinua en R, pues para cada a fijo, dado ¢ > 0, sea 6 = ¢. Si |h| < J,

cos a—l—}—L sen }—L
2 2

|sen(a+h) —sena| =2

h
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Y es estrictamente creciente en el intervalo [—%, %] (se toma precisa-

mente este intervalo para definir la funcién inversa de la funcién seno); como
sen (—%) = —1 y sen (%) = 1, la funcién inversa sen ' (x) = arcsenx estd

definida y es estrictamente creciente y continua en el intervalo [—1,1].

La funcién cosx = sen (x + %) es continua en R, y es estrictamente de-
creciente en el intervalo [0, 7] (se toma precisamente este intervalo para de-
finir la funcién inversa); como cos(0) = 1 y cos(mt) = —1, la funcién inversa
cos ' (x) = arccosx estd definida y es estrictamente decreciente y continua
en el intervalo [—1,1].

2 __ senx : _ T, ;
La funcién tgx = 52X es continua en R — {k7: k entero impar }, y es

estrictamente creciente en el intervalo (—%, %) (se toma precisamente este
intervalo para definir la funcién inversa); como tg (—57) = —coy tg (3 ) =
400, la funcién inversa tg~'(x) = arctgx estd definida y es estrictamente

creciente y continua en el intervalo (—oo, +00).

Las gréficas de una funcién y de su inversa son simétricas, en el plano
Xx-y, respecto de la recta y = x.

1.6 CONTINUIDAD UNIFORME

Definicion

Sea f: D — R. Se dice que f es uniformemente continua en @ #S C D si
Ve>036 > 0tal que Vx,y € S tales que| x — y| < 6 se tiene |f(x) — f(y)| < e.

La funcién f es continua en S cuando, Ve > 0y Vs € S, 35 > 0 (este
b dependerd de ¢ y de s) tal que la gréifica cartesiana de la funcién f estd,
en torno al punto (s, f( s)), dentro de una ventana rectangular, centrada en
dicho punto, de altura 2¢ y anchura 20.

Cuando la funcidn es uniformemente continua en S, dado ¢ > 0, la misma
ventana sirve para contener la grafica en torno a cualquier punto. Su anchura,
28, no depende de s. Se deduce que, en particular, f es continua en S.

Ejemplos

1.— La funcién x? no es uniformemente continua en [0, co). (Siloesen [0,M]

para todo M > 0 fijo.)
Pues si suponemos que 36 > 0 tal que |x — a2| < 1 para todo a > 0
y para todo x € Bs(a), en particular para x = a + % se tendria |x2 — az| =

2

ad + (%)2 < 1, implicando ad < 1 para todo a > 0, absurdo.

1

2.— La funcién | no es uniformemente continua en (0, 1).

Pues sea ¢ = 1: Vo tal que 0 < 6 < 1 se pueden considerar los puntos

X1 =0yx2 :%de (0,1), que verifican |x; —x2| = % <by

3.— Se dice que f: D — R es lipschitziana en D si 3A > 0 tal que Vx,y € D
se tiene [f(x) — f(y)]| < A|x —vy].
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Si f es lipschitziana en D, entonces f es uniformemente continua en D,
pero el enunciado reciproco es falso. Por ejemplo, la funcién +/x es uniforme-
mente continua en [0, 1] (aplicando el teorema 2 de esta seccién), pero no es
lipchitziana en [0, 1], aunque si lo es en todo [a, 1] con a > 0.

Funciones exponenciales y logaritmicas

El mayor interés de la definicién de funcién uniformemente continua
(véase G. PEDRICK A First Course injyhisal Springer-Verlag, 1994, pag.
106 y ss.) es que estas funciones admiten extensiones continuas tnicas a la
clausura topolégica del conjunto donde son uniformemente continuas.

La clausura del conjunto S es, por definicién, el conjunto

S =1{x € R:Bs(x)NS # BVs > 0}.

Por ejemplo, (a,b) = [a,b] y @Q = R. Enunciaremos solamente, sin dar la
demostracidn, el siguiente resultado:

Teorema 1. Si f es uniformemente continua en S, entonces existe una dnica
funcién f: S — R tal que f(s) = f(s) Vs € S (f es una extensién de f) y f es
continua en S.

SineNyme€Z Asi, dado un ntimero a > 0 fijo (la base), tenemos definida (ya hemos
a® =1 demostrado la existencia de la rafz n—ésima de todo ntimero positivo) en
R G Q la funcién exponencial f(q) = a9, que cumple la ecuacién funcional

o flp+aq) =1(p)-f(q) Vp,q € Q.
a=—
an Propiedades. Sea a > 0 fijo. La funcién f(q) = a9 verifica:
a™™ = ¥am (i) Es estrictamente creciente (decreciente) en Qsia > 1 (si a < 1).

(ii) iIma? =1;sia>1, lim a9=0y lm a% = +oo (si a < 1, estos
q—0 q— —oo q— +o0

dos limites dan al revés).

(iii) Es uniformemente continua en todo subconjunto acotado deQ.

Demostracién. (i) Sea a > 1y r,s € Q tales que r < s. La diferencia s — v es

un niimero racional positivo, digamos s —r = * con m,n € N. Como a™ > 1

y la rafz n-ésima es estrictamente creciente en [0, +o0), a™/™ = (a™)!/™ >

1'/™ =1, Ahora, a®" > 1 implica (multiplicando por a™) que a® > a’.

(ii) Sea a > 1. Veamos que 11’n01+ a9 =1 (de una forma similar se prueba que
q—

el limite por la izquierda es también igual a 1, y con los dos tenemos también
cubierto el caso a < 1):

Dado ¢ > 0, sean € N tal que aT’1 < ¢; esta condicién y la férmula del
binomio de Newton dan

(T+e)">14ne>aq,

luego como la raf n—ésima es estrictamente creciente, se tiene 14+¢ > a'/™, y
a/m"—1<e.
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Sea entonces 5 = 1;si  €Qy 0 < g < 3, se tiene 1 < a¥ < a'/™, luego
a9 —T<a/"—1<e.

Dado M >0,seane€ Ntalque 1 +n(a—1)>M. SiqeQyq>n,se
tiene

al>a"=(T+(@-1)">1+n(a=1)>M,
luego lim a9 = +oco.
q— o0

Y entonces €l limite lim a9 es de la forma %, luego es 0.
q

——00

(iii) Suponiendo por ejemplo que es a > 1, probemos un poco mds: a9 es
uniformemente continua en (—oo, M] N Q para cada M > 0 fijo.

Dado ¢ > 0, como lim a9 =1, 35 > 0 tal que |ah—1| < =%t cuando
q—0+ a

es 0 <h< . Entoncessip,q€Q, p>qyp—q=h<), se tiene
|a®th — a9 =a%[a" 1] =aM|a" = 1| <€,

quedando ya todas las propiedades probadas.

Usando la propiedad (iii) y el Teorema 1, se tiene que, para cada M > 0
fijo, la funcién a9, uniformemente continua en [—M, M]NQ, tiene una ( inica)
extensién continua, a* al intervalo [—-M, M]. Entonces, deberd ser, para cada
x € [-M, M],

Con esto tenemos definida, en cada [—M, M], una funcién exponencial
de base a que es (uniformemente también) continua. Por la unicidad de las
extensiones, va a quedar definida en todo R una tinica funcién exponencial
de base a que es continua en R.

Esta funcién es también estrictamente monétona, y su recorrido es el
intervalo (0,+o00), luego, por lo que se vio en la seccién anterior, la funcién
inversa, log,(x) (logaritmo en base a), es estrictamente monétona y conti-
nua en (0, co).

En el caso de base e, la funcién inversa de la exponencial e* es el lo-
garitmo neperiano, que denotaremos indistintamente en estos apuntes co-
mo logx o Inx. En el tratamiento de los limites de funciones potencial—
exponenciales (propiedad 4 de la segunda seccién) se puede tener en cuenta
que una definicién 1til de estas funciones es

(f(x) 9l _ Lalx) 1n(f(x))

)

siendo necesario, por lo tanto, para empezar, que f(x) sea positiva en el do-
minio considerado.

=2'718. ..
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Dada la definicién del niimero e, es un pequeio ejercicio demostrar que

lim L In(1 4 x)
e = 11’1%(1—&-x)1/" = ex20” )
X—

Pero entonces debe ser h'n% % In(1+x) = 1, verificindose, en un entorno de 0,
xX—
f(x) ~ g(x) en un en- la equivalencia In(1 + x) ~ x.
torno reducido de a &
f(x)

x—a g(X)

Las funciones hiperbdlicas y sus inversas

=1 Las funciones seno hiperbdélico, coseno hiperbdlico y tangente hi-
perbdlica se definen, Vx € R, respectivamente por
eX—e* e*+e ¥
_, Ch(x) = ———,
2 () 2

Verifican un repertorio de férmulas muy parecidas a las férmulas trigo-
nométricas, por ejemplo:

Shx ex —e ¥
Sh(x) = Th(x) = Chx o e

e Sh(—x) = —Shx Vx € R (Es una funcién impar.)

e Ch(—x) = Chx Vx € R (Es una funcién par.)

e Ch?x—Sh?x =1 (la hipérbola x2 —y? = 1 viene asf parametrizada
por {Z zgﬁt para t € R, del mismo modo que la circunferencia

2 2 . X =cost
x* + 1y~ = 1 se parametriza con {y _ gent P32 t € [0,2m).

e Sh(a+b)=ShaChb+ChaShb, Sh(2a)=2ShaCha.
e Ch(a+b)=ChaChb+ShaShb, Ch(2a)=Ch?a+Sh%a.

La funcién f(x) = Shx es continua y estrictamente creciente en R. Su

recorrido, ya que lim Shx = —co y Ilim Shx = +4oo, es todo R. La
X— —00 X— 400

funcién inversa, que es impar, continua y estrictamente creciente en R es
f~1(x) =In (x + \/XZ—+1> = ArgShx, y se denomina argumento del seno
hiperbélico.

La funcién g(x) = Chx es continua en R, y es estrictamente creciente
en el intervalo [0,+o0), con Ch(0) = 1y xEEloo Chx = +4oo. La gréfica
de esta funcién es una curva que se llama catenaria. La funcién inversa,
g '(x) = ArgChx =In (x + m), denominada argumento del coseno
hiperbdlico, esta definida y es continua y estrictamente creciente en [1, +00).

La funcién h(x) = Thx es continua (pues Chx # 0 Vx) y estrictamente

creciente en R. Su recorrido, ya que lim Thx = —1y lim Shx =1,
X— —00 xX— +00

es el intervalo (—1,1). La funcién inversa, impar, continua y estrictamente
creciente en este intervalo es h='(x) = %ln (}%}’2) = Arg Thx. Se denomina
argumento de la tangente hiperbdlica.
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Continua en un compacto = Uniformemente continua

Hemos dicho ya que una funcién uniformemente continua es continua. En
los ejemplos 1 y 2 han quedado reflejados los problemas que hay para ir en
la direccién opuesta. El mayor interés del resultado que viene a continuacién
es que ahorra trabajo en la demostracién de otros mdas notables del Anadlisis.
Se cumple lo mismo si en lugar del intervalo [a,b] se pone un subconjunto
compacto S de R, es decir, cerrado (S = S) y acotado.

Teorema 2. Sif es continua en un intervalo cerrado y acotado [a, b], entonces
f es uniformemente continua en [a, b].

Demostracién. Si no, 3e,, > 0 tal que para cada n € N, Ix,,yn € [a,b]
tales que| xn —yn| < % ¥ [f(xn) = f(yn)| = em.

Ahora, por biseccién sucesiva del intervalo [a,b], se encuentra una su-
cesién de intervalos cerrados encajados [a,b] = Jo D J1 D -+ D Jx D ---
tal que|Jx| = bz’k“ y cada Ji conteniendo infinitos términos de la sucesién
(Xn)n=1, en particular conteniendo uno x,,, tal que ny > nyg_;. Por (ICE),

ﬂ Jx = {c} € [a,bl, y se tiene, por la construccién, que la subsucesién
k=1
(Xn )y > converge a c.

1
Como |Xn, —Yn,| < %€ deduce, aplicando la desigualdad triangular,
k

que la subsucesién (yn, ), -, también converge a c. Pero f es continua en c,
luego lim f(x,, ) =f(c)y Um f(yn,) =f(c), y entonces
k— o0 k— o0

lim (f (Xn, ) _f(ynk)) =0,

k— oo

lo que estd en contradiccién con que| f (xn, ) — f (Yn, )| = eém para todo k.

El Teorema de aproximacion de Weierstrass

El resultado de este epigrafe, que data de 18% , asegura que los valores de una
funcién continua en un intervalo cerrado y acotado se pueden aproximar por
los valores de un cierto polinomio dentro de un error absoluto prefijado. Se
trata, pues, de una aproximacién polinémica global para una funcién con-
tinua. Al estudiar la derivabilidad veremos cémo se consiguen aproximaciones
polinémicas mejores, aunque locales, para las funciones derivables.

La idea probabilistica que origina la siguiente demostracién, debida a
S. Bernstein (1912), puede leerse (y la propia demostracién, tomada de estas
referencias) en J. M ARSDEN, Hememgar Classical Amis, Freeman and
Co., San Francisco, 1974, pdg. 119 y ss, y también en G. PEDRICK omif
pdg. 124 y ss. El considerar [0, 1] en lugar de un intervalo [a,b] no resta
generalidad a la prueba (pues bastarfa escribir $—5 en lugar de x en todas
partes, en ese otro caso), y le ahale en cambio claridad.




Por ejemplo, para
f(x) = sen(2mx),

1.6 CONTINUIDAD UNIFORME 37

Teorema 3. Si f: [0,1] — R es continua, entonces V ¢ > 0 hay un polinomio
P(x) tal que| f(x) — P(x)| < ¢ Vx € [a,b].
Demostracién P ara cada n € N, el polinomio

o k n
Baf(x) = f <—) . ( )xk(l —x)K
lé) n k

se denomina n—ésimo polinomio de Bernstein de la funcién f.

Vamos a ver que, dado ¢ > 0 3n € N tal que| B, f(x) — f(x)] < ¢ pa-
ra todo x € [0,1], con lo que el teorema quedard probado de una manera
constructiva. Sea ahora x € [0, 1] arbitrario pero fijo en lo que sigue:

1<Z:> <f <§> - ﬂx)) (E)Xkﬂ —x)k

< i f <E> — f(x) (L‘)xkn — Xk,
k=0

Ahora, por el Teorema 2, f es uniformemente continua en [0, 1], luego 36 > 0
(independiente de x) tal que f(Bs(x) N[0,1]) C B (f(x)), y lo siguiente es
dividir la suma anterior en dos partes, una extendida a los indices k para los

que % € Bs(x) y otra a los demads:
k
> ‘f <—) —f(x) <n)xk(1 —x)" ks
n k

[Bnf(x) —f(x)| =

2t 2

k tales qu k tales qm
|%—X|<5 |%—x|25

[Bnf(x) —f(x)] = (

para la primera parte se tiene

Z < % Z <2)xk(1 —x)V k< % 2 <2>xk(1 —x)v k= %,

k tales qm k tales qu
X _x|<s k_x|<s

independientemente de n y de x, y sélo queda acotar la segunda suma también

con 5 independientemente de x. Esto se conseguird para n suficientemente

grande:

Por el teorema de Weierstrass IM tal que| f(x)| < M Vx € [0, 1], asi que

3 f<§)—f(x) (E)xk(1—x)“_k<2M-Z @)xk(l—x)“‘k,

k tales qu k tales qm
y ahora nos queda encontrar un n tal que para todo x € [0, 1] sea

k_x|zs %7x|26
LAY n—k £
x(1—x < —.
P
k tales qe
|

k_|=
~ x|,6
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2
Cuando | £ — x| = §, se tiene (k — nx)? = n?52, o bien 1< (k;}:;) , Y se

puede hacer la siguiente estimacién:

2
Z <E)Xk(1 _X)nfk < Z (knzg;) (T]:')Xk(] 7X)n7k

tales qu k tales qm
%—x|25 %7x|26

1 b n
< knx)z( >xk(1 — X))k
257 DL !
n=d = k

y queda ver que, para n grande,

n 22
S — kZ_o(k—nx)Z@)xk(l —x)k < “4;;5 vx € [0,1].

Eis un buen ejercicio ponerse a probar la igualdad S = nx(1—x) sin mirar

el lema siguiente. Con ella, Desigualdad de las me-
dias aritmética y geomé-
s _ : _n n?se . M trica de dos niimeros po-
= nx(1—x) = 4 < AM L 52¢’ sitivos:
lo que termina la demostracién. XY < %(x Ty).

Lema. Sin € Ny x € R, se tiene

= Z(k—nx)2 (E)xk(l —x)"F = nx(1 —x).
k=0
Demostraciéon. Primero se desarrollan los cuadrados:
S—Zk2< > (T—x)™ anZk<> (1—x)"k
+n XZZ < ) (1—x)"k.

Ahora,

C = i <Tk1>xk(1—x)"k = (x+(1-x)" =1

k=0

Aplicando la identidad k(}) =n(}]),

B = ik() (T—x)™ kznxi(}l_:)x]‘_](l—x)“_k

k=1
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Y usando este valor,

fn2nk_n7k7 = (™Y ok ok
A=)k <k)x (1—x) _nx+k;k(k 1)<k>x (1—x)

= -2
:nx+x2]§2n(n— ”(EZ)XK_Z(] —x)" K =nx +n(n—1)x%.

Luego, S = A — 2nxB + n?x?C = nx(1 —x).
Ejercicios

1 Sean «, 3 dos nimeros reales distintos de 0. Se define una sucesién (Q,)
por

Qo = «; Q1 = B;
Qn = (1 ‘I'an])/anZ) paran > 1.

Hallar Q,, para todo n € N. (Tomado del libro Concrete Mathematics,
Addison-Wesley, 1994, de RL Gra M, BKNU THYO . PATHS

NIK.)
2 Probar las desigualdades de las medias arménica, geométrica y arit-
mética de n ntimeros reales positivos: Si x1,%2,...,xn € R", se tiene
n N X1+ -+ Xn
T4+ = VX1 Xn = - 0

cumpliéndose cada igualdad & todos los x; son iguales.
3 Probar [a—b| > ‘|a| - |b|‘ para todos los a,b € R.

4 Sea M € R". Probar que la sucesién (a,,) definida por

. . M .
a; € R" arbitrario; a, = <an1 + ) sin > 1,
an—1

tiene limite, y calcularlo.

5 Resolver las ecuaciones:

(@) 2x=3] =5 (b) [2x—3| = x+1 (c) [2x+3| = x+1
(d) 3—=x|—|x+2] =5 (e) x=2|+[x—=1] =x—3

(f) cosx —senx = cos>x (g) sen(3x) +sen(2x) = senx.
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6

10

Hallar los siguientes limites:

, I T DL
(@) Jim (et VB QKAE) (0) Jim 77 (o) Jim Sy
(x —a)?
. K .
(d) XLL'EPOO (\/(x—i—a])(x—i—az)---(x—i—ak)—x) (e) XEIEIOO ﬁ
(f) lim x3/2 (\/x+1+\/x—1—2\/>_<> (g) lfm Bl
x—+00 x—0 tg(bx)
. 1—cosx ,, ., cos(ax)—cos(bx) .. ., tgx—senx
(h) >1<1£% x2 ® ili% 1 — cos(cx) j) )1{1310 x3
. x —sen(ax) . 1\* . 1—cos(1 —cosx)
) X T senox) B (”;) m) i
(n) lm m () lm M o) lim (secx —tgx)
xo1x3—3x2+2 x— 1 tgz(ﬂx) x—7/2 &

Probar que si f es mondétona creciente en (a,b) y estd acotada superior-
mente, 3 11'1{,1 f(x).
X— 0

Estudiar la continuidad de las funciones:

X six & Q,
(a) fx) = {1—x six € Q.

(b) fx) = vx—[vXx].  (c) f(x) = v

X

(d) f(x) = ‘1 + J—( (Rey Pasjor

Esbozar las gréficas de las siguientes funciones: (Alguno de los ejercicios,
como éste, y también varios de los apartados del siguiente, estdn tomados
deG . HH ARDYA course o f Pure Mathematics, Cambridge, 1946.)

2 2

(a) tgx, secx, sen®x, tg”x, sec’x, sen (%), acosx + bsenx,

cos(2x) + cos(4x), asen’x + bcos® x.

sen x
(b) , x*sen (2
X

x

), x*sen? (1), x+sen (1), sen(x?), sen (gsenx).

(c)xFJ , m, Ix] +/x—[x], x> = |x*], 1—x+ |x] = |1 —x].

X

(a) Probar que la ecuacién x> = 3x + 8 tiene una tinica solucién real, y
hallarla con 2 decimales exactos.

(b) Lo mismo, para la ecuacién x° = x + 16.
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(c) Resolver la ecuacién 2x> = 2x + 1.

(d) Resolver la ecuacién sec x + cosec x = 2¢/2. £ udntas soluciones tiene
la ecuacién sec x + cosecx = ¢ en el intervalo (0, 27)?

(e) Resolver la ecuacién x2* = 1.

(f) Resolver la ecuacién %x senx = 1 en el intervalo (—m, ).

(g) Hllar la m enor raiz positiva de la ecuacién tgx = x.

Sea ¢ > 0; probar que la ecuacién

n
X—mnc = arctg(—)
X+n

tiene una tnica raiz real x,, para cada n > 0. Hllar lo s limites de las
sucesiones (x,) y (%) (O. Ciaurri.)

iEs cierto que si f: [0,1] — [0,1] es

(a) monédtona creciente, o bien
(b) monétona decreciente,

entonces existe un x € [0, 1] tal que f(x) = x? (Propuesto en The 7** In-
ternational Mathematics Competition for Wiersiy fidents, L ondres,
julio de 2000.)

Probar que si f: [0,1] — [0, 1] es continua, entonces dx € [0, 1] tal que
f(x) =1—x.

Probar que si f es continua en [0,2] y f(0) = f(2), entonces Ix1,x, €
[0,2] tales que|x1 —x2| = 1y f(x7) = f(x2). (Este problema y los dos
siguientes son de MSFv Ak Calculus, ed. Reverte)

Sea f continua en [0, 1] cumpliendo f(0) = f(1), y sea n € N. Probar que
Ix € [0,1) tal que f(x) =f (x + %) (Sugerencia: Considerar la funcién
d(x) ="f(x)—f (x + 1;) iQu e sepuede deducir si ¢(x) # 0 Vx?)

Sea a € (0,1) tal que a # % ¥Yn € N. Encontrar una funcién real f
continua en [0, 1] cumpliendo f(0) = f(1), y tal que f(x) # f(x + a)
vx € [0,1).

Probar que si f(x +y) = f(x) + f(y) Vx,y € R y f es continua en 0,
entonces f es continua en R y f(x) = cx para un cierto ¢ € R.

. . . . . 2 2
Determinar el rectdngulo inscrito en la elipse %y + ¢z = 1 de lados
paralelos a los ejes coordenados que tiene drea mdxima. (Sugerencia:
Utilizar las ecuaciones paramétricas de la elipse.)
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19 Probar las siguientes identidades:

arcsenx + arccosx vx € [-1,1].

LA A

arctgx + arccotgx = vx € R

arctgx +arctgy = arctg<1x+y) sixy < 1.
—xy

X+y
1+ xy

ArgThx + ArgThy = ArgTh< > vx,y € (—1,1)

20 Probar que, si a = Intg (§ + %), entonces se tienen Th (%) = tg (3),

2
Tha=senby Cha=secb.

21 Resolver los sistemas de ecuaciones:

){Chx+Chy:a ( ){CthrShy:a ( ){Argth:ZArgShy

(@) Shx + Shy = b Shx+Chy =b 3lnx =2Iny

22 Probar que la minima raiz positiva de la ecuacién xy = senx es una
funcién continua de y en el intervalo (0, 1) que decrece de 7w a 0 cuando
y crece de 0 a 1. (Sugerencia: Es la funcién inversa de f(x) = %°*.)

(Haryd .)

23 Sea f: Rt — R' continua y decreciente, y verificando Vx,y € R*:

f(x+y) + f(f(x) + fv)) = f(f(x—i—f(y)) +f(y+f(x))).

Probar que f(x) = f~'(x). (Olimpiada Matemdtica Irani, 1997.)
1

24 Probar que la funcién sen (1) no es uniformemente continua en (0, 1).

7

25 SiP(x) es un polinomio con coeficientes reales y P(a)-P(b) < 0, entonces
P(x) tiene un nimero impar de ceros en (a,b). Si, en cambio, P(a) -
P(b) > 0, entonces P(x) no tiene ceros, o tiene un niimero par de ceros
en (a,b).

Problemas —primer bloque de trabajo—
1.1.— El problema 11 del Capitulo 8 del Calculus de SHV AK.

(Referencias: 11(d) es la Proposicién 2 del libro xii de los Elementos de Eu-
clides, consultable en B cLID, The 13 bodks o f the Hements, versidn inglesa
con notas de Sir Th. L. Heath,V ol.3, Dover, New York, 1956 ; O. Tb EPLITZ
The Calculus: A Genetic Approach, Univ. of Chicago Press, Midway reprint,
USA, 1981, 1.3: The Exhaution Method of the Greeks.)

1.2.— Se dice que una funcién es convexa (o ¢ onsaista desde arri ba) en
un intervalo cuando, si P, Q y R son tres puntos cualesquiera de la gréfica de
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f en dicho intervalo y Q estd entre P y R, entonces Q estd en, o por debajo
de, la cuerda PR.

Probar que si f es convexa en (A,B) y [a,b] C (A,B), entonces f es
continua en [a, b].

(Referencias: S Ak A péndice al Capitulo 11; KLAMBAUER Aspects o f Cal-
culus, Springer, Ejercicios del Capitulo 2.)

1.3.— Sea I C R un intervalo y f: [ — I una funcién. Un conjunto finito
C ={x1,x2,...,xn} tal que

f(X]) = X2, f(XZ) = X3, ... ,f(Xn) = X1

se llama ciclo u 6rbita periédica de periodo n de la funcién f. Probar:

(a) Si f es continua y tiene un ciclo de perfodo 3, también tiene un ciclo
de periodo 5.

(b) La funcién continua f: [1,5] — [1,5] definida por f(1) = 3, f(2) =5,
f(3) =4, f(4) = 2, f(5) = 1 y lineal en cada intervalo [n,n + 1], tiene ciclos
de periodo 5, pero ninguno de periodo 3.

(Referencias: M DE GuzMAN, H rinc ‘on dezarma P irdmide, Madrid,
1996, capitulo 10; MM s1ursw Icz Remarks on Sharkovsky Theorem, Ame-
ricanlMthemaldecnthly , 104(199) , pp. 846-7.)

1.4.— Lema del sol naciente, de F. Riesz: Sea g(x) una funcién continua definida
en el intervalo [a,b], y sea E el conjunto de los puntos x interiores a este
intervalo y tales que existe un & > x tal que g(§) > g(x). El conjunto E es,
o bien vacio, o bien la unién de una familia numerable de intervalos abiertos
disjuntos (an, by ), cumpliéndose g(a.) = g(bn) para todo n, salvo quizas si
an = a.

(Referencias: SFv AK P roblemas del Capitulo 8; F. Rieszir']l existence de
la dérivée des fonctions monotongelatsmro blémegi’s y ratta-
chent, Acta Scibith. Szeged , 5 (19R), 208221.)

1.5.— Hallar todas las funciones continuas f: Rt — R* que cumplen:
(i) f no es inyectiva;

(ii) f(x) = f(y) = f(tx) = f(ty) Vt > 0.



Derivadas

LO QUE HOY llamamos derivada es un concepto ideado por Isaac Newton
(1642-1727), que lo llamé fluxién (de una cantidad fluente). El uso del pro-
pio término “derivada” tiene mds de 200 anos, y aparece ya asi en las Lecciones
de Calculo infinitesimal impartidas por el matematico francés A. L. Cauchy
en la Real Escuela Politécnica de Paris el aflo 1823, donde la definicién es
practicamente (salvo por las menciones hechas a la continuidad y al limite
con un sentido que en Cauchy era ya preciso) la newtoniana:

TERCERA LECCION

Derwadas de funciones de una variable

Cuando una funcién y = f(x) varia continuamente entre dos Iimites dados de x , y se
le asigna a la variable un valor incluido entre esos dos limites, un incremento infinita-
mente pequefio dado a la variable producird un incremento infinitamente pequefio en la
propia funcién. Consiguientemente, si ponemos Ax = i, los dos términos de la razén de

diferencias
Ay flx+1) —f(x)

Ax i
serdn cantidades infinitamente pequefias. Pero cuando ambos términos se acercan inde-
finida y simultdneamente al Iimite O, la propia razén puede converger hacia otro limite,
positivo o negativo. Este limite, cuando existe, tiene un valor fijo para cada valor particu-
lar de x , pero variard con x . Por ejemplo, si tomamos f(x) = x™, donde m designa un
niimero natural, la razén entre las diferencias infinitamente pequefias serd
(X+I)m —x™ :mxm71 + m(mf ])mezi_i_.”_'_imq ,
i 1.2
y su limite serd la cantidad mx™ ", es decir, una nueva funcion de la variable x. En
general ocurrird lo mismo, sélo que la forma de la nueva funcién que sirve como Iimite de

f(x +1) — f(x)
i

la razén dependerd de la forma de la funcién daday = f(x). En orden

a indicar esta dependencia, daremos a la nueva funcion el nombre de funcién derivada, y
la designaremos, con ayuda de un acento, por la notaciény' o f'(x) ...
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Por otra parte, Gotfried W. Leibniz (1646-1716) desarrolld, de manera
independiente de Newton, su calculo diferencial, unas reglas de cédlculo
formal para las diferenciales, o incrementos infinitesimales, de cantidades
variables. Lo expuso por primera vez en 1684. Asi, por ejemplo, d(u +v) =
dustdv, d(uv) =udv+vduyd (%) = udvv’—zv‘m . La potencia de este cdlculo
era equivalente a la del cdlculo defix iones de Newton, si se identificaba la
fluxién newtoniana y de una ordenada fluente con el tiempo t con el cociente

d
d—l‘: de las diferenciales leibnizianas. La notacién de Leibniz ha perdurado

notablemente, por su agilidad, en el Célculo aplicado a las ciencias naturales.
Pero la cuarta leccién de Cauchy, titulada Diferenciales de funciones de
una variable, ha pasado de moda.

2.1 CONCEPTO DE DERIVADA

Definiciones
Seaf: (a,b) > Ryxo € (a,b). La funcién f es derivable en x, si existe

el limite

. flx)—flxo) .,
lim ——— = = lim
X—Xo X —Xo h—0 h

En tal caso, dicho limite se representa por f'(xo) y se llama la derivada de
en xo. La funcién f se dice derivable en (a,b) siloesen todox € (a,b), y, en
este caso, la funcién f’: (a,b) — R se llama la derivada (primera)
x = f'(x)

de la funcién f.

La funcién f: [a,b] — R es derivable si es derivable en (a,b) y existen
las derivadas laterales en a por la derecha y en b por la izquierda, es decir,
los limites

., fla+h)—1(a) ., f(b+h)—1(b)
li _ 1 _
fi(a) = h11n01+— f’ (b) = hllnoai—.

Interpretacion geométrica.— Cuando If'(xo) = m, la gréfica de la funcién f
admite, en el punto (xo,f(xo)), una (inica) recta tangente no vertical, y
m es la pendiente de dicha recta, es decir, la tangente del dngulo que forma
con el semieje OX. La ecuacién de esta recta tangente es, pues,

y —f(xo) = f'(x0) - (x —xo).
El polinomio de primer grado T;(x) = f(xo) + f'(x0) - (x — xo) es una

aproximacién lineal para los valores de la funcién f en un entorno de xg
cuyo error es, para cada h en un correspondiente entorno de 0,

f(xo +h) —Ti(xo +h) = f(xo +h) —f(xo) —f'(xo) - h = e(h),



46 DERIVADAS

digamos, y se tiene

. e(h) f(xo +h) —f(xo)
Iim — = lim

_f! —
hs0 h h>0 h Fxo) 0.

Se dice entonces que la funcién e(h), definida en un correspondiente entor-
no de 0, es una o pequena de h, y se denota e(h) = o(h) (notacién de
Landau).

La funcién lineal dfy,:R — R se llama la diferencial de
h & fI(X()) -h
f en xo; se tiene pues, para h en un entorno de 0:

dy = f'(x) dx
f(xo +h) —f(xo) = dfx,(h)+o(h). ) dy
Codx
f(xo + h) A
f(xo0) 1
Se define: f es diferenciable en xp si 31: R — R lineal tal que
f(xo + h) — f(xo) — l(h) = o(h)
para h en un entorno de 0. Es sencillo ver que se verifica Sélo el = es cierto para
funciones de mds de una
f es diferenciable en xo <= f es derivable en xo . variable

Notas y ejemplos

1.—Si f es derivable en x(, entonces f es continua en x(, ya que la tinica

o . . f h)—f .
posibilidad de que exista el limite }111']1%) (xo + 1) (xo) , de un cociente cuyo
—

denominador tiende a 0, es que }lll'mo (f(xo +h)—f (xo)) = 0. Pero el reciproco
—

no es cierto:

.., X six>0 .
1.1.— Puntos angulosos: La funcién |x| = . es continua, pero no
x six<

es derivable en 0, pues f/ (0) =1y f (0) =—1.
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1.2.— Puntos de tangente vertical: Para la funcién continua f(x) = /x las dos
derivadas laterales en 0 son +oo.
xsen (1) six#0,

X

1.3.— La funcién continua f(x) = no es derivable en 0,

0 six =0,
. . 1
ues no existe lim sen (+).
P h—0 (h)
1.4.— Se pueden incluso mostrar funciones que son continuas en todo R

pero que no son derivables en ningiun punto. El siguiente ejemplo se debe
a T. Takagi, quien lo public6 en Tokio, en 180

<x<
Se considera la funcién K(x) = x 0=x=<1/2
T—x 1/2=x=1

periédicamente, definiendo K(x + 1) = K(x) Vx. Para cada N € N, sea

y se extiende a R

N
Tn(x) = Z 2—nK(2nx). La funcién T(x) = N11_.'()nOo Tn(x) verifica lo anunciado.
n=0

Con nuestro bagaje actual la prueba de ello seria bastante larga. Se puede
uno conformar con visualizar, tal vez a mano, las grédficas de Ty, Ty, T3, ...

0 six=0o0 x¢Q,

2.— De la funcién “pop-corn” 0,1], f =
e la funcién “pop-corn” en [0, 1], f(x) 1 six:E irreducible,

ya sabemos que es continua en O y en los irracionales de (0, 1); pero no es
derivable en ning ‘m punto a € [0, 1]:

Veamos que no existe la f'(a) para a ¢ Q; en caso de existir, seria cero,
pues por ejemplo

fla+1)—f(a)

=0 v N tal .
T n e alque n > —
n

Pero sea a = 0'ajazas... el desarrollo decimal de a, y para cada n € N sea
h, =—0'0...0an11an42...; se tiene

fla+hn) —f(a)

> 10" -f(0'ajaz...an) > 1 Vn € N.
hn

Y tampoco es derivable (por la derecha) en 0, pues f (%) = % y f (%) =0
vnéeN.

2.1.— El cuadrado de la funcién “pop-corn”, considerada por ejemplo defi-

0 six=0 o x¢Q,
nida en el intervalo [—1,1], g(x) = ¢ 1 . . . es también
? six = a irreducible,
continua en 0 y en los irracionales de (—1,1); y sélo es derivable en 0, siendo
g’(0) = 0. De manera que la derivabilidad de una funcién en un punto no

implica ni siquiera continuidad en un entorno del punto.
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3.— Sea I C R un intervalo. Se dice que la funcién f es de la clase 1 en I,
denotdndose f € C!')(I) cuando f es derivable en I y la funcién f’ es continua
en 1. También se denota f € C(°)(I) para indicar que f es continua en I.

Si de modo ocasional denotamos con f € D) (I) el hecho de que f sea
derivable en I, se tienen las siguientes inclusiones entre clases de funciones:
1) > DM (1) o ¢ (I). Que la primera inclusién es estricta ha quedado
bien de manifiesto en cualquiera de los ejemplos anteriores. Con el ejemplo
que sigue se prueba que la segunda inclusién es también estricta:

x?sen (1) six#0,

0 six =0,

f'(x) = 2xsen <%> — cos (%) six # 0,

3.1.— La funcién f(x) = { es derivable en R, siendo

h? o 1
f'(0) = lim & = lim hsen (—> = 0.
h—0 h h—0 h
Como no existe el 11'11%) f'(x), la derivada f’ no es continua en 0.
X—

4.— Sea I C R un intervalo. Si f es derivable en I y f es estrictamente
creciente (decreciente) en I, entonces f'(x) > 0 (f'(x) < 0) Vx € I, como se
deduce ficilmente aplicando la propiedad de conservacién local del signo de
un limite. Mds adelante veremos que el resultado reciproco de éste toma la
forma f'(x) > 0 (f'(x) < 0) Vx € [ = f estrictamente creciente (decreciente)
en [.

Si en un punto a € I se tiene f'(a) > 0, “esb implica, por conservacién
local de signo, que 36 > 0 tal que f(x) > f(a) Vx € (a,a+8) y f(x) < f(a)
Vx € (a — b, a), pero no implica que la funcién f sea estrictamente creciente
en alg m entorno de a. El ejemplo siguiente lo ilustra:
x+x*sen (1) six#0,

4.1.— La funcién f(x) = { es derivable en R, siendo

0 six =0,

flx) — {1 + 2xsen (1) —cos (1) s% x # 0,
1 si x =0.
Remarquemos, pues, que f'(0) = 1 > 0. Veamos que en cualquier intervalo
(0,8) con 6 > 0 hay puntos x tales que f'(x) < 0, con lo cual f no puede ser
creciente en (0,6), ya que de serlo, habria de cumplirse, como hemos dicho
arriba, que f'(x) >0 Vx € (0,6).
Fijado un & > 0, sea n € N tal que 5~ < 5. Tenemos que f' (z1=) =0
Ademas (ver la nota siguiente) la funcién f’ es derivable en todo x # 0, con

derivada

1 2 1 1 1
f’(x) = 2sen <—) — —cos (—) — —5 sen (—) ,
X X X X X
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de donde resulta f” (z:l—n) = —4nm < 0. Entonces, para todo y en un pequeiio
semientorno de 51— se tendré f'(y) < f’ (3L-), habiendo asi puntos de (0, )

2nm
donde f' es negativa.

5.— Derivadas sucesivas. Una funcién f definida en un intervalo I es
derivable dos veces en a € I cuando es derivable en un entorno de a y la
funcién f’ definida en dicho entorno tiene a su vez derivada en a. Este niimero
(f")'(a) se llama la derivada segunda de f en a, y se denota por ”(a).
Si existe ”(x) Vx € I, la funcién f es derivable dos veces en I y la funcién
f”: 1 — R es la derivada segunda de la funcién f. Si f” es continua en I,
se dice que f es de clase 2 en I y se denota f € C(?)(I).

Se definen de igual modo, para cualquier n € N, los conceptos de de-

2
y'(x) = d_lz" rivada n—ésima de una funcién en un punto, f(")(a), y en un intervalo.
an Cuando la derivada n—ésima es continua en un intervalo I, se dice que f es
y™(x) = (;_y de clase n en I y se denota f € C(™)(I). Si se representa por D™ (I) la
Xﬂ.

clase de las funciones derivables n veces en I, se dan las inclusiones estrictas
Notacién de Leibniz c=1(1) > DM(1) o e™(I).

Cuando f € D™)(I) Vn € N, se dice que es de clase infinito en I, y
se denota f € C(®)(I). A la clase C!®)(R) van a pertenecer por ejemplo los
polinomios, las funciones senx, cosx y a* con a > 0. Las funciones arcsen x
y arccosx son de C(*) ((—1,1)); la funcién log, x estard en la clase C!®) (R*).
x3sen (1) six#0,

5.1.— La funcién f(x) = { estd en C("(R) pero no en

0 six =0,

D(2)(R), pues no existe f(0).
x*sen (1) six#0,

0 six =0,
C(2)(R), pues la funcién g”(x) no es continua en 0.

La funcién g(x) = { estd en D(?)(R) pero no en

2.2 CALCULO DE DERIVADAS

Veremos en primer lugar las reglas generales del proceso de derivacién:
derivada de la suma, producto y cociente de funciones derivables, la deriva-
da de una composicién de funciones derivables y la derivada de una funcién
inversa. Despu ‘esrepasaremos las derivadas de las funciones elementales (po-
linomios, exponencial y logaritmica, trigonométricas).

Reglas generales de derivacion

Proposicion 1. Sean f y g dos funciones definidas en un entorno de un
punto a € R donde son derivables; entonces las funciones f &+ g, Af (A € R),
fg y f/g (&ésta cuando g(a) # 0) son derivables en a, y se tiene:

(i) (f£g)(a) = f'(a) +g'(a)
(if) (Af)'(a) = Af'(a)
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(iii) (fg)'(a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a)
(iv) G) (a) = f (a)g(a)—g(a)g (a)

Demostracién. Veamos por ejemplo (iii): para todo h en el entorno de 0
donde los valores f(a + h) y g(a + h) estdn definidos, se tiene

fla+h)gla+h)—f(a)g(a)

h
_ fla+hjgla+h)—fla+h)g(a) +fla+hjg(a) —fla)g(a)
o h
:f(a_l_h)g(a—l—h})L—g(a) +g(a)f(a+h&—f(a) )

expresién cuyo limite cuando h tiende a 0 es f(a)g’(a) + g(a)f’(a), pues f es
continua en a.

Proposicién 2 (Regla de la cadena). Sean f definida en un intervalo | y
derivable en a € J, y g definida en un intervalo I D f(]) y derivable en f(a);

entonces la funcién compuesta ¢(x) = (go f)(x) = g(f(x)) es derivable en q, W dy du

iend dy _dy du
siendo dx _ du  dx

¢'(a) = g'(fla)) - f'(a).
Demostracion. P or hipétesis se tiene

f(a+h) = f(a)+ hf'(a) + o(h),
g(fla) +k) = g(f(a)) + kg'(f(a)) + o(k),

para h € B5(0) y k € B.(0), digamos. Por la continuidad de la funcién f en
el punto a, 3p > 0 tal que si h € B,(0), entonces f(a + h) — f(a) € B.(0).
Cuando h € B5(0) N B,(0), podemos sustituir arriba k = f(a+h) —f(a), y se
obtiene

g(fla+h) = g(f(a)) + (hf'(a) + o(h))g’(f(a)) + o(hf'(a) + o(h))
= g(f(a)) +hf'(a)g’

e
(=}

—~
pud
e
+
o

=

lo que termina la demostracion.

Recordemos del tema anterior que cuando una funcién, definida en un
intervalo, es continua e inyectiva, entonces la funcién inversa, definida en el
intervalo imagen, también es continua (e inyectiva). Ahora estudiamos la
derivabilidad de la funcién inversa. Las graficas cartesianas de f y f~' son
simétricas respecto de la recta y = x. Cuando la grédfica de f tiene tangente no
horizontal en un punto (a, f (a)), la grafica de f~! tiene tangente no vertical en



o
dy

dy
dx
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el correspondiente punto (f (a), a) . De hecho las pendientes de estas tangentes
van a ser inversas una de otra.

La hipétesis de inyectividad en un entorno del punto a, necesaria en la
siguiente proposicién, no queda implicada por ser f'(a) # 0, recu’edese el
ejemplo 4.1 de la seccién anterior. Pero si fuera f/(x) # 0 Vx € I, entonces,
como veremos en la proxima seccidn, f si seria inyectiva en I, no harfa falta
suponerlo, y la conclusion de la proposicién seria en tal caso valida en todo I.

Proposicién 3 (Derivada de la funcién inversa). Sea f continua e in-
yectiva en un intervalo I, y sea a € I tal que 3f'(a) # 0. Entonces la funcién
inversa f~! es derivable en b = f(a), y se tiene

Demostracién. D ado ¢ > 0, por la hipétesis de que 3f'(a) # O se tiene, por
una parte, que existe, por ejemplo, un 6; > 0 tal que

f(x) — f(a)
‘ x—a

para todo x € B} (a). Y por otra parte, por conservacién de signo local del
limite, 36, > 0 tal que

f(x) —f(a)
=

[f'(a)

para todo x € B}, (a). Sea Bs(a) = Bs, (a) N Bs,(a); por ser f~! continua en
b = f(a), para este nimero & > 0 Jp > O tal que f ' (y) € Bs(a) siy € B,(b).

La restriccién de f~! a B,(b) es inyectiva; sea y € B%(b) arbitrario;
entonces serd f~' (y) = x # a, y se tiene, para terminar:

X—a 1 1 1
B ‘f(x) —f(a)  f'(a)

‘f—wy)—f—‘(b) 1

y—bo f'(a) fx)=fla)  f/(q)
X—a
1 f(x) — f 2 f'(a))?
~ Tfx-fla) ' ‘ (Xi— a(a) fl(a)‘ STl 3 éa” -
Notas y ejemplos
1.— La versién “unilateral” de la regla de la cadena, cuya demostracién

puede verse en SK B ERBERIAN, Arft course in real anal ysis, Springer,

1994, pags. 128 , es la siguiente

Propiedad. Si 3f! (a) y Elg'(f(a)), entonces 3(gof)! (a) = g'(f(a)) - (a).
Un contraejemplo que hace ver que es falso el enunciado alternativo en el

que la derivada lateral que existe sea la de la funcién g, lo ofrecen las funciones
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xsen (1) six <0,

0 six>0.
pero no existe (g o f)! (0), pues la funcién compuesta es

f(x) = —x ¥x € R, ¢(x) Se tiene que dg’ (0) =0,

1

g(f(x)) = g(—x) = {Xsen (x) six>0,

0 six<0.

2. (Un ejercicio).— Sea f(x) = 4x(1—x). Hllar lo s puntos donde F’(x) = 0,
siendo F(x) = f(f(f(x))).

Denotemos por abreviar f2(x) = f(f(x)). Por la regla de la cadena se
tiene F/(x) = f' (f2(x)) - f'(f(x)) - '(x), luego F'(x) = 0 cuando alguno de los
tres factores es 0.

e f'(x) =0: 4 —8x =0, "mica solucién x = % .

o F(f(x)) =0: 00 = J: x =1 (22 V2).

NI

o F(P(x) =0 P00 = 3: fx) = § (24 v2): x =1 £ 3v2E V2,
Son 7 puntos distintos en total.

3. Derivada n—ésima de un producto: Regla de Leibniz.— Se ve-
rifica la férmula siguiente, cuando f y g son dos funciones suficientemente
derivables, y n € N:

(191 = 3 ()0 i,

donde se entiende que f(®) =f y g(® =g.

Demostracién. P or induccién: (i) para n = 1 la férmula no es més que la  Método de induccién:
regla de la derivada de un producto. Si se cumplen

(ii) Supuesta cierta la férmula para n, se va a tener: HPM)y
(i) P(n) = P(n+1)

! "o ! entonces
(fg)+1) = ((fg)(n)) = Z (k)f(k)g(“k) P(n) Yn €N

k=0
_ i <2) {f(k)g(n—k+1) _I_f(k+1)g(n—k]}
k=0
n n n+1 n
_ (k) (n—k+1) (1) ,(n—1+1)
() ()
k=0 1=1
n+1 n n
_ £0K) g(n=k+1)
{0 () pes
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I\/]

Hallar la derivada n—‘esi-
ma de

n+1
_ <n+1)f(k)g(nk+l] ,

k
k=0

e (ax +bx +¢) | dadoque (V) + (") = (") (incluso para k = 0 y k = n+1, entendiéndose

que (") = (,7;) =0). Luego la férmula es también cierta para n + 1.

Derivada de las funciones elementales

Una vez visto el resultado de derivabilidad de la funcién inversa, se puede
completar una tabla de derivadas de las funciones béasicas del célculo. En la
siguiente presentacidn seguimos el libro de KLAMBAUER.

1. Funcién potencial de exponente entero.— Sea f(x) = x™, donde
n € Z. Se tiene f'(x) =nx™ ! Vx € R.

e Paran =0, f'(x) = 0 trivialmente.

e Para n > 0, el resultado se sigue por inducién, o usando el desarrollo
del binomio de Newton.

e Para n < 0, el resultado se sigue de la derivada de un cociente.

2. Funciones logaritmica y exponencial.— Para f(x) = lnx, donde
x € RT, se tiene

1 h) —1 h 1/h 1
f(x) = pm 2XFM I (M) 1n(e1/x) _ 1
h—0 h h—0 X X

Y, mdés en general, para g(x) =log,x =log,e-lnx, (a > 0), serd
) r_ ]
g'(x) = (log,x)" = " log e.
La funcién a*, (a > 0), es la inversa de g(x) = log, x, y por consiguiente,

es derivable en g (R") = R. Apliquemos la regla de la cadena a la identidad
g(97'(x)) = x, es decir, log,(a*) = x. Se tiene

1
(GX)/_E logae = ]7

aX

luego (a*)’ = a*lna. En particular, (e¥)’ = e*.

B log, e

Para f(x) = In|x|, definida para todo x # 0, se tiene también f'(x) = %
Puessix > 0, In|x| = lnx, y si x < 0, In|x| = In(—x) y por la regla de la
cadena,

(In(—x)" = —-(-1) = -.
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Una nueva aplicacién de la regla de la cadena, usando esto de arriba, da

(nlg(x))’ = 2

3. Funcién potencial de exponente arbitrario.— (i) Para un exponente
b € R cualquiera no tiene sentido considerar la funcién x® para x < 0. Para
x >0, x? = eP!2* y se tiene

(Xb)’ _ eblnx‘g = bx? .

(i1) Si q € Q tiene denominador impar en su expresién como fraccién
irreducible, la funcién x9 estd definida en general para todo x # 0. Derivando
los dos miembros de la identidad In [x9| = qln |x|, se tiene

(x9)'

xd

®|a

— (x9) = aqx.

4. Funciones circulares.— En primer lugar sea f(x) = senx. Para todo
x € R se tiene, utilizando la férmula sen(a + b) =senacosb + cosasenb,

. sen(x+h)—senx
lim
h=0 h

, cosh—1 . senh
= senx lilm ——— +cosx lim —— = cosx.
h—0 h h—0 h

f(x)

A partir de ésta resultan

!

(cosx)’ = (sen(%—x)) = —cos (5 —x) = —senx Vx € R,
(tgx)! — (seDX)’ _ cos? x + sen? x
X = \eosx/ ~ cos2 x

= 5= = 1+tg?x cuando cosx # 0,.
cos? x
Para lo que sigue, recu ‘edense las definiciones de las funciones inversas
de estas funciones trigonométricas. Para x € [—%, %], si senx =y, se tiene
cosx = /1 —y? (raiz cuadrada positiva). Entonces,

arcsen(senx) = x = (arcseny)’-cosx = 1
1 1

= (arcseny)’ = = Yy € (—1,1).
cos X T2

Anélogamente, para x € [0,7], si cosx = y, se tiene senx = /1 —y?
(raiz cuadrada positiva). Entonces,

arccos(cosx) = x = (arccosy)’-(—senx) = 1
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1 1
= (arccosy)’ = — = — Yy € (—1,1).
sen x 1T—_y2

1
Por 1lti t = — _V R.
or 1dltimo, (arctgx) 72 X €

5. Funciones hiperbdlicas.— Serd un pequefio ejercicio ahora comprobar

las férmulas

(Shx)’ = Chx Vx € R,
(Chx)' = Shx Vx € R,

(Thx)' = —— = 1—-Th’x ¥x € R,
Ch”x
(ArgShx)’ = ] Vx € R,
x2 +1
(ArgChx)’ = T Vx > 1,
xZ2 —1
(Arg Thx)' = L Vx € (—1,1).
1—x2

6. Derivacion logaritmica.— Para obtener una expresién para la derivada
de funciones como las siguientes:

(a) f(x) = (tgx)°>=¥,

1—
(b) f(x) = x2/3] +;2 sen* x sec3 x,

(c) f(x) =x*",
I ! f’(X)
se hace lo siguiente: sea y(x) = In|f(x)|; entonces, (y(x)) = Ok de don-
de f'(x) = f(x) (y(x))l, y la derivada (y(x))' se puede calcular, usando las
propiedades de los logaritmos.

Ejercicio.— Sean Py (x) = &= {(x? —1)"} para cada n € N (polinomios

de Legendre). Probar que Vx € R se verifica la ecuacién

(1 —=x?)P”(x) = 2x Pl (x) + n(n+ 1)P.(x) = 0.

Sea g(x) = (x*> — 1)™. Una derivacién logaritmica da

gg((::)) B é?] = (1-x*)g'(x) + nxg(x) = 0.

De donde, derivando una vez, se obtiene

(1—=x)g"(x) +2(n—T)xg'(x) + 2ng(x) = 0.

55
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Y derivando aqui n veces, usando la férmula de Leibniz,

(1—x%)gM™ " (x) — 2nx g™ (x) —n(n —1)g™ (x)
F2(n—1) xg<“+”(x)+ng(“>(x)} t2ngM™(x) = 0,

que se simplifica a la forma propuesta, ya que g™ (x) = Py (x).

2.3 EL TEOREMA DEL VALOR MEDIO

Hasta ahora s6lo tenemos una estimacién cualitativa (es una o pequefia
del error en la variable) del error concreto cometido en la aproximacién lineal
del valor de una funcién en el entorno de un punto donde es derivable. Por
ejemplo, si nos piden una estimacién del valor de +v/8.012, podemos dar como
respuesta 2.001, pensando en lo siguiente:

f(x) = /x; f(8) = 2;
oy ey 1
f(X) - 3—‘)(2’ f(g) - 12»

f(840.012) ~ f(8)+0.012-f'(8) = 2.001.

Pero si nos piden ademds que estimemos el error cometido, tal vez no seamos
capaces aun de responder. El resultado que titula esta seccién, y que ocupa
en ella un lugar central, va a dar una respuesta .

Extremos relativos. El teorema de Rolle

Definicion. Sea f: I — R, donde I es un intervalo abierto. Un punto a € I
es un maximo (respectivamente un minimo) relativo de f cuando 35 > 0
tal que f(a) = f(x) (respectivamente f(a) < f(x)) Vx € Bs(a). En cualquier
caso se habla de un extremo relativo.

Por ejemplo, la funcién f(x) = \/M tiene un minimo relativo (que es
también absoluto, es decir, el menor valor que alcanza la funcién en todo su
dominio) en 0.

Los extremos relativos de una funcién derivable corresponden a puntos
“estacionarios” de su gréfica, es decir, puntos donde la recta tangente es ho-
rizontal:

Proposicién. Si a es un extremo relativo de f y 3f’(a), entonces f'(a) =0.

Demostracién. P or reduccién al absurdo, si fuera por ejemplo f'(a) > 0,
35 > 0 tal que

f(x) —f(a)

X—a

>0 Vx € (a—0%,a+59);

y entonces, si x € (a — d,a), serd f(x) < f(a); pero, si x € (a,a + 8), serd
f(x) > f(a). Luego a no es un extremo.
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x2(1 4 x)

Ejemplo. Estudiar los extremos relativos de la funcién f(x) = ]
—X

en el intervalo (—1,1)
1
Se tiene f(x) = |x]| \/%, asi que f'(0) no existe. Pero f(0) = 0 < f(x)
Vx € (—1,1), luego 0 es un punto de minimo relativo (y absoluto). Por cierto,

que se tiene f’ (0) = —1 y f/ (0) = 1, estos valores hacen ver las pendientes
de las “semitangentes” a la gréfica en el punto (0,0).

Por otro lado, si x # 0,

x| x [T+x
1+x)2(1-x)3 X V1-x

X [T+x
0
B (1—|—x)%(1—x)%+ T—x x>0,
B x [ six <0
1+x:(1-x3 Vi—x '

2

f'(x) =

La condicién necesaria de extremo, f'(x) = 0, conduce a la ecuacién x*—x—1 =
0, que tiene la solucién negativa x = %(1 —+/5), que va a corresponder a un
méximo relativo (la funcién es positiva en el intervalo [—1,0] y vale O en
ambos extremos; el valor maximo que la funcién alcance en ese intervalo, por
la continuidad, se alcanzard en un punto interior. Este punto serd un maximo
relativo, ademds de absoluto, y de acuerdo con la proposicién anterior la
derivada en él serd 0. Pero no hay mas que un punto que anule la derivada,
luego ése es el méximo).

Despu’es dela anterior explicacién entre paréntesis nos sonard bastante
Se puede leer (en ingl'es) la demostracion del siguiente resultado:
un extracto del tra-
bajo original de Mi- Teorema (M. Rolle, 1691). Sif: [a,b] — R es continua en [a, b], derivable

chel Rolle concerniente en (a,b) y se tiene f(a) = f(b), entonces 3c € (a,b) tal que f'(c) =0.
a este resultadg don-
de se trata con ecuacio- Demostracién Si f(x) = f(a) Vx € [a, b], entonces f'(x) =0 Vx € (a,b) y el

nes polin‘'omias y con Tesultado se cumple.

un métodoofm al pa- Si no, sean M y m los valores méximo y minimo de la funcién f en el
ra obtener lo que pa- intervalo [a,b], que segln el teorema de Weierstrass se alcanzan en puntos
ra nosotros es la deriva-  del intervalo. Como suponemos que m < M, al menos uno de los dos no
da de un polinomjoen  puede alcanzarse en a ni en b, donde el valor de la funcién es el mismo, luego
D. E. Smith A Sour- Jc € (a,b) tal que, por ejemplo, f(c) = M = f(x) Vx € (a,b); entonces c es
ce Book in Mathema- un mdximo relativo de f y f es derivable en c. Por la proposicién anterior, es
tics, Dover, N§v 0¥k, f'(c) = 0.

1959, pp. 253-260. Ahf

sedice que llevasunom-  Fjemplo. Para n € N, sea f(x) = (x> — 1)™. Probar que el polinomio
bre desde 1846. P.(x) = f("(x) tiene exactamente n raices distintas en el intervalo (—1,1).
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En primer lugar se ve que
%) = qex) (x> =1)""% parak = 1,...,n—1,

donde qi(x) es cierto polinomio de grado k, asi que se tiene f(¥)(—1) =
f(1)=0parak=1,...,n—1.

Concretamente, f/(x) = 2nx (x> — 1), luego f’ vale O en —1, 0y 1;
por Rolle, f” tendré al menos dos ceros distintos en (—1,1). Entonces, por un
proceso inductivo finito (" tendré al menos tres ceros distintos, ..., f("~1)
tendrd al menos n — 1 ceros distintos en (—1,1)), se llega a que (™) debe
tener al menos n ceros distintos en (—1,1). Pero f(™) es un polinomio de
grado n y como maximo tiene n ceros distintos. Luego tiene exactamente n
ceros distintos.

El teorema del valor medio y sus consecuencias

Nos referiremos a veces en lo sucesivo al siguiente resultado como teorema
del valor medio, (TVM), diferencial. La conclusién se puede utilizar en una
forma aparentemente mds local, del tipo

f(xo +h) = f(xo) + hf'(§), donde & estd entre xo y xo +h,

cuando f verifica las hipétesis que ahora vamos a ver:

(TVM) Teorema (J. L. de Lagrange, 1797). Si f: [a,b] — R es con-
tinua en [a,b] y derivable en (a,b), entonces Ic € (a,b) tal que f'(c) =
f(b) —f(a)

b—a
Demostracién. Se aplica el teorema de Rolle a la funcién ¢(x) = f(x) —
f(b) —f(a)
- (x—a).

b—a

Ejemplo. Probar la desigualdad /8 +x —2 < % Vx > 0.

Si se considera, como al principio de esta seccién, la funcién f(t) = ¢/t y
se aplica (TVM) en el intervalo [8, 8 + x], se tiene

V8+x—2 = f(84x)—f(8) = xf'(§) paraalgmé € [8,8+x].

Pero /(&) = 1 <11—2cuando£>8.

3v/E2
En la siguiente proposicién se ven unas consecuencias importantes de
(TVM). En particular, (iv) dice que una funcién, aunque no sea continua, si
es la derivada de otra funcidn, entonces tiene la propiedad de los valores inter-
medios, (TVI). La (v) da una condicién suficiente para los extremos relativos
de una funcién dos veces derivable.
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Proposicion. Supongamos f: [a,b] — R continua en [a,b] y derivable en
(a,b).

(i) Si f'(x) #0 Vx € (a,b), entonces f es inyectiva en [a,b]. Ademds, f’
debe tener el mismo signo en todo el intervalo abierto.

(ii) Si f'(x) =0 Vx € (a,b), entonces f es constante en [a,b]. (Para f =
g—h,de g’ =h'en (a,b) se deduciria g(x) = C+h(x), con C independiente
de x, o sea, constante, para todo x € [a, b].)

(iii) Si f'(x) > 0 Vx € (a,b), entonces f es estrictamente creciente en
[a,b]. Y sif/(x) <0Vx e (a,b), entonces f es estrictamente decreciente en
[a,b].

(iv) (TVI) para una f’.— Sea f(x) derivable en [a, b]. Suponiendo por
ejemplo f’(a) < f'(b), sea ¢ € [f’(a),f’(b)] . Entonces 3¢ € (a,b) tal que
(&) =c.

(v) Condicién suficiente para un extremo relativo.— Si 3f'(a) =0
y 3If”(a) > 0, la funcién f tiene un minimo relativo en el punto a. Si
If'(a) =0y If"(a) < 0, la funcién f tiene un maximo relativo en a.

Demostracion ( i) Sean x,y € [a,b] con x < y. Aplicando (TVM), 3¢ € (x,y)
tal que f(y) — f(x) = (y —x) (&) # 0, luego f(y) # f(x) y f es inyectiva.

Entonces, por la continuidad en [a, b], se deduce que f es estrictamente
mondétona en [a, b] , de donde a su vez también hemos visto ya que se sigue, por
la definicién de derivada, que o bien serd f’(x) >0 o bien f'(x) <0 Vx € (a,b).
Pero f’ nunca es cero en (a,b), luego o bien f'(x) > 0, o bien f'(x) < 0
Vx € (a,b).

(ii) Sea x € (a,b]. Aplicando (TVM), 3¢ € (a,x) tal que f(x) —f(a) =
(x —a)f’'(§) =0, luego f(x) =f(a).

(iii) Si f'(x) > 0 Vx € (a,b), sean x,y € [a,b] con x < y. Aplicando
(TVM), 3& € (x,y) tal que f(y) — f(x) = (y —x) f'(&) > 0, luego f(y) > f(x)
y f es estrictamente creciente en [a, b].

(iv) Sea g(x) = f(x) — cx para x € [a,b]. Entonces g es derivable en
[a,bl y g'(x) =f'(x) — ¢, luego ¢g'(a) < 0 < g’(b). Entonces 3¢ € (a,b) tal
que g'(&) =0, pues si no, por el mismo razonamiento que en la demostracién
de (i) se sigue que g’ debe tener el mismo signo en todo el intervalo cerrado;
pero g'(a) g’(b) < 0, absurdo.

(v) Por conservacién local del signo del limite f”(a) > 0, existe un § > 0
tal que f'(x) < f'(a) =0six € (a—6,a) y f'(x) >f'(a)=0six € (a,a+9).
Pero entonces, por (iii), f es decreciente en [a — §, a] y creciente en [a, a+ 3] ;
luego a es un minimo relativo.
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Ejercicios
1.— Sea f € [0,1] — [0,1] derivable y tal que|f'(x)| <k < 1 Vx € [0,1].

Entonces f tiene un tinico punto fijo en [0, 1].

Vimos en el tema anterior que f debe tener al menos un punto fijo, es
decir, dc € [0,1] tal que f(c) = c. Si tuviera dos puntos fijos distintos,
digamos c¢; < ¢z, aplicando (TVM) en el intervalo [cq,c2], resultaria que
3¢ € [c1,cy] tal que /(&) =1, absurdo.

2.— Si f(x) es derivable en R y f/(x) = f(x) Vx € R, entonces f(x) = Ce*
con C constante.
Consideremos la funcién ¢(x) = f(x) e *; se tiene

!

(fx)e ™) = e (f'(x)—f(x)) = 0 ¥x € R,

luego, por (ii) en cada intervalo acotado de R, f(x)e * = C, con C indepen-
diente de x, y también independiente del intervalo.

3.— Sea f(x) = e*’. Encontrar una funcién g(x) derivable en un intervalo
(a,b) con a > % para la cual se verifique (fg)’(x) = f'(x)g’(x) para todo x.

Se deduce en primer lugar que serd (2x — 1)g’(x) = 2x g(x) para todo x.
Si suponemos g(x) # 0 para todo x y x # % , e sigue

g'x)  2x  x—1+1 4 1
gx)  2x—1  2x—-1 2x—1°

Pero 0’0 _ (Inlg(x)]) v 1 +L = (x+3In[2x—1|)"; la igualdad entre
g(x) 2x —1 2 '

estas derivadas da, aplicando (ii), para x > % ,

In|g(x)| = x+Inv2x —1+C = In (ex\/ZX— 1) fC.
Asi, por ejemplo para C = 0 tenemos la solucién g(x) = e*y/2x — 1.

4.— Acotar las raices reales de la ecuacién 3x*+56x3+294x2+432x—385 = 0.

n
5.— Hallar el valor minimo de la funcién f(x) = Z |x — k]| .
k=1

x —1)2(3x% —2x — 37)
(x +5)2(3x2 — 14x — 1)

6.— Dibujar la grafica de la funcidén y =

(Hand ).
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Derivacion paramétrica e implicita

En la demostracion de las dos proposiciones de este apartado también
intervienen el (TVM) o alguna de sus consecuencias inmediatas de modo
esencial.

Proposicién 1 (Derivacion paramétrica). Sean X(t) e Y(t) dos funciones
continuas en [a, b] y derivables en (a,b), y supongamos ademés que X'(t) # 0

Vt € (a,b). Entonces, las ecuaciones paramétricas { z i é%g definen una
Y'(t
funcién y = ¢(x) que es derivable en (X(a),X(b)) y se tiene ¢'(x) = X'Eti )

Demostraciéon. L a funcién x = X(t) es continua y estrictamente mondtona,
luego tiene una inversa t = X' (x) continua y derivable en cada punto de
(X(a),X(b)) segun el teorema de la funcién inversa. Sea p(x) =Y (X~ '(x)) =
y . Por la regla de la cadena,

G0 =Y (X () (X7T) (x) = =

Ejercicio. Consid eese la curva que estd definida por las ecuaciones pa-
x = acos’ t
y=asen’t
astroide). Probar que el segmento de una cualquiera de sus tangentes inter-
ceptado por los semiejes positivos de coordenadas tiene una longitud cons-
tante.

ramétricas { donde a > 0y 0 <t < 5§ (un cuadrante de

Sea0 < to < 5, (x0,Y0) = (x(to),y(to)) . Setieney’(xo) =—tgto ...
La longitud constante es a.

El segundo resultado requiere unas nociones tedricas previas que perte-
necen al andlisis de las funciones reales de dos variables, y que avanzamos a
continuacién. En la demostracién seguimos el texto de PEDR ICK.

Definiciones. Sea a € R? ={(x,y): x,y € R}. La bola abierta de centro
a y radio p es el conjunto By(a) = {(x,y): x* + y* < p?}. Un conjunto
A C R? es abierto si contiene una bola abierta de cada uno de sus puntos.

Sea F: A — R una funcién definida en un abierto A C R? en todo esto
que sigue. Se dice que F es continua en a = (x¢,yo) cuando Ve > 0 35 > 0
tal que

(x,y) € Bs(a) = |F(x,y) —F(x0,y0)| < €.

Se verifica una propiedad de conservacién local de signo anédloga a la que
se vio en el caso de funciones de una variable:

61
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Propiedad. SiF es continuaen a € Ay F(a) > 0, 35 > 0 tal que F(x,y) >0
V(x,y) € Bs(a).

Las derivadas parciales de F, respecto de x y respecto de y, en el
punto (xg,yo) son los valores de los limites siguientes, en caso de existir:

F(xo +h,yo) — F(x0,Yo)

FX(XO)yO) - }]{];)'J(.) h )
. F(xo0,yo +h) — F(xo,
Fy (x0, Yo) — }111210 (x0,Yo })1 (xo0 yo)_

Cuando existen F, y Fy en todo punto de A y son continuas, se dice que F es
de clase uno y se escribe F € C[1(A).

Proposicién 2 (Existencia y derivabilidad de una funcién implicita).
Sean I y | intervalos abiertos de R, A =1x ] y F: A — R continua y tal
que JF,(x,y) en A y es continua. Sea (a,b) € A tal que F(a,b) =0y
Fy(a,b) #0.

(i) Entonces existen s > 0 y t > O tales que

paracada x € (a—s,a+s)
hay un tinico y € (b—t,b+1t) talque F(x,y) = 0.

Queda definida (implicitamente) asi una funcién (real, de una variable)
f:la—s,a+s)—> (b—t,b+1) tal que y = f(x) & F(x,y) =0.

(ii) Esta funcién f es continua en (a —s,a +s).

(ii) Ademss, si F € C(")(A), la funcién f es también de clase uno en su
dominio, y se tiene Fx(x,y) + Fy(x,y) f'(x) = 0 (derivacién implicita), es
decir,

Vx € (xo—8,%0+8).

Demostracién ( i) Supongamos, por ejemplo, que Fy(a,b) > 0. Por ser F,
continua en (a,b), hay un cuadrado C de lados paralelos a los ejes, centrado
en (a,b) y de lado, digamos, 2t, con t > 0, tal que Fy(x,y) >0 V(x,y) € C.

En particular, Fy(a,y) >0 Vy € (b—1t,b+1). Luego la funcién (de una
variable) F(a,y) es estrictamente creciente en el intervalo (b —t,b +t), ¥,
como F(a,b) =0, se tendran:

Fla,b—t) < 0 = F(x,b—1t) < 0Vx € Bs,(a),
Fla,b+t) > 0 = F(x,b+1t) > 0Vx € Bs,(a).

Sea s = min{d7,02} > 0. Y sea ahora xo € (a —s, a+ s) cualquiera pero fijo.
Aplicando el teorema de Bolzano a la funcién (de la variable y) F(xo,y) en el
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intervalo [b—t,b+1], debe existir un yo € (b—t,b+1t) tal que F(xq,yo) =0.
Este yo es tdnico, pues si hubiera otro y; # yo, y1 € (b —t,b +t) tal que
F(xo0,y1) =0, por el teorema de Rolle serfa F(xo,1) = 0 para alg ‘m 1 entre
y1 e Y2 . Pero esto es absurdo, porque (xo,n) € Cy Fy(x,y) >0V(x,y) € C.

Luego la relacién xg +— Yo da una funcién f : (a—s,a+s) — (b—t,b+t).

(ii) Sea xp € (a—s,b+5s), f(xo) =yo y ¢ > 0. Como F(xo,yo) =0,
argumentando como en (i), J0 > 0y 0 < T < ¢ tales que si x € [xo—0, %o +0],
entonces y = f(x) € [yo — T,yo + 7], luego |f(x) — f(xo)| < €.

(iii) Para cada xp € (a —s,b+s), sea f(xo) =yo y sean o, T > 0 como
en (i). Si |h| < o, se tiene f(xo +h) =yo +k con |k| < T. Aplicando (TVM)
dos veces,

0 = F(xo +h,yo + k) —F(x0,y0)
= F(xo +h,yo + k) —F(xo + h,yo) + F(xo + h,yo) — F(x0,Yo)
= k-Fy(xo +h,n) +h-Fx(&yo),

donde 1 estd entre yo e yo + k, y & entre xo y xo + h. De donde sale, ya que
Fy # 0 en el dominio involucrado,

f(xo+h) —flxo) k Fx(&,Y0)

h N h N Fy(XO“i’haTl))

y calculando el limite cuando h — 0, usando que F, y F, son continuas en
(x0,Yo), resulta que f es derivable en xo, y que

Fx(x0,Yo0)
fl(xg) = ———""<.
(o) Fy (x0,Y0)

La funcién f’, finalmente, es continua en [a — s, a + s] por ser un cociente
de funciones continuas con denominador distinto de cero.

Ejercicio. Sea Ax? + 2Bxy + Cy? + 2Dx + 2Ey + F = 0 la ecuacién de una
cénica. ¢ udl es la condicién que se debe cumplir para que esta ecuacién
defina implicitamente y(x) en el entorno de un punto (xg,yo) ? Probar que la
ecuacién de la tangente a la cénica en el punto (xo,yo) es la recta de ecuacién

Axox + B(xoy +yox) + Cyoy + D(x +x0) + E(y +yo) + F = 0.

La regla de L’Hépital

Muchas de las ideas del calculo diferencial de Leibniz se hicieron piiblicas
en el Analyse defhiment petits, P aris, 1696, de Guillaume F. A. de
I’Hépital (1661101) , noble francés que fue matemdtico aficionado. En es-
ta obra aparece por primera vez la regla para los limites del tipo %, cuya

autoria fue reclamada por el matemadatico suizo Johann Bernoulli en M 4.
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La argumentaciéon de la “demostracién” original es muy sencilla, y consiste
esencialmente en lo siguiente:

Si u(a) =v(a) =0, siendo u(x) y v(x) dos cantidades “diferenciables”
dependientes de la variable x, entonces el valor y(a) del cociente y(x) = :((:))
cuando x — a se hace infinitamente pequefio es igual al valor para x = a del

cociente de los diferenciales de u y v, pues

u . u(x) —ufa)
lm — = lim ————
x—a v(Xx) x—a v(x) —v(a)

y, cuando x—a es infinitamente pequefio, u(x)—u(a) = duyv(x)—v(a) = dv.

El primer ejemplo que da L’Hépital es el siguiente:

3 3 2
dx—2x> dx a“ dx
3 7 3/ 2 a —
V2adx —x* —ava*x VZaix—x? 3 Vax2

lim =
x—a _ Y3 _3adx
a-vax 4 Varx —a
—3adx 16
= 3d ?a.
—3 dx

Una demostracién satisfactoria para el rigor moderno puede darse a partir
del siguiente resultado previo:

(TVMC) Teorema del valor medio de Cauchy. Si f,g: [a,b] — R son
dos funciones continuas en [a, b] y derivables en (a,b), entonces dc € (a,b)

tal que f'(c) (g(b) — g(a)) = g’(c) (f(b) — f(a)).
Demostracién. Se aplica el teorema de Rolle a la funcién ¢(x) = f(x) (g(b) -
g(a)) — g(x) (f(b) — f(a).

Ademds, si g'(x) # 0 Vx € (a,b), por (TVM) se tiene que g(a) # g(b),
y la conclusién se puede escribir en la forma

—f(a) '(c)
g(b) —g(a) g’(c)”

El enunciado de la regla puede ser mds general que el original, cubriendo
también el caso indeterminado 2 :

(L'H) Regla de L’Hépital. Sea I un intervalo abierto con un extremo en
a, donde a € RU {£oo}. Supongamos que f,g: I — R son dos funciones
derivables en I, que g’(x) # 0 Vx € I (luego podemos considerar, como ya
hemos visto, que también es g(x) # 0 Vx € 1) y que existe el siguiente limite
(lateral, de acuerdo con la hipétesis):

Jim )
x—a g’(x)

=1 € RU{%o0}.

Supongamos que ademads, o bien
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e (i) im f(x) = lim g(x) =0, o bien
X—a X—a
o (ii) lim [g(x)| = +oo.

f
Entonces, también existe el lim M =1.
x—a g(x)

. . !
Demostracién & mos sélo el caso (i) con a € Ry lim % =1l€R Sea
x—at g’ (X
f(x)
0 l‘ <e.
Pero, para cada x verificando 0 < x — a < §, se aplica (TVMC) en el
intervalo [a,x], y se tiene

€ >0; 30 >0tal que, si 0 < x —a < J, entonces

Y entonces, como 0 < ¢ — a < §, resulta

‘M_l‘
g(x) — 9(a)

l‘ < €.

Ejercicios.— Hallar los limites

(x —2)e?* + (x + 2)e*

)

a) lim
(a) x—0 (ex —1)°

X 1/)(2
(b) lim (—) ;
x—0 th

7T 1/11’1X
(c) lim (z—arctgx) .

X— +00

Notas — 1. Contraejemplo de Stolz. Para las funciones f(x) = x +
senxcosx, g(x) = e*™*f(x), se tiene

lim — = 0, ynoexisteel lim —:.
x—o0 g’(x

®

1

8
«Q
Xad

Ocurriendo aqui que g’(x) es 0 (cuando cosx = 0) en todo entorno de co.

2. Para las funciones f(x) = x —senx, y g(x) = x + senx, se tiene

. f(x) : - f'(x)
lim — =1, ynoexisteel lim .
x—00 g(x) x—o0 g’(x)
ifila)=f'(a™)? 3. Proposicion. Si f es continua en a, derivable en un entorno reducido

Bf(a) y 3 lim f'(x) =1, entonces 3f'(a) =1.
xX—a
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Demostracién. Como f es continua en a, 3 lim f(x) = f(a). Se puede
X—a

entonces aplicar (L'H) al limite que define f'(a):

i T @) gy PN

x—a X —a x—a 1

= 1.

El error en el método de Simpson

El método de Simpson es uno de los métodos elementales para el calculo
aproximado de integrales definidas. Las nociones de célculo integral que se
requieren aqui son bdsicas y podemos suponer que el estudiante las conoce
ya en este momento por cursos anteriores. La mds avanzada es el teorema
fundamental del calculo que dice que, si f es continua en [a, b], la funcién
F(x) = fz f(t) dt es derivable y F/(x) = f(x) Vx € [a, b].

Los dos primeros apartados de la proposicidén que sigue constituyen el
enunciado de un problema propuesto (pdg. 191, n°10) en el libro Fundamen-
tos de andlisis moderno, Revert&,1975, de J.) EUDONNE.

Proposicién. (a) Si g es una funcién real impar, definida y cinco veces
derivable en un entorno simétrico I de 0 en R, entonces, para cada x € I se
tiene

5

9(x) = >(0'(x) +29(0)) — —=g"™(£),

3 1807
donde ¢ es un punto del intervalo abierto de extremos 0 y x.

(b) Si f es una funcién real, definida y cinco veces derivable en el intervalo
[a,b], entonces se tiene
b—a

6

f(b) — f(a) =

o)+ o) +ar (0] - B ap

donde ¢ € (a,b).

(c) Sea f una funcién real, definida y cuatro veces derivable en el intervalo

k(b —
[a,b]. Paran € N, sean xq :a,xk:a—l—% conk=1,2,...,2n

n
los puntos que dividen el intervalo [a,b] en 2n subintervalos de la misma
longitud. Pongamos yx = f(xy) para cada k. Entonces 3¢ € (a,b) tal que
(fémula de Simpson)

b
b—a
J f(x) dx = 6—n{yo +4y1 +2u2 +4y3 +...+ U2 +4ym_1 + U}

(b—a)® (iv)
~2880n* ).

Demostracién ( a) En primer lugar, por la imparidad de g se tendrd g(0) =
g"”(0) = g™ (0) =0, como se comprobaré ficilmente.
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Consideremos las funciones auxiliares ¢p(x) = g(x) — %(g’ (x)+2g’ (O))
y b(x) = x°. Se tiene ¢p(0) = '(0) = ¢$"(0) =0, ¢"'(x) = =39 (x);
y también P(0) = P’(0) = P”(0) = 0, P™(x) = 60x%. Sea x > 0 en I.
Aplicando tres veces seguidas (TVMC) tendremos

d(x) (&) d"(E)  d™(E) 1 gW(g)

V(x)  P(&) V(&) P(E3) 180 &

donde, sucesivamente, &7 € (0,x), & € (0,&1), &3 € (0,€,). Finalmente,
por (TVM) se tiene, dado que g™ (0) = 0:

g™ (&3)
&3

con & € (0,&3), y hemos terminado.

(b) Sea F(t) = f (t+ 24?), definida para t € [-25¢,25%], y G(x) =

W; la funcién G cumple entonces las hipétesis del apartado (a), ¥,

por consiguiente, para cada x > 0 3& € (0,x) tal que

= g™M(&),

Glx) = z(G'(x)+ze'(0))—ﬁGM(a)
3 180 ’
En particular, para x = 5%, 3z € (0,25%) tal que (sustituyendo y
operando)

b—a

f(b) —fla) = GV (z).

f(a) + f'(b) + 4’ <“+b)] _(b—ap

2 2880

W) FOv)(—

aritmética) entre F")(z) y F("J(—z). Por el (TVI) para una derivada, 3&; €
(—z,z) tal que

, ¥ este es un valor intermedio (la media

FY@) +FV () )
2
finalmente, FV)(&;) = f(V) (&) con & € (a,b).

(c) Aplicando el resultado del apartado (b) a la funcién F(x) = jz f(t) dt
sucesivamente en cada uno de los subintervalos [a,x;], ..., [xon_2,b], ¥
sumando, resultard

(&1);

b
b—a
J f(x) dx = W{yo +4y1 + 2y +4yz +...+2yon—2 + 4yt + U}

(b—a)® {f“”)(ci]) + . W& }

- 2880n4 n

67
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con &y € [x2k_2,%2k]. Pero la tltima fraccién entre llaves es un valor inter-
medio entre el mayor y el menor de los valores f(&y), luego por el (TVI) para
una derivada, 3¢ € (a,b) tal que

£ (81) 4.+ ) ()
n

2.4 LA FORMULA DE TAYLOR

En esta tltima seccién estudiaremos la aproximacién polindmica local
de las funciones derivables, y algunas aplicaciones. La dio por primera vez
Brook Taylor (16&73) , en su Methodus incrementorudadisecta
Londres, 175. El primer estudio riguroso del error se debe a Cauchy.

= fW(g).

Polinomios de Taylor. Resto de Lagrange

Teorema 1. (Férmula de Taylor). Sea I C R un intervalo abierto y f una
funcién n + 1 veces derivable en . Para cada par de puntos a y x de [ existe
un ¢ perteneciente al intervalo abierto de extremos a y x tal que

2 3
ﬂx)::-ﬂa)+mx-a)W(a)+Ef—zﬂl-wqa)+-Qi§§9—fm(a)+.“
(X—a)“ (n) (X*ﬂ)nﬁk] (n+1)

T e Ty ),

Asi, f(x) = T,.f(x; a)+ R f(x;a), donde T, f(x; a) es el polinomio de Taylor
)n+1 f(n+] ) (E‘)

de grado n de f(x) en torno al punto a,y R, f(x;a) = %

es el resto n—ésimo en la forma de Lagrange (1797).

Demostraciéon En lo que sigue, x y a se consideran fijos. Supongamos, por
ejemplo, a < x. Si se consideran las funciones auxiliares, definidas en el
intervalo [a, x] :

f%ﬂ—”_—ﬁiﬁiﬁmu)

_+)2
d(t) =f(x) —f(t) — (x —t) f'(t) — x—t”

P(t) = (x—t)"*,

se tiene ¢(x) =P (x) =0. Aplicando (TVMCQC), 3¢ € (a,x) tal que

¢la) _ ¢'(&)
P(a) ICHES
luego ¢(a) = (x — o)™ fint(g),

m+1)



Suerte con los niimeros:

... En la sala de estar,
unos de matemadticas
hablaban del desarrollo
en serie de e* , en el que
cada término se obtiene
multiplicando por x el
precedente y dividiendo
por el siguiente niimero
natural ... Al oir a
aquellos tios murmuré
algo sobreflo acil que
era calcular cualquier
potencia de e con esa se-
rie ... “Ah ;8?7 —
me dijeron— “Buenq
pues entonces, ;cudnto
es e elevado a 3.37” di-
jo urg ason me pare-
ce quekdu y. Respon-
do: “Es muy fécil, son
27.117. ... “Eh, ;cémo
lo has hecho?” ... “Se
estd largando un carre-
te, ya conocéis a Feyn-
mann. Seguro que no
da eso”. . Se van
a buscar una tabla, y
mientras tantov y yo y
aflado unas cudntas ci-
fras mds: “27.1126”, les
digo. @nsult an el alor
en la tabla. “Es correc-
to, pero jcémo diablos
lo has hecho?” —“ pues
sumando la serie” . ..

Cita de R. Feynmann,
en ;Estd usted de bro-
ma, Mr. Feynmann?
Alianza ed.
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Notas y ejemplos

1. Formula de Maclaurin.— Se llama asi la férmula de Taylor cuan-
do 0 € Iy se toma a = 0 (Colin Maclaurin (16981 46), en A Treatise of
Flwions, Edimburgo, 1742). Escribimos a continuacién algunas férmulas de
Maclaurin donde al resto de Lagrange se le ha dado la forma R, f(x;0) =

XTI+1
mf(“”)(ex) ,con 8 € (0,1).
eX:1+x+XZ—2+ +%+($T;)! ™ xeR
senx:xfgnL + (=1 (ZX;H:;)! +(—1)“% cos(0x), x € R.
cosx:l—é—l—...—k(—])n(;:l+(—1)“+1%cos(9x),XER.
ln(l+x):x—%—i—...—l—(—”"*]%—k(—])““(n+])7z::ex)n+],x>—1.

D) =T+ () (Tl " e ™", x> 1.
2 n n+1

La dltima vale para todo r € R, definido el coeficiente bindémico <]:) =

rr—=1)---(r—k+1) /2y _ 1

k! 3 ) 16
utilizado arriba las siguientes expresiones para las correspondientes derivadas
n—ésimas:

Hemos

para todo k € N. Por ejemplo,

(eX)(n) = ex; (senx)(“) = sen (X-I— %T) ;
feosx) ™ = con (x+ ) 5 (i1 +x)) ™ = (-1
((1 +X)r)(n) =r(r=1)--(r=n4+1D1+x)"".

2. Series de Taylor y Maclaurin.— Cuando una funcién f es de clase
C(>) en un intervalo I, existen los polinomios de Taylor de cualquier grado
centrados en un punto cualquiera a € I. Se plantea entonces el problema
de la representacion de la funcién por su serie de Taylor, es decir,
la validez (convergencia de la serie de Taylor al valor de la funcién) de la
expresion

©  f(n) N c(n)

para todo x € . En caso afirmativo, la funcién f se llama analitica en I. Por
ejemplo, las series de Maclaurin de las funciones e*, sen x y cos x representan
a estas funciones en todo R y lasde In(1+x) y (14x)" en el intervalo (—1,1).
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En cambio (contraejemplo de Cauchy), la funcién

f) — {e”" six #0

0 six=0,

es de clase C(®)(R) y se tiene f(™)(0) =0 ¥n € N, de manera que la serie de « Un ejercicio
Maclaurin es id ‘aticamente nula y en cambio f(x) # 0 si x # 0, luego la serie
sélo representa a la funcién en el origen.

En la pdgina® 4 del libro de E.H AIRER Y G. WANNER Agsis by Its
Histgr, Springer-Verlag, 19% , se puede encontrar el ejemplo de una funcién
de clase infinito en R cuya serie de Taylor diverge para todo x # 0.

3. Otras formas no integrales del resto.— Con adecuadas funciones
auxiliares en una demostracién del tipo de la hecha para el teorema 1, se
puede obtener para el resto n—ésimo de la férmula de Taylor la forma « Otro ejercicio

£(n+1)
Rafta) = © 18 appe g,

donde & € (a,x) y s > 1 es un niimero arbitrario. Esta es la forma de
Schlémilch. Para s =1, es decir,

(n+1)
Rnf(x;a) = fT'(E)(X —a)(x—=&",

donde ¢ € (a,x), se llama forma de Cauchy.

El resto integral de Cauchy

En la siguiente proposicién el resto de la férmula de Taylor aparece en
forma de una integral, y puede conducir a estimaciones numeéricas sencillas
del error cometido al aproximar una funcién por su polinomio n—€simo de
Taylor. Nuevamente aqui estamos adelantando alguna cosa que veremos con
rigor en el tema siguiente.

Proposicién (Cauchy, 1821). Sea I C R un intervalo abierto y f una
funcién de clase n + 1 en I. Para cada par de puntos a y x de [ se tiene

_ )2 o
00 = fla) + (x—a) fla) + X @) 4 B gt
+ r 47 ;!t)n f () dt.

Demostracién. P or induccidn, para n = 0 es cierto, pues

Rof(x;a) = f(x) —f(a) = fo'(t) dt

a
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no es mas que el teorema fundamental del cédlculo.

Supuesto cierto para n — 1, es decir,

Rno1f(x;a) = f(x) —f(a) — (x —a) f'(a) —
_ J’X (x —t)n!

o e

resulta, si se hace esta integral por partes, tomando u(t) = f(")(t) y v/(t) =
(X _ t)n71
(m—-11"

(x—a)"
n!

Ruiflxia) = b O

f(“)(a)JrJ

a

Pero, dada la notacién que estamos usando, es

Roafia) = C 00 a) 4 Rt a);

Luego R, f(x;a) :J ﬁ

— f 1 (1) dt, y es cierto para n.
u !

Desarrollos polinémicos limitados

En algunas aplicaciones, como el cdlculo de ciertos limites, o de ciertas
integrales, se pueden utilizar los desarrollos de Taylor bastando una estimacién
cualitativa del error. Recordemos que se escribe f(x) = o(g(x)) en un entorno

de 0 cuando lim m =

x50 g(x)
Definicién. Sea f(x) una funcién real definida en un intervalo abierto I C R.
El polinomio p,,(x) de grado n € N es el desarrollo limitado de orden n

de f en torno al punto a € I si

f(x) = pn(x)+o((x—a)"), es decir, si lim —Pn(x)

= 0.

x—a (x—a)"
Tal desarrollo, cuando existe, es tinico, pues si hubiera dos desarrollos de orden
n, digamos pn ¥ gn , para la misma funcién f, la diferencia p,,(x) — qn(x)
deberia ser una o((x — a)“) , pero al ser un polinomio de grado menor o igual
que n en (x — a), esto es imposible.

Teorema 2. (Férmula de Young). Sea f: I — R una funcién n — 1 veces
derivable en el intervalo I y tal que 3f(")(a), para a € I. Entonces,

f(x) = Taf(x;a) +o((x—a)™),

71
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es decir, el polinomio de Taylor de grado n es el desarrollo limitado de orden
n de una funcién que verifique estas hipétesis.

Demostracion. Sea R(x) = f(x)—T.f(x;a) ; esta funcién es n—1 veces derivable
en I y 3R (a); se tiene R(a) =R’(a) =--- =RM™)(a) = 0. Aplicando n — 1
veces seguidas (L’H) y finalmente la definicién de R(™)(a), se tiene:

tim ) g R (x) _ Ra) _
x—a(x—a)® x=sann-1)---2(x—a)  n!

NoTtas 1.— Si una funcién admite desarrollo limitado de orden n en torno
al punto a es derivable n — 1 veces en a; pero no tiene por qu’e exstir el
polinomio de Taylor de grado n centrado en dicho punto. Por ejemplo, para
la funcién

1 sixe@Q

f(x) = 14+x+x*+x’d(x), con d(x) = {o six¢Q
X )

se tiene f(x) = 1+ x + x? + o(x?) en torno al 0, pero no existe f”(0).

2.— El error f(x) — T f(x;a) puede ser en ocasiones una o((x - a)m) con
m > n, por ejemplo cosx = 1 — % +o(x3).

3.— Escribiamos f ~ l¢, cuando x — a, si lim M =1+#0. Parax — 0
x—a ¢(x)

las funciones x, x%, x3, ... forman una escala en la que cada miembro tiende

a 0 més rapidamente que el precedente, ya que x™*' = o(x™) ¥n € N. Parece

entonces natural usarla para medir el “orden de pequeiiez” de una funcién

que tiende a 0 con x. Asi, si f(x) ~1x™ con 1 # 0 cuando x — 0 decimos que

f(x) es un infinitésimo de orden m.

3

Pero la escala no es completa. Ni siquiera admitiendo érdenes frac-
cionarios e irracionales, ya que, por ejemplo, de 1/x debiéramos decir que
tiene orden %, y de /x — 4/senx que tiene orden % Pues, por ejemplo,

f(x)

f(x) =x logx = o(x") Vr < 1 cuando x — 0", pero lim —— =oo Vr > 1.
x—0+ X7

Calculo de/con desarrollos limitados

En las proposiciones que siguen supondremos que las funciones que apa-
recen estdn definidas en intervalos abiertos convenientes, y que n € N.

Proposicion 1. Si las funciones f y g admiten como desarrollos limitados
de orden n en torno a un punto a los polinomios p, ¥ (. respectivamente,
entonces:

(i) Sumas. El desarrollo limitado de orden n de Af + pg es Apy + pdn -
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(ii) Propuctos. El desarrollo limitado de orden n de fg es el polinomio
obtenido por la truncacién a grado n (es decir, supresién de los términos de
grado mayor que 1 ) del producto pndn -

(iii) CocienTes. Suponiendo g(a) # 0, el desarrollo limitado de orden n de
f/g es el cociente s,, de grado n de la (falsa) divisién de p,, entre q,, ordenados
en potencias crecientes de h = x — a, es decir, el polinomio s, (desarrollo
limitado de orden n del cociente p,/dn ) tal que

B r(h) n
an(m = sn(h) + an() = sp(h) +o(h™),

donde el grado del (falso) resto r(h) es al menos n+ 1.

Demostracién ( iii) Pues se tiene, ya que g(a) #0,

M fh) palh)pah) R palh)
T Ry B I YRR Bty ey B L
_ dnf —pPng +o(hM) = dnf — dnPn + dnPn —Png +o(h™)
dng dng
= (f—p) (g~ g) +oh")
TP T g ey I T

=o(h™) + (sn +0o(h™))o(h™) +o(h™) = o(h™).

Proposicién 2. Composicion. Si f(x) = pn(x) +o((x — a)") y gly) =
dn(y) +o((y —b)™) donde b = f(a), entonces

9(fx)) = [an(Pa(x))| +o((x—a)),

donde el primer t @mino a la derecha se entiende que es la truncacién a grado
n de la composicién g o pn -

Demostracién Supongamos que

fx) = b+ ) brlx—a)*+(x—a)"ei(x),
k=1

gv) = D aly—b)* +(y—b)"ez(v),
k=0

donde e;(x) — 0 cuando x — a y e2(y) — 0 cuando y — b. Entonces,

a(f(x) = 3 ar(f(x) —b)" + (f(x) —b) " e2((x)) .

k=0
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El ltimo sumando es una o((x — a)™) , pues

lim (fod) —b)"ea (f(x)) _ lim {(Zibx—a) + (x—a)er(x)}" ez (f(x))
x—a (x_a)n 7)(*)(1 [X_a)n

= lim {Z bi(x—a) T+ (x—a)" e (x)} e2(f(x)) =b1-0=0,

k=1

pues al ser f continua en a, cuando x — a se tiene f(x) — f(a) = b . Entonces,
n " o
9(f(x)) = Z ar(f(x) —=b)" +o((x—a)™)

K
( bj(x — a)’ +o((x—a)")

I
hE
2
-

Proposicién 3. Prmvtivas. Si f(x) = pn(x) +o((x —a)™) y g(x) es una
primitiva de f(x) en I, es decir, g’(x) = f(x) Vx € I, entonces g(x) =
dn+1(x)+o((x—a)™"), siendo g1 €l ( tnico) polinomio tal que q/,, ; = pn
Y dn+1(a) = gla).

Demostracién. U na vez determinado el polinomio g1 por las condiciones
del enunciado, el siguiente limite se puede calcular por la regla (L'H):

o 9(x)—dnir(x) . f(x)—palx)
Iim ———— = T =0,
x—a  (x—a)nt! x—a(m+1)(x—a)

por hipétesis.

Ejemplos

1.— Desarrollos limitados de sumas:

Shx = L_e_x = i—XZkH +o(x2“+2)
=] ’
et te™ = 2n+1
Chx = —— = Z(Zk)!—l—o(x ),
k=0
n 22k—1
sen’x = » (—1)! 1 x** +o (x*™1) |
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2.— Desarrollos limitados de productos:

n 22k—1
sen’x = ) (—1)*! x** +o (x*1)

2 2!
n 4%
Chx cosx = Z(—Uk o Xt 4o (x*3) .
k=0

3.— Obtener los siguientes desarrollos limitados de cocientes por falsa divi-
sién o por el método de coeficientes indeterminados:

X 1 7 31

_ - 2 4 6 7
senx T8N T3aX s o)
tx—x+£+£+17x7+%+o(x‘°)
gx = 3 "5 T 315 T 2835 '

4.— Obtener los siguientes desarrollos limitados:

x? x4
cosXx __ o 4
e _e<1 2+6)+0(x),
x 5 15
2 3 4 4
e :e<1+x—|—x —l—gx +ﬂx>+o(x),
3, 13, 73,

x/(1—x) -1 e i ~ 4
e +x+2x—|—6x +24x +o(x*).

5.— Desarrollos limitados de primitivas:

= (=1)F
-y = 2k+1 n+2
arctgx = kzomx +0(X n ) ,
Tx 1:3x° 1-3---(2n—1) x*nH! Itz
aresenx = xt 53t a5 T aa gy met o)

6.— Caélculo de limites por sustitucién de desarrollos limitados:

m x sen(senx) — sen? x _ 1

x— 0 X6 18 '
sen(tgx) —tg(senx)

x—0 arcsen(arctgx) — arc tg(arc sen x

= 1. (ARNOLD .)

7.— Sea y(x) = e?™©3%*"*_ Probar que paran =0, 1, ... se verifica
(T—x*)y ™2 (x) — 2n+ Txy ™ (%) — (m? + 1y ™ (x) = 0.
A partir de ello, y usando la férmula de Taylor, generalizar el desarrollo
limitado
1 1

1 5 17
arcsenx __ -2 -3 4 5 6 6
e = THxt 3x7+ 3%+ o7 xt 4 2% + o +0(x°) .
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Ejercicios suplementarios
1. Los nimeros de Bernoulli y de Euler. (a) Consideremos la funcién
ex) = % (la discontinuidad en O se evita tomando ¢(0) = 1). Propon-

gamos un desarrollo en potencias de x con coeficientes indeterminados, en la
forma

-3 B

— n!
Los B, se llaman niimeros de Bernoulli . Se tiene By = 1. Se puede
comprobar que @(x) + x es una funcién par, lo cual implica que B; = —% y

Boxy1 =0 Vk> 1.
Identificando los coeficientes de x™*' (n > 1) en la igualdad

x = (e*=1)o(x)
o (x x2S Bo Bix Byx? B3x®
I TR TH A TR A N TR TR TR I
resulta
Bo B B> Bn
L =)
mroo T meya ot T O

y multiplicando por (n+ 1)!,

1
Bo + nt B1 + ntd B, +...+ ntl B, =0,
1 2 n

ley de recurrencia que se puede escribir en la forma

(1+B)™ =By

si se adopta el convenio de sustituir cada potencia simbélica B'¥) por el
ndmero By al desarrollar la potencia (1 + B)(™*!) con la férmula usual del
binomio de Newton.

! La férmula que da nombre a estos niimeros es la que dio Jakob Bernoulli (1654—1705)
en su obra péstuma Ars Catgedi, Basilea, 1713, para obtener la suma de las c—ésimas
potencias de los niimeros naturales, yquelo y se escribe asi:

e S e

Con ella, en menos de siete minutos y medio podia encontrar su autor que la suma de las
mil primeras potencias décimas es

91.409.924.241.424.243.424.241.924.242 .500.
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Esta ley determina de manera tnica los B,, a partir de los valores B = 1y

B = —% . Sucesivamente resultan cero los B3, Bs, B7, etc., comprobandose
lo que ya se ha probado arriba, y

1 1 1 1 5 691 7
Bz—g, 134**%Y Befﬁ, BS__3_0’BIO_Q’B12__m’BM_E’

(b) La funcién secx = es par, luego su desarrollo en potencias de x
Cos X
solamente tiene términos con potencias pares. Si se propone un desarrollo de

la forma

00 E N N
secx = Z(_])H(Zi)! X2,
n=0

los E;;, se llaman niimeros de Euler. Se tiene Eg = 1, y, paran > 1 se
verifica la ley de recurrencia (se obtiene identificando los coeficientes de x?™
en 1 =cosx secx)

2n 2n 2n
EO+<2>E2+<4)E4+--~+<2n>E2n = 0.

A partir se ella se calculan, sucesivamente,

Ey=—1E4=5; Eg = —61;: Eg = 1385; Eq9 = —50521; Eq, = 2702765 ...

2. EI desarrollo de la longitud de una elipse en potencias de la
excentricidad. La longitud de una elipse de semieje mayor a no es una
funcién elemental de la excentricidad ¢ (0 < € < 1). Como un ejercicio del
siguiente tema se puede obtener la siguiente férmula:
] 2 ]2 * 3 4 ]2 N 32 - 5 6
L(a;e) = 2ma <1 — 18 Tt et
S 12.3%...(2n—3)° (2n—1) 5, Fo(e2) .
22.42...(2n)2

3. La derivada n—ésima de ¢**’. Los polinomios de Hermite. Aqui
seguiremos a J. REY PASTOR, en su Teoria de funciones, Madrid, pg. ¥ 4.

Sea F(x) = ax’ 1,3 derivada j—ésima de F(x) aparece en el coeficiente
de W en el desarrollo de Taylor

© EG)(x) .
Fx+h) = Z—jf") h
j=0

Si encontramos de alguna manera este desarrollo tendremos en particular la
expresién de la derivada que queremos.



78 DERIVADAS

En primer lugar, F(x + h) = e@(x+h)* = gax” gah(2x+h] ¢ haciendo un

desarrollo de Maclaurin,

© kpk k © [/ k
h(2x+h) a“h*(2x +h)* a K\ st -1
e - Z k! - Z Kl Z 1 R (2x)
k=0 k=0 1=0
oo X 2k
a < k ) : 2k—j
i P BN
= k! = N- k
[o9] j k
. k a .
_ j a- 2k—
_.Zh Z (j—k) a2
j=0 k=

donde, sucesivamente, se ha aplicado la formula del binomio de Newton, un
cambio de indice j = k + 1 y al final, un intercambio del orden de sumacién.
Ahora ya tenemos que

j K
. k .
Flx) = jles” 3~ <)’—k) 297

k=15

Consideremos ahora el caso particular a = —1. Los polinomios de
Hermite, H,,(x), se definen por la férmula (de Rodrigues):

e Hp(x) = (=)™ ar {e*XZ} ) Hi(x) =2x

dx™ H2(x) =4x* -2

Usando el resultado anterior podemos llegar a obtener una expresién explicita Hs(x) = 8x> — 12x
para estos polinomios:

n 1k
Holx) = (—1)"nt Y (nfk>% (2x)2k "
k=241 '

= Tl M (_‘I)n+k (ZX)Zkfn _ n @ (_1)1 (zx)n72l
k—n) m—K| )T

k=03l 1=0
—(2)" — 2(;) 2x)" 2 +3.4 <2) 2x)"*—4.5.6 <T6‘) 2"+ ...

Criterios generales para extremos y puntos de inflexion

~2

Definiciones. Sea f una funcién derivable en un intervalo I. En cada punto
(a,f(a)) con a € I, la curva y = f(x) tiene como tangente la recta y =
to(x) =f(a)+ f'(a) (x —a).

Diremos que la curva es céncava (respectivamente, convexa) vista des-
de arriba en el punto (de abscisa) a si 35 > 0 tal que dq(x) = f(x)—tq(x) >0
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(respectivamente, dq(x) < 0) Vx € B}(a). Cuando dq(x) tenga un signo
constante en el semientorno izquierdo y el signo contrario también constante
en el derecho, el punto a es un punto de inflexién.

NoTas — La curva y = x*sen (1), y(0) = 0, no es céncava, ni convexa, ni
xX

tiene un punto de inflexiéon en x = 0. Se puede dar una nocién global de
concavidad o convexidad en todo un intervalo, que no requiere derivabilidad:
Se dice que una funcién es convexa (o céncava) vista (su grafica) desde
arriba en un intervalo cuando, si P, Q y R son tres puntos cualesquiera
de la grafica de f en dicho intervalo y Q estd entre P y R, entonces Q esta
en, o por encima de, la cuerda PR. Si f es derivable en el intervalo y es
convexa (c6éncava) en él, entonces se puede probar que es convexa (céncava)
en cada punto del intervalo seglin nuestra definicién, y reciprocamente (ver,
por ejemplo, el Apéndice al Capitulo 11 del Calculus de MSry  AK).

Proposicion 1. Si f es derivable dos veces en el intervalo abierto I, y se
tiene f”(x) > 0 (< 0) Vx € I, entonces f es céncava (convexa) vista desde
arriba en todo x € I.

Demostracién. Supongamos, por ejemplo, f”(x) > 0 Vx € 1. Para a € I fijo,
sea 0 > 0 tal que Bs(a) C I. Si x € Bs(a), aplicando la férmula de Taylor,
sale

(x—a)?
2

para alg 'm ¢ entre a y x. De modo que & € Bs(a), y

f(x) = f(a)+ (x—a)f'(a) + (&),

da(x) = f(x)—f(a)— (x—a) f'(a) = @f"(a) > 0.

Proposicién 2. Si f es n veces derivable en a (n > 3) y se tiene
() = --- = f"(a) =0 yf™(a) # 0,

entonces:

(i) Sinespary f(™(a) >0 (< 0), la curva y = f(x) es céncava (convexa),
vista desde arriba, en a.

(ii) Si n es impar, a es un punto de inflexién.
Demostracion A plicando la férmula de Young y las hipétesis,

(x—a)”

= f(a) +o((x—a)"),

f(™(a) +o((x—a)"), y entonces,




80 DERIVADAS

da(x)
(x —a)™
f(")(a) para todo x € BX(a), y ya sale todo.

Entonces, 35 > 0 tal que el signo de es el mismo que el de

Ejercicio. Dibujar la gréfica de la funcién y = 2x* + 8x + 1.

Proposicién 3. Sea f derivable en a € I y supongamos que f’(a) =0 y que
f es céncava (convexa) vista desde arriba en a. Entonces, f tiene un minimo
(méximo) relativo en a

Demostracién. Pues dq(x) = f(x) —tq(x) = f(x) — f(a) en este caso.
Corolario. Sif es n veces derivable en a (n > 2) y se tiene
flla) = - = f"Va) =0 yf(a) #0,

entonces:

(i) Sin es par y f(™(a) > 0 (< 0), el punto a es un minimo (m&ximo)
relativo.

(ii) Si n es impar, a es un punto de inflexién con tangente horizontal.
Ejercicios. 1.— Dibujar la gréfica de la funcién y = (x + 5)2(x> — 10).

2.— Dibujar la gréfica de la funcién y = /1 +x2.

6x2+x+1)(x—1)2(x+1)3
x2 )

3.— Esbozar la gréfica de la funcién y siy’ =

ex—e ¥ —2x

4.— Dibujar la gréfica de la funciéon y = "

Ejercicios

Incluimos como seccién final del tema, como en el anterior, los enunciados
de algunos problemas variados, aunque debemos resefiar que el complemento
“natural” de estos apuntes son las Hojas de problemas que dejé preparadas
Chicho Guadalupe para las clases de esta asignatura. xelp xelpa viCet

Una mano lava a la otra
1 Comprobar que

d cos(30) 3
— —_— = —_— . H
de {arccos cos3 0 } cos 0 cos(30) (Hargl )
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Derivar y simplificar la expresién de la derivada cuanto sea posible:

sen™ x senx cosx
, cos (sen™(xP)) , — Tty
Va2 cos? x + b2 sen? x

cos™x -sen" x,

os™ x

xarcsenx + /1 —x2, (14 x)arctg(+/x) — v/x,

acosx+b a—>b X
arc cos <m> , a.rctg< a——l—btg (2)> . (Hamd )

Se llama wronskiano de n funciones uq(x), uz(x), ..., uy(x) al deter-
minante
w u Un
u; u u!
1 2 n
W(x) = .
ugnqj u(znfn uilnfn

Reducir su derivada W'(x) a un solo determinante.

Derivadas sucesivas de funciones inversas o curvas en paramétricas. Pro-
bar las férmulas siguientes, cuando tengan sentido:

—1\n f'l(X) o 3 (f”(x))z B f’(X)f”I(X)
(f 1) f(X) =, (f 1)/// f(X) __ |
ey )
y"(x) = ka;;ﬁ(y y"(x) = x(xY —1 X);S?)X(Xy —9%) |
en la segunda linea, se entiende que x = x(t) = dx % %1 — @

dt’ dt2’

etc.

2 .
x3e ¥ six>0.

derivable en 0; f € C!")(R); no existe f”/(0); no existe lin%) f(x).
X—

sen x .
-1 six<0, .
Sea f(x) = X (i) Probar, y en este orden: f es

(ii) Fllar lo s extremos absolutos de f en [0, +00) .

ax +x*sen (1) six#0,

0 six=0.
(a) Si 0 < =1, f no es creciente en ning ‘m entorno de 0.

Sea f(x) = Probar:
(b) Si & > 1, f es creciente en alg ‘m intervalo abierto conteniendo al 0.
(Son los problemas 11.63 y 11.64 del Calculus de SRV AK.)

Probar que la ecuacién cosx + xsenx — x> = 0 tiene exactamente dos
raices reales.

Hallar los extremos absolutos de f(x) = x> — 18x? + 96x en [0, 9] .

81
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10

11

12

13
14

15

16

17

18

19

Probar que el maximo valor de ax+by donde x,y > 0y x*>+xy+y? = 3k?

es 2kv/a? —ab + b?. (Hard .)

Estudiar los extremos de la funcién y(x) definida implicitamente por la
ecuacién

T+y

Ty = sen’x+2cosx+1. (Hard .)

x3 —1
(2x—1)2°

Gréfica (el estudio de los puntos de inflexién con el mayor detalle que se
pueda) de la curva

Gréfica de la curva y =

y? = (2 4+1)(x+2).

Gréfica de la funcién y = \/(x + 1) (x+4)(x+9).
Sean @(x) = m-senx y F(x) = (¢ o @ o ¢)(x). Estudiar los extremos
relativos de F en el intervalo [0, 7t] .

(a) Esbozar la grafica de ¢(x) = 8senx — tgx en el intervalo [0, J).
(b) Sea F(x) = ¢ (% . (p(x)), donde ¢(x) es la funcién del apartado

anterior; estudiar los extremos relativos de F(x) en el intervalo (0, %)
Encontrar el polinomio de Taylor T4F(x;a) para a = 3.

Sea f(x) = x> — 5x* + 5% + 1. (i) Discutir el ntimero de raices reales de
la ecuacién f(x) = k segiin los valores de k (contando multiplicidades).
. . _3
(i) Hillar la par te entera de las raices reales para k = 5.
1
(iii) Dibujar, razonadamente, la grafica de y = o) en un entorno de 0.
X
La funcién f(x) = (x + a)arctgx tiene un extremo en x = 1. Hallar

el valor de a, y, para ese valor, dibujar la grafica de f(x). (Tomado de
A. IbNN EDU, Andlisis yegmetr™ 1a diferencial, Aguilar.)

Probar las desigualdadesHargd )

sen(7x)

< —<4, 850 < x < 1.
x (1T —x)

Consideremos, en el intervalo [0, 1], la funcién

fx) = x (2—cos(lnx) —sen(lnx)) si0O<x<T,
o sio<x<T.

Probar que es estrictamente creciente, y que f’(x) = 0 para infinitos
valores de x. {Es derivable en 0? Encontrar un punto de los que (TVM)
asegura la existencia. (Del HAYRER Y WANNER pag. 244.)
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21

22

23

24

25

2 EJERCICIOS 83

X —senx .. .
Probar que f(x) = ———— es una funcién decreciente en (0, 00).
X
Polinomio de Taylor de grado 4, centrado en a = 7, de la funcién tgx.
Estimar el error cometido al calcular con ese polinomio el valor para la

tangente del dngulo de 49° 30’. (Usar que tg(60°) = v/3.)

Probar, por estimacién del resto integral, que el error al aproximar e*,
para x € [0,1], por el valor que da el correspondiente polinomio de
Maclaurin de grado 10 es menor que 10~/. (Del HAYRER Y WANNER
pég. 116.)

La funcién ¢(x) admite desarrollo limitado de orden 3 en torno al 0.
Obtener dicho desarrollo, si se sabe que

sen? (¢(x)) — Sh? x

. i _
(1) x5110 X3 ] ’

1 1
i) ¢ '(x) = x+§x2+gx3+o(x3).

(De un examen en la E. T. SI Aeron” auticos, Madrid, 1990.)

El periodo de las oscilaciones de un péndulo simple (una masa puntual
m al extremo de un hilo inextensible sin peso de longitud 1 sujeto en el
otro extremo a un punto fijo en €l campo gravitatorio g) en funcién de
la amplitud « (el dngulo de separacién inicial respecto de la vertical), es

T =4 lK (senoc) , donde K(k) = JZ L
g 2 o V1 —Kk2x2

Encontrar el desarrollo limitado de orden n en torno al 0 de la funcién

sen
K(k). Asi, para pequefias oscilaciones, masl <L 1, setiene

2 2
— t T 2
R (R

(DeP . Put ADAM, Célculo igral, ( 172 ed.), Gémez Puig ed., Madrid,
190,y L.L aNDAU Y E.if cHITZ Mec “anica, ed Revert &)

Si f: R — R es derivable, se cumple |f(x)| = |f'(x)| Vx € R y Jxo tal
que| f(xp)| > |f'(x0)|, entonces la ecuacién f(x) = 0 no tiene soluciones.
(Olimpiada Iberoamericana, 2001.)



84 DERIVADAS

Problemas —segundo bloque de trabajo—

2.1.—Sia<b<c,a+b+c=2yab+ac+bc =1, probar que a € (O, %),
be(3,1)yce(1,3).

(Referencias: KLAMBAUER, es u no de los ejercicios del Capitulo 4.)

2.2.— Dibujar, razonadamente, la grafica de la siguiente curva, dada por
ecuaciones paramétricas:

x =2t — 4¢3
y=t?—3t

(Referencias: Es el problema 6 deV . I. ARNOLD, A mathematical trivium,
Russian Math. Surveys 46:1 (1991), 27-28.)

2.3.— Supdngase que f: [0,1] — R tiene segunda derivada continua que
cumple f”(x) > 0 en (0,1) y que f(0) = 0. Elijamos a € (0,1) tal que
f'(a) < f(1). Demostrar que hay un tnico b € (0,1) tal que f’'(a) = f(b)/b.

(Referencias: Propuesto por Oscar Ciaurri, L@gro no, Spain en la seccién de
Problemas del nimero de juniej ulio de 1999 de la revista AmericaMdthe-
maticdbnthly.)

2.4 .— Consideremos las funciones

fo) = {xmsen(%) six#0,

0 six=0,
donde m € N; probar que f,, es derivable n veces en R pero no estd en la
clase C'™(R), y que fan.1 € C™™)(RR) pero no es derivable n + 1 veces en R.

(Referencias: Son los problemas 10.31 y 10.32 del Calculus de SEV AK. Ver
también el problema 10.11. Opcionalmente, se podria hacer uso de la férmula
de Faa di Bruno para la derivada n-ésima de F(x) = (f o g)(x), a saber,

(n) = ) n! g')\" (9" g™ x)\"
P =2 17 (00) 255 ) U)o

j=1 j

donde la Z se extiende a todas las posibles particiones de j en n sumandos no

j
negativos j1, j2, ..., jn, que ademads (es decir, ademds de ser j = j1+j2+...jn
y ji1, etc. =0) verifican n =j; + 2jo +...Njn. )
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Problemas —tercer bloque de trabajo—

3.1.— (a) Sea f dos veces derivable en I = [—a, a]. Sean My = sup|f(x)| y
x€l
M 2 2
M, = sup |f”(x)|. Probar que Vx € I, |f'(x)| < —> + ¥ ra M, .
xel a 2a

(b) Si f es derivable dos veces en un intervalo ] no necesariamente acotado,
pero los supremos Mo y M, son finitos, entonces también M; = sup |f'(x)]
x€l

es finito, y se tiene

M; =2¢/MoM; sila longitud de J es =24/ m—g
Mi < /2MoM; si ] =R (apliquese (a)).

(Referencias: Es parte del problema 8.14.2 del libro Fundamentos de andlisis
moderno de J.1 EUDONNE, y alli se puede encontrar alguna indicacién. Ver
también 3¢ Ak problema 19.1 (resuelto en KLAMBAUER).)

3.2.— En un examen de Célculo se daba la funcién

1—cos(3x) .
_— 0
f = 4 tgbx) 07
0 six=0
y habfa que calcular f/(0). La contestacién de un estudiante fue asi:
(3x)2/2  9x , 9 vy e erpy 9
) ~ 55 = 15 = 00 ~ 75 = 11(0) = lim /() = 2.

Discutir la calidad de esta respuesta, y su generalidad, encontrando alg ‘m
ejemplo en que un razonamiento andlogo no funcione igual de bien.

3.3.— (Problemd’ del trivium de ARNOL'D.) € udntas normales se pueden
trazar a una elipse desde un punto dado del plano? Encontrar la regién en la
que el nimero de normales es mdximo.

(Referencias: Problema estudiado ya por APOLONIO DE PERGA (fi. circa
247-222 a.C) en el libro v delas ¢ “onicas. Los puntos de contacto con la elipse
de las normales desde un punto dado son extremos relativos de la funcién que
da la distancia del punto a un punto arbitrario de la elipse. La condicién para
que la ecuacién x* + 4px3 —4qx — 1 = 0 tenga raices miiltiples es expresable
en la forma (p + q)%?/3 — (p — q)*/3 =1 (HarpYPure Mathematics).)

3.4.— Sea f dos veces derivable en [0, 1], cumpliendo f(0) = 0, f(1) = 1,
f'(0) = f'(1) = 0. Probar que| f”(&)| > 4 para alg'm & € [0, 1].

(Referencias: S AK problema 11.39. También en KLAMBAUER ;Es el mismo
enunciado? El problema data al menos de 1921, véase G. PoLyA Y G. SzEGO,
Problems and Theorems in Analysis I, Springer, 42 ed., 190 , Pt. II, Cap3 ,
N° 121.)



Calculo integral

LA RECUPERACION del valor de una funcién a partir del conocimiento de
su diferencial, da lugar al concepto matemético de integral definida. Em-
pecemos con un ejemplo tomado de la Fisica: tenemos una varilla delgada
(unidimensional) de longitud 1, fabricada de modo tan minucioso que la den-
sidad lineal (masa por unidad de longitud) es funcién de la distancia a uno de
sus extremos (al izquierdo), segin la férmula p(x) = e ™. ;Cudl es la masa

total de la varilla?

La informacién que tenemos nos dice, en términos diferenciales, que la
masa (el diferencial de masa) del elemento diferencial de longitud de la varilla
situado a distancia x del extremo izquierdo es dm = e~ * dx. De modo que
para hallar la masa total se nos ocurre “sumar” todas estas masas infinitesi-
males dm, desde la situada en x = O hasta la situada en x = 1. Para esta
“suma” tenemos, gracias a Leibniz (1686), una notacién elocuente. Asi,

!
M = Jdm = J e *dx,
0
donde la efe alargada no se lee “suma”, sino (desde Johann Bernoulli, 1696)
“integral”.
Ahora, e ™ es la derivada de —e™*, como podemos tantear, asi que

1 1
J e Xdx = J d(—e ™),
0 0

y esta tltima “suma” de “diferenciales en escalera” serd igual a la variacién
total de F(x) = —e ™ entre 0 y 1, es decir, a F(1) — F(0) . De manera que la
masa de la varilla va a ser M =F(1) —F(0) =1—e"!.

Como un segundo ejemplo, ahora geométrico, supongamos que queremos
hallar el drea A comprendida entre una curva y = y(x), el eje X'X, y las
rectas verticales x = a y x = b. Supondremos que y(x) es continua, y que
y(x) = 0 para x € [a,b].

Sed ex iis quee in metho-
do tangentium expofui,
patet effe d, T xx=xdx;
ergo contra 1 xx=f xdx
(ut enim poteftates & ra-
dices in vulgaribus cal-
culis, fic nobis fumme &
differentiae feu f & d, re-
ciproce funt.)

(Leibniz, 1686)

And whereas M" Leib-
nits preefixes the letter |
to the Ordinate of a cur-
ve to denote the Summ
of the Ordinates or Area
of the curve, I did so-
me years before repre-
sent the same thing by
inscribing the Ordinate
inasquare ... My sym-
bols therefore ... are
the oldest in the kind.
(Newton, 1714)
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Aqui, el elemento diferencial de drea, en cada abscisa x, es el drea de una
banda rectangular de altura y(x) y base infinitesimal dx, dA = y(x) dx, de
modo que

Si conocemos una primitiva de y(x) es decir, una funcién Y(x) tal que
y(x) =Y'(x) Vx € [a, b], entonces podremos hallar A, como antes:

b b
A = J Y'(x)dx = J dY = Y(b) —Y(a).
a a
Un tercer ejemplo puede ser el cdlculo del volumen V del sdlido (de
revolucién) engendrado cuando el recinto plano anterior de drea A gira en
torno al eje X'X, dando una vuelta completa. El elemento diferencial de
volumen es el volumen de un disco de radio y(x) y altura infinitesimal dx,

b
dV = my?dx = V = J my? dx.
a
En el caso particular y(x) = %x y la,b] = [0, h], resulta que el volumen del
cono de revolucién de radio R y altura h es

h 2.2 h 2.3 213
R“x Tt R*x R h 1
V = dx = | d = —0 = -nR*h

Jonhz x L <3h2> 3In2 3T

igual a un tercio del area de la base, por la altura, como ya prob6 Arquimedes
(287212 a. C.) , que conocia el cdlculo de dreas y volimenes como limite de
sumas de cantidades infinitesimales.

Ya hemos visto un poco en los dos temas anteriores que en el siglo XIX, el
célculo avanza por el camino que deja atrds la intuicién geométrica y persigue
asentarse sobre bases 16gicas mds rigurosas que las que tenia hasta entonces.
Pensando sélo en necesidades internas del propio conocimiento matematico,
una piedra de toque eran las nuevas funciones que habian surgido a la luz tras
los trabajos de J. B. Fourier (1768-1®) con la s series trigonométricas en el
primer tercio del siglo. El repaso debia llegar también al final al concepto de
integral definida, que de hecho era el més antiguo del calculo infinitesimal.
Habia que definir ese concepto con rigor, y despu ‘es estudar a qu ‘efunciones
era aplicable. La respuesta de B. Riemann en B 4, que estudiaremos mds
adelante, zanjé toda discusién, al menos hasta principios del siglo XX, en que
H. Lebesgue establecié una nueva teoria de la integral (que no se da en este
primer curso de andlisis).

3.1 PRIMITIVAS

Estudiaremos ahora las técnicas mds basicas del cdlculo de primitivas,
dejando sin tocar alg m tipo clasico, como el de las integrales binomias.
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Definiciones

La integral indefinida de una funcién f(x) definida en un intervalo
I C R, denotada por [ f o [f(x)dx es el conjunto (no vacio si f es continua,
ver la nota al margen) de funciones {F: I ->R: F(x)=1f(x) Vx € I} . Cada
funcién F de este conjunto se dice que es una primitiva de f en I. Se escribe

Jf(x) dx = F(x)+C

pues, como ya sabemos, dos primitivas de f en [ se diferencian en una cons-
tante.

Propiedades
1. SiFecV, [F/(x)dx =F(x) + C.
2. Sif y g tienen primitivas, [(Af +pg) =A[f+u[g.

3. Férmula de integracién por partes: Si u,v e 1),

uv' = uv—Ju'v.

4. Férmula de integracién por partes extendida: Si u,v € C("*1),

nuv(n-H) :uv(n] _ulv(ﬂfH +."+(_])nu(n)v+(_])n+1 J‘u(n+1)v.
J

5. Férmula de cambio de variable del tipo x = g(t): Si g es de clase
€1 y tiene inversa también C!1),

Jf = Fx)+C = Jf(g(t)) g'(t)dt = F(g(t)) +C,
Ejemplos
1.— Hallar I :J <l —log <X+ ]>) dx.
X X
log(1+t
Con el cambio x = 1/t, sellegaa I = —log|t|+ ], donde | = % dt.
dt
Esta integral sale por partes, tomando u = log(1 + t), dv = el :
1 1
= ——1 = —— —
] T og(1+t)+Jt(1+t) dt t10g(1-|—t)-|—10g|t| log |1 +t],
donde se ha usado la descomposicién ! =— ! + l
P t(1+1t) 14+t t°

Sustituyendo el valor de ] y “deshaciendo el cambio”, resulta

I = —(1+x)log <%> +C.

Comeremosenl a sec-
cién siguiente d ada u-
na funcionf continua en
[a, b], la funcién

G(x) zrf(t)dt

es una primit¥ a de f.
A veces quedan defini-
das asi funciones nue as,
como la funcion errqrel
seno integral, el lg arit-
mo integral, las #n cio-
nes elipticas, . ..

uw v(n+1)

u’ v(T\) =3}
u// v(n—l) =)
u(n) VI en71
u(n+l) v o




o
N
x

N
x

o

N
x

o

N

o= K= N|=
x

o

|_.
)
®

O & O &

o

—
f2}

3.1 PRIMITIVAS 89

2.— Por partes, tomando dv = dx, salen

Jlnxdx = xIlnx—x+C

1
Jarctgxdx = x arctgx — Eln(] +x?)

Jarcsenxdx = x arcsenx + V1 —xZ+C

3.— Con la férmula extendida de integracién por partes,

1 3 3
Jx%zx dx = =x%e?* — “x?e?* + Zxe?* — §eZX + C.

2 4 4 8
Integrales inmediatas
Recordando las derivadas de las funciones elementales, se tienen los si-

guientes esquemas (donde dice x, dx, puede decir u(x), d(u(x)) ) de férmulas
(el intervalo de definicién es €l dominio del integrando en cada caso):

r r+1
uxrdx::?—l—(? (r # —1) J%:log|x|+c
r X
fdx = X 4C(a>0a#1
J loga
senxdx = —cosx+ C Jcosxdx = senx+ C
dx dx
d olx tgx+C Jsenzx = —cotgx+C
dx dx
— = t C — = C
| T2 arctgx + Jm arcsenx +

Shxdx = Chx+ C JChxdx = Shx+C

d d
—)2( = Thx+C J—; = —Cothx+ C
J Ch”x Sh” x

dx = ArgChx+ C JL = ArgShx+ C
J /X2 — 1+ x2

X dx T X
- e - ol (543)

sen x ntg(2> +C Jcosx ntg(4+2> +C
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Funciones trigonométricas (I)

1.— Integrales del tipo Jsenm x cos" xdx, con m,n € Z.

m impar: cambio u = cos x;
(a) { n impar: cambio u = senx;
m+n par: cambio u =tgx.
Estos cambios, con m,n € NU {0} conducen a integrales inmediatas. En

general, a integrales de funciones racionales. En alg ‘m caso pueden funcionar
con un exponente entero y el otro no. Por ejemplo:

. 3
sen’ x 2 5/2 1/2
2= dx = Z(cosx)>/? —2(cosx)'/?+C

J 4/cosx 5

[ 4 2senx 1+ senx

s-dx = ——5— +log| ———

J cos’x cos? x 1 —senx

.
sen” x 1, 4

= -t C
cos5x 4 '8 X+

(b) m,n € N ambos pares: uso repetido de las férmulas

sena — 1 —cos2a
N 2
5 14 cos2a
cos’a = ———
2
senacosb = % [sen(a+b) +sen(a — b)]
1
senasenb = 3 [cos(a — b) —cos(a + b)]
1
cosacosb = 3 [cos(a +b) + cos(a — b)]
Por ejemplo (m # 0),
2
Jsenz(mx) dx = x_ M +C
2 4m
Jsenzx cos’ xdx = 11_6 (x seI£112x - se1214x - se;126x) +C

Aunque también se puede expresar el integrando en funcién sélo de senx o
cosx, y aplicar entonces una férmula de reduccién.

(c) Férmulas de reduccién, integrando por partes.

Por ejemplo, sea I, = Jcosmxdx. Si tomamos, por partes, dv =

cos x dx, resulta

I, = senx cosm*1x+(mf1)Jcosm*2x(1 — cos? x) dx,



Hallar, en meno§ de

minutog elv alor me-
dio de sen'®®x, con
un 10% de error relati-

vo (Arrol d)
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luego mI,, =senxcos™ "x+ (m —1)I,,_>. Para m € Z esta férmula
reduce el cdlculo de I,, hasta Iy, I; o [_;, inmediatas. Por ejemplo,

1 1 /senx T X
o= (e (5 3)
Jcos3x x 2(cos2x+0g g(4—|—2 +C

Cuando m € N se obtiene, aplicando la recurrencia para integrales defi-
nidas (jvolvemos despu ‘esa la pigina® ?):

(m-1)(m=-3)-1nx

/2 s

m . m(m—2)---2 2

L cosxdx = (1) (m—3)2
m(m-—2)---3

si m es par
si m es impar
Se pueden comprobar, como ejercicio, estas otras formulas de reduccién

para la integral I, , = | sen™ x cos™ x dx:

(M4 = sen™ " xcos™ ' x+ (M —1)Ini2n 2
(M+1)Inn = sen™  xcos™ ' x+(M—1)Inn 2

(d) 1, :th“xdx, n e zZ—{0}.

En los casos n impar se pueden hacer los cambios del apartado (a). En
cualquier caso se puede usar la férmula de recurrencia

Mm—=1)(In +In2) = tg" 'x,

obtenida usando 1+ tg® x = (tgx)’. Por ejemplo,

1 1
th5xdx = Ztg4x—ztg2x—log|cosx|+c

1 1 2
= —tg®x+Stgix+t
JCOSGXdX 5 g x—|—3 g>x+tgx+C

2.— Productos de senos y cosenos.
Se usan las formulas de transformacién de productos en sumas que ya hemos
escrito antes. Asf, sim+n #0,

sen(m —n)x B sen(m + n)x
2(m—n) m+n

)

Jsen(mx) sen(nx)dx =

de donde se deduce que para m,n € N con m # n, se tiene

27
J sen(mx) sen(nx)dx = 0.
0
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3.— Integrales | P(x) sen(ax) dx,o [e* sen(bx) dx, donde P(x) es un
cos(ax) cos(bx)
polinomio en x.
Salen con la férmula de integracién por partes extendida. Por ejemplo,
sea l = J(x3 —2x? + 1) sen(2x) dx. Repasemos el algoritmo, cémodo para el

célculo:
x3 —2x? +1 | sen(2x)

3x* —4x | =1 cos(2x) @

6x — 4 *JT sen(2x) ©
6 % cos(2x) &)
0 11—6 sen(2x) ©

En la columna de la izquierda se hacen derivadas sucesivas; en la central,
integrales sucesivas. Y finalmente,

I=(x>—2x*+1)- <% cos(2x)> @+ (3x% —4x) - (;1 sen(Zx)) ‘O +...
1.3 2 T2 1
=3 (x> —2x“ + 1) cos(2x) + 1 (3x° — 4x) sen(2x) + 3 (6x —4) cos(2x)
- g sen(2x) + C

Sea ahora I = Je“" sen(bx) dx. Se tiene

eax ‘ sen(bx)

ae®™ —% cos(bx) @

a?e® | —J; sen(bx) ©

luego

2

& eax sen(bx) —

1
I = 5 e“* cos(bx) + b2

pz
de modo que, despejando,

1

I = 7 ¢ (asen(bx) —b cos(bx))
1
= T e“*sen(bx+ @)+ C,
va
sisen @ = L cos @ = N
? \/az—i—bzy @ VaZ 1?2
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Otras formulas de reduccidn, por partes

n

. X
1.— Integrales del tipo [, = J \/ﬁ dx, donde n € N.
Tomando u = x™"', se llega a
nlh, = x"'vVa2—-x2+a?n—-1I>,

con la que se recurre hasta Iy = —+v/a2 —x2 + C, o [p = arcsen (%) +C.

2

(ijiaz)ndx,dondenEN,n>1.

(Modo 1). En primer lugar, sumando y restando x? en el numerador, se

2.— Integrales del tipo [, = J

2
tiene I,, = [,_1 — K, donde K,, = J (xz—:—(—az)“ dx . Esta integral K,, se hace
por partes, tomando u = x. Se llega a
X n—3

In = Ino1,
Im_N 2t T 2m_1) ™

con la que se recurre hasta I; = a arctg (%).

(Modo 2). Con el cambio de variable x = atgt, se tiene

1 2n—2
I, = mj(cost) nTedt.

Se aplica reduccién por partes, que ya hemos visto, en esta integral, y al final
X a
el cambio se deshace con sent = ——, cost = ——.
VxZt+a?’ Vx? + a?

Funciones racionales

Una funcién racional (real) de una variable x es un cociente de poli-
nomios en x con coeficientes reales. Si P(x) y Q(x) son dos polinomios y el
grado de P(x) es mayor o igual que el grado de Q(x), haciendo la divisién de
los polinomios se obtiene

donde ahora, el grado de R(x) es menor que el grado de Q(x). La integral
de C(x) es inmediata, asi que en el estudio de la integracién de funciones
racionales nos podemos limitar al caso en que el grado del numerador, P(x),
es menor que el grado del denominador, Q(x).

En tal caso, cuando se conozca la descomposiciéon completa en factores de
Q(x), se usa el método de descomposicién en fracciones simples: el cociente

93
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P(x)
Q(x)

n Av
D aF

k=1

se puede escribir, en general, como una suma de

por cada factor de Q(x) del tipo (x — a)™ (correspondiente a la raiz real a de
multiplicidad n, y

m

Z Bx x + Cy

o [(x— )2 + ﬁz]k

por cada par de raices complejas conjugadas « £ 31 de multiplicidad m de
Q(x). Diversos métodos de célculo permiten obtener los coeficientes Ay , By
y Cx, que estdn univocamente determinados.

La integracidon, despu‘es, delas distintas fracciones simples es asi:

dx =Injx—a|+C
Jx—a
[ dx —1 .
Jo—ar = ot TC A
Ax+B B Alx — ) Ax+B
J (x—x)2 +p2 dx = J((x—oc)z—l—BZJr(x—ocjz—I-Bz)dx

= %1n((x—oc)2+(52) +AO(B+B arctg (%) +C,

haciendo el cambio x — o = 3t en la segunda integral. Y andlogamente,

Ax+B Alx — ) Ax+B
J Xz zkdX_J< Xzazk+ 0‘2 zk>dx
[(x — ) + B?] [(x—a)2+p2]"  [(x— )2+ B
—A

= Ax+B)I(t),
2(k—1)[(x—o¢)2+(52]k*1+( o+ B) I (t)

donde hemos puesto, tras el cambio x —x =1,

dt
bt = | e

integral que ya se ha estudiado antes.

dx.

2 _
Ejemplos. 1.— I= J ( x +5x—3

x+1)(x2 —4)
Proponemos la descomposicién

x2 +5x—3 A B C

(x+1(x2—4)  x+1 +x—2+x+2'
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Cuando Q(x) = (x — a) qa(x) con qq(a) # 0, como en este caso, se tiene

P(x) A R(x)
Qx)  x—a qalx)’

y multiplicando por (x — a) qa(x),

(x —a)R(x)
dalx) al(x)

)

luego, para x = a,

P(a) |

A @

asi en nuestro ejemplo (q_1(x) = x?> — 4, etc.,) resulta

7 11 9
I = §1n|x—|—1|+Eln|x—2|—11n|x+2|.

2.—

I_JM + 25x% 4 6x% — 34x 4 23

N (x —1)2(x+2)3

Cuando Q(x) = (x —a)™(q(x) con m > 1 (y gq(a) # 0) como en este
caso, se tiene

P(x) Ao Aq Am-1  R(x)

A~ o™ xR Td T el

)

luego, multiplicando por (x — a)™,

P
() =Ao+A 1 (x—a)+...+Am_1(x—a)™ T +o((x—a)™")
dalx)
en el entorno de a, de modo que los Ay son los coeficientes del desarrollo
P
limitado (polinomio de Taylor) de orden m — 1 del cociente a (E(X)) en torno
a

al punto a. A veces, como desde luego si q,(x) = 1, este desarrollo limitado
se puede obtener ficilmente.

Otro método practico de cdlculo de estos Ay es ir derivando sucesiva-
mente, y evaluando en x = a, la ecuacién “aproximada”

P(x) =da(x) (Ao + A1 (x—a)+ ... + A1 (x—a)™ ') +o ((x—a)™ ")
~da(x) (Ao +Ar (x—a)+...+Ap_1 (x—a)™ ")

Asi, en el ejemplo,

x4+ 253 4+ 6x2 —34x+23 &~ (x+2)° (Ao +Ai1(x—1))
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x=1 = Ap =1
28x3 +75x2 +12x — 34 ~ Aq (x+2)% +3(x+2)? Ao
x=1 = A} =2

y, por otro lado,

7x* +25x% + 6x% —34x + 23 m (x — 1)? (Bo + B1(x + 2) + Ba(x + 2)?)
x=—2 — Bp=3

28x +75x% + 12x — 34 & (x — 1)%(B1 + 2B (x + 2))

+2(x—1)(Bo + Bi(x +2))

x=—-2 — B; =4

84x? +150x + 12~ 2(x — 1) By + (x — 1)2 2B, + 2Bo + 2(x — 1) By
x=—-2 =— B, =5

. —1 3
Finalmente, I:XT]—|—21n|x—1|—2(x+2)2 —X_|_2+51n|x+2|.
x3—3x+6
3.— I= dx.
J(x2—2x+5)(x—1)2 *
Pongamos la descomposicién
x3 —3x+6 A B Mx + N

(x2 —2x+5)(x —1)2 - (x —1)2 +x71 +x272x+5’

entonces, como en el ejemplo anterior, resultan A =1y B = 0. La tercera
fraccién resulta del calculo algebraico:

x> —3x+6 1 x3—x2 —x+1 x+1

(x2—2x+5)(x—1)2 (x—1)2  (x2—=2x+5)(x—1)2  x2—2x+5"

Luego [ = — 5 + 3 In(x? — 2x + 5) + arctg (351) + C.

x—1
4.— Dejamos estas dos integrales como ejercicio. Se puede hacer una descom-

posicién en fracciones simples del tipo A/(x — a) para cada raiz a, real o
compleja.

dx 1 (x—1)3 1 2x + 1
:—1 - - - -
Jo% - am () - (B) <
J dx 1 o x2 +4/3x+1
X6 +1 44/3 X2 —/3x+1

—I—%arctgx—l— %arctg(Zx—\/g) + 1garctg(ZX—i—\/g) +C.

Para integrar fracciones cuyo denominador tiene raices complejas multi-
ples puede llevar menos trabajo el método siguiente. Incluso para la fraccién
“simple” de ese caso supone un método alternativo a los ya vistos.
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Método de Hermite

Sean P(x) y Q(x) dos polinomios tales que el grado de P(x) es menor
que el grado de Q(x). Sean H(x) =mcd(Q(x),Q’(x)) ¥ M(x) = Q(x)/H(x).
Entonces (Ch. Hermite, 1873 se pueden encontrar de modo tnico dos poli-
nomios h(x) y m(x), con coeficientes indeterminados y de grados una unidad
menos que H(x) y M(x), respectivamente, tales que

[0 g - B0, [mix)

QX T HX ) M)

Los coeficientes de h(x) y m(x) se determinan por identificacién, derivando
esta igualdad y reduciendo las fracciones a comin denominador. La fraccién
integrada es la parte racional de la integral, y la integral que queda es su parte
transcedente (los logaritmos y arcos tangente).

Por ejemplo,

J’ dx _ —X _gJ dx
(x3—-12  3x3—-1) 3)x3-—1

Jx6+2x4+2x33x22 x3 41

B2 +1)2 X = m+ln|x|+arctgx+c

Funciones trigonométricas (1I)

Veamos unos cambios de variable que convierten en una integral de una
funcién racional la integral genérica

J-R(sen x,cosx) dx,

donde R(x,y) es una funcién racional de sus dos variables, es decir, un cociente
P(x,y)/Q(x,y) donde P(x,y) vy Q(x,y) son polinomios en x e y .

. . . . X .
(a) Siempre se racionaliza con el cambio tg (E) =1, por el cual se tiene

2t 1—t2 2dt

semx = Ty YT Tye

(b) Pueden ser mas ventajosos los cambios siguientes:
(I) Si R(—x,y) = —R(x,y) : cambio cosx =t;

(IT) Si R(x,—y) =—R(x,y) : cambio senx =t;
(III) Si R(—x,—y) = R(x,y) : cambio tgx =t.
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Que agotan las posibilidades para la funcién R, pues

R(X,U) - R(—X»y) + R(X»U) + R(—X,—U) + R(*X,y) - R(*X, 71:])
2 2 2

R(x,y) =

y los sumandos son, respectivamente, de los tipos (I), (III) y (II).

Ejercicios. Calcular las integrales:

senx + cos x V2 ( 2 — /2 cosx + /2 senx )
lo + C

— dx = —
1 + sen(2x) 4 — /2 cosx + /2 senx
cos(2x) B Q log V2 + sen(2x) L
V2 — sen(2x)

cos* x +sentx 4

1 1
dx =

1
(1 + cosx)senx x 2(1 + cosx) é_l

og(1 +cosx) + ;‘log(l —cosx)+ C

J
Funciones irracionales

1.— Integrales del tipo JR (x,x“‘ /dv ,x“"/dk) dx, dondelos ni/d; € Q
v R es una funcién racional de k + 1 variables.
Se hace el cambio x = t™, donde M = mcm(dy,...,dy).

1
Ejercicio. Calcular la integral dx
J & Jfﬂ—l—x—{‘ﬂ—l—x

2.— Integrales del tipo JR (x,y“‘/d‘ yeon ,y“k/dk) dx, donde los ni/d; €
ax+b ., . .
Q,y= o~ d con ad—bc # 0, y R es una funcién racional de k+ 1 variables.
Se hace el cambio y = tM, donde M = mcm(d;, ..., dy ).

1\3 1
Ejercicio. Calcular la integral J <i> dx
x—1 x+1

3.— Integrales del tipo JR (x, VvV ax? + bx + c) dx donde R es una funcién

racional de dos variables.

(a) Cambios trigonométricos. En primer lugar se completa un cuadra-
do a partir del trinomio de segundo grado, del modo siguiente:

5 b \* 4ac—b?
ax“+bx+c =alx+—] +——,
2a 4a
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. b . .
y entonces, con el cambio x + I u la integral se lleva a uno de los tipos
a

(T-I) JR(u,\/AZ—uZ) dx : u = Asent.
(T-11) JR(u,\/AZ +u2) dx © u = Atgt, obien u = A Sht.
(T-11I) JR(u,\/uZ—AZ) dx © u = - obien u — A Cht.

cost

que se racionalizan con los cambios indicados.

(b) Cambios de Euler. Se puede encontrar la interpretacién geométrica
que da origen a estos cambios, que también racionalizan estas integrales, en
Puc AbpaAwM, opcif pig. ®.

(B-I) Sia >0, vax2+bx+c = txy/a+t.
(B-1I) Sic > 0, Vax2+bx+c = tx++/c.

(B-III) Sia < 0yc <0, ¥ ax? +bx+c = alx—a)(x—B),

vax2 +bx+c = (x—a)t.

(c) Noticias del método de Abel. El matemdtico noruego N. H Abel
(1802-1829) desarrollé un estudio original, meramente analitico, sobre la ra-
cionalizacién de estas integrales, mostrando cémo eran reducibles a ciertos
tipos, y cdmo racionalizar cada tipo. Se puede ver su método, completo, en
el libro de KLAMBAUER. Presentaremos s6lo unas instantaneas:

(A-I) SiP(x) es un polinomio en x, entonces

P d
JLM = q(x)\/ax2+bx+c+?\J—x,
VvaxZ +bx+c¢ VvaxZ +bx+c¢

donde q(x) es un polinomio con coeficientes indeterminados de grado una
unidad menos que el grado de P(x), y A es una constante. Esta constante, y
los coeficientes de q(x), se determinan derivando la igualdad anterior.

(A-II) Sea m € N. Una integral del tipo

J dx
(x — o)™+ ax?Z +bx + ¢

. . . 1
se reduce al tipo anterior con el cambio x — & = T
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(A-III) Sea m € N. La integral

dx
(aXZ + bx + C)(2m+1)/2

se racionaliza con el cambio de Abel

! 2
t = (\/axz—l—bx—l—c) = LﬂLb.
2+ ax? +bx+c

(A-IV) Seam € N. La integral

J X
(xZ2 +A)™ yJax? + B

dx

se racionaliza con el cambio 1/ox?2 + 3 =t. Y la integral

dx
J (x2 +A)™ /ax? + B
7
se racionaliza con el cambio de Abel ( ax? + B) =t.

Ejercicios. Calcular las siguientes integrales, probando mds de uno de los
cambios estudiados:

[ X
1.— VX% +4x +3dx 2.— Jidx
J Vx?+4x+5
3.— édx 4.— J dx
V—x?+6x—5 (x—2)vV—x2+4x—3
s [x+3 4 6 stixﬂb(
C VeI ¥ ax—3 ' X2 +2x +2
7.— dx dx 8.— ‘[%
J(x—=1Pvx2 —2x—1 (2x2 —x 4+ 2)7/
9.— X+ 1 dx 10.— dex
' (x2 +1)2/x%2+2 ) x6




...“Hay que disponer de
una tabla de secantes de
los dngulos de 0° a 90°,
de minuto en minuto.
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la suma de los valores de
la tabla para los dngulos
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la longitud de una milla
de ecuador en el mapa”.

(Para construir un ma-
pa en proyeccion Merca-
tor.)
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Vamos a definir integrabilidad (e integral definida) de una funcién
real f(x) acotada en un intervalo cerrado y acotado [a,b], usando
en primer lugar el procedimiento de G. Darboux en su Memoria sobre las
funciones discontinuas, de los Annales’ de ! Ecole normale supérieure de
Paris, 1875 El trabajo epénimo de esta seccién es la tesis de habilitacién
para la Universidad de Gotinga de Bernhard Riemann (18261866) en B 4,
titulado Sobre la posibilidad de representar una funcién mediante una serie
trigonométrica, que no se publicé hasta 186

“Cauchy ya habia establecido criteriassimvaidade una in-
tegral definida como el limite de ciertas sumas, y probado que dicho
limite siermpté e 10 cuando la funcidon es continua. Riemann hizo una
impresionateese” on al serialar questencia de tal |” wmite no se
confinaba a los casos de continuidad. (Cita de F. CaJoRri, A Histgro f
Mathematics, Chelsea, 1991, pdg. 421.) !

Particiones. Sumas superior e inferior

Una particion P de [a,b] es un conjunto finito de puntos de [a, b] que
incluye los puntos a y b. Se denota por P ={x¢,x1,... ,Xn}, donde a = x¢ <
X1 < ... < Xxn = b. Los subintervalos de la particién P son los intervalos
[xj—1,%;], de longitudes x; — xj_7, para j = 1,...,n. La norma de la
particién, ||P||, es el mdximo de las longitudes de sus subintervalos.

Un refinamiento de la particién P es cualquier otra particién Q de
[a, b] que contenga a P. Dos particiones P y P’ de [a, b] siempre admiten un
refinamiento comiin, por ejemplo, la particién P U P'.

Sea f(x) acotada en [a, b] compacto. Sea P una particién de [a, b] y sean

my = inf{f(x)[x € [xj_1,%]}, M; = sup{f(x)|x € [xj_1,%]}.

Se definen, y esto se debe a Darboux:

n
la suma inferior de f asociada a P: s(f,P) = Z m; (x5 —x5-1);
j=1

n
y la suma superior de f asociada a P: S(f,P) = Z M; (x5 —x5-1) .
j=1

Es claro que s(f,P) < S(f,P) VP. La propiedad principal de estas sumas es la
expuesta en el siguiente

Lema. Para cualquier par P,Q de particiones de [a,b], se tiene s(f,P) <

S(f,Q).

1 La primera edicién de este libro es 8631 E
esta cita de JW. L. d aisher (1848-D2§
thatnoudject bses noréha madthatic byny att

n la pagina de portada se puede leer
, del ®i nity College de Cambridge: “I amuge
empt to dissociate itrtbm gthi  story.”
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Demostracién. ¥ remos que, bajo refinamiento, las s pequefias crecen y las S
grandes disminuyen. Esto dard la conclusién, pues serd:

s(f,P) <s(f,PUQ) = S(f,PUQ) = S(f, Q).

Para ello, es obvio (induccién) que basta considerar el caso en que refinamos

una particién TT a’hadiéndole un solo punto. Sea, pues, IT = {x0,X1,... ,Xn},
y O =TTu{u}={x0,x1,... ,Xk—1,W, Xk, ... ,Xn}, donde u € [xx_1,xk];
el t emino se reemplaza por la suma

(1) mulxie —xx—1) (2) i w—xx—1) + p2(xx —u)
en s(f,TT) en s(f,0)

siendo uq, 1y, respectivamente, los infimos de f en los subintervalos [x;_ 1, u]
y [u,xx] de ©. Pero my < min{pu;, ny}, luego (1) < (2), y ya estd probado.

Al pensar en un significado geométrico para las sumas inferiores y supe-
riores de una f >0 en [a, b], se ve que las primeras serian aproximaciones por
defecto, y las segundas por exceso, de la posiblemente existente drea com-
prendida entre la curva y = f(x) y el eje de abscisas en dicho intervalo. Y que
existird un nimero que mida ese drea cuando no haya hueco entre estos dos
tipos de aproximaciones. Esto nos lleva de manera natural a comprender las
definiciones que vienen ahora.

Integrabilidad. Integral

(I1) Sea facotada en el intervalo acotado [a,b]. La funcién f es integrable
(en el sentido de Darboux) en [a,b] si (y sélo si) Ve > 0 existen P., Q.
particiones de [a, b] tales que S(f,P.) —s(f, Q) < ¢.

Notas 1.— Considerando refinamientos comunes (se podrd desarrollar esta
demostracién como ejercicio), se puede reformular la definicién asi:

f es integrable (en el sentido de Darboux) en [a, b] si (y s6lo si) Ve > 0
existe una particién P, de [a,b] tal que S(f,P.) — s(f,P.) < ¢.

2.— Asi pues, la integrabilidad se investiga estimando la pequefiez de las sumas
finitas

n
S(f,P)—s(f,P) = Y (Mj—my)-(x; —x;_1).
i=1
(I2) Sea f acotada en [a,b] compacto. Se definen
b
la integral inferior de f en [a,b]: J f =sup{s(f,P)},
Ja P

b
y la integral superior de f en [a,b]: J f= i]r;f{S(f,P)} :
a
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los anteriores supremo e infimo existen pues {s(f, P)} estd acotado superior-
mente (por cualquier S grande) y {S(f, P)} estd acotado inferiormente (por
cualquier s pequefia). Y la extensién de las desigualdades a los extremos prue-

b b
ba que siempre se va a cumplir J f< J f. Hs un ejercicio de detalle probar
a a

el siguiente hecho, que caracteriza la integrabilidad y se podria haber dado
como primera definicién de la misma:

b b
Proposicién. La funcién acotada f es integrable en [a,b] < J f= J. f.
Ja a
Este segundo acercamiento a la nocién de integrabilidad proporciona
ademds el concepto de integral definida de una funcién acotada: Si la funcién
b b b
f es integrable en [a,b], el valor comtin de J fy J f se denota por J f, 6
a

a a

b
bien J f(x) dx, y se llama la integral de f en [a,b].

a
Ejemplos

1 sixeQ
0 six¢Q

1.— La funcién f(x) = { no es integrable en ning ‘m intervalo

[a,b].

b
f=0, vy S(f,P):b—a:>J f=b—a.

a

b
Pues VP, s(f,P)=0= J

a

2.— La funcién f(x) = 1 es integrable en [a,b], (0 < a <b).

x
Sea P, la particién del intervalo [a, b] dada por

(b —
Xj:a‘I‘M, j=0,1,...,m.
n

La funcién f es decreciente en el intervalo, luego

S(f,Pn) — s(f, Pn) = 2—9 [(l+l+...+ ! )—(l+1—+...+1)]

n a X Xn—1 X1 X2 b

(b—a)?
" nab

)

1
y f(x) verifica la definicién (I1), pues lim — =0.

n—oo N
° dx .
Sea entonces, de acuerdo con (I2), | — = Agp- Si0 < b < a, defina-
X
mos Aqp = —Ap,q - Son de facil compro’gacién las propiedades:

(i) Aap +Ap,c =Aqc Vabc>0.

103
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(i) Asaso = Aap Va,b,s>0.
(iii)A]yab =A1ya+A1yb Vab>0.

De hecho, se puede definir, para x > 0, la funcién logaritmo neperiano Probar las desigualda-
por Inx = Ay x. La (iii) anterior da la ecuacién funcional de toda funcién des (0 < a <b):
logaritmica, y el niimero e es el tnico para el que A =1.

— b—a
) b 1 1 ab < Inb—Ina
3.—Set1eneJ Sdx=—-—-,(0<a<b).
a X a b < a+b
Sea P = {xo = a,x1,...,Xn, = b} una particién cualquiera del intervalo -2

[a,b].

S(1,P) = s(F,P) = 3% —x51) (% - l) <Py (L - lz)

j—1 j =1 \5-1 %

¢ a?b?

luego para cada ¢ > 0, si P. es una particién tal que|| P.|| < bT a2 S
—a

cumple S(f,P.) —s(f,P:) < €.
Por otra parte, las desigualdades
1 1 1

—2< <2— Vj=1,2,...,n
%] XX-1 0 X

dan, para toda particién P:

=

Ko
|
o

Jb dx 1
luego = ==
a X a
Condiciones suficientes de integrabilidad. Ejemplos

En primer lugar, monotonia y continuidad son, cada una de ellas, condi-
ciones suficientes para que una funcién sea integrable:

Proposicién 1. Si f es acotada y monétona en [a, b], entonces f es integrable
en [a,b].

Demostracién. ( En el ejempl&n  terior se han seguido los mismos pasos que
ahora en este caso general.)
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Supongamos por ejemplo que la funcién f es creciente, sea ¢ > 0, y sea
P. ={x0,X1,...,Xn} una particién cualquiera de [a, b] que verifique

£

Pl o=t

Como en cada subintervalo [x;_1, ;] son (finitos) M = f(x;) y m; = f(x;j_1),
resulta:

S(f,Pe) — s(f,Pe) Z (x5) — fx;— 1)] Xj — Xj—1 <||P||Z (x5) — f(xj— 1)]
j=1
€

Proposicion 2. Si f es continua en [a, b], entonces f es integrable en [a, b].

Demostracién. Como [a,b] es compacto, ya sabemos que f es uniformemente
continua en [a,b]. Sea P = {xo,x1,...,Xn} una particién de [a,b]. Por el
teorema de Weierstrass, los extremos M; y m; de f en el subintervalo [x;_1, X;]
se alcanzan en puntos y;, z; de dicho subintervalo.

Asi pues, Ve > 0 35(e) > 0 tal que, si ||P|| < 6(¢), entonces

£

M; —my = fly;) —f(z) < — j=1..,n
Luego para una P asf se va a tener:
n
S(f,P) —s(f,P) —Xj_1) = ¢€
Ejemplo 4.— La funcién f(t) = et es integrable en [0,x] Vx > 0. Lo cual

X

define la funcién (no elemental) Erf(x) = ﬁ J eV dt. (Funcién error,
0

da las 4reas bajo una campana de Gauss.)

Proposicién 3. Si f es integrable en [a, b], f([a,b]) C [, B] ¥ g es continua
en [, B], entonces g o f es integrable en [a, b].

Demostracién & rla en M DE GUzMAN Y B. RuBIO, Problemas, conceptos
y métodos del andlisis matemdtico, vol. 2, Pirdmide, Madrid, 1992, pdgs. 18
y ss. Como una aplicacién de este resultado, resulta la integrabilidad (en un
intervalo acotado) de la funcién |f| cuando f sea integrable en el mismo.

Proposicion 4. Si f es acotada en [a,b] y el conjunto de sus puntos de
discontinuidad es numerable, entonces f es integrable en [a, b].

Demostracion N o la vemos, pero puede ser un pequeiio ejercicio despu ‘es de
leer el siguiente
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0 six€Qdbsix=0,
Ejemplo 5.— La funcién f(x) =< 1 | P . . es integrable
a six = a irreducible,

1

en[O,H,yJ f—o.
0

Para toda particién P, la suma inferior asociada es 0. Veamos que Ve > 0
podemos encontrar una particién P. de [0, 1] tal que S(f,P.) < ¢:
Si ¢ > 1, cualquier particién sirve. En otro caso, el conjunto de pun-

tos {x e [0,1]: f(x) = % } es no vacio y finito, digamos que es el conjunto
{r1,72,...,7m = 1}. Sea h € N tal que zih <min{ry, T2 —T1,... ,Tm—Tm_1}-
Consideremos la siguiente particién, llamémosla N, del intervalo [0, 1]:

€

£
{XOZO,X1:T1 X2:T1+W,...,X2m,1=1—W‘X2m=1}.

£
BPIEaE

Se tiene, y con esto terminamos:

2m
£
SIN) = 3 Milxi—x0) = 3 43 <50 3 (x5t
j=1 j impr  j par j impr
3 g-27 M
+]-‘Z(Xj—Xj,1)<z.]+].]_l < €.
j par 2

1 si0<x=<1
Ejercicio. Probar que la funcién f(x) = X+ s? x=" es integrable
2—x sil<x=<2,

en [0, 2] y hallar su integral.

Sumas de Riemann
Presentamos ahora la definicién original de Riemann de integrabilidad e
integral de una funcién:

Sea f una funcién definida en [a, b], y sea P = {x0,x1,... ,Xn} una parti-
cién de [a,b]. Una suma de Riemann de f (asociada a P) es cualquier

o(f,P) = Zf(ij)'(xj—qu), con & € [x-1,%].

=1

(Cuando &; = xj_1, la o(f,P) es la suma de Cauchy.)

Se dice que el ntimero U es el limite de las sumas de Riemann de f en
[a,b] cuando Ve > 038 > 0 tal que si P es una particién de [a, b] con ||P|| < 9,
se tiene |o(f,P) — U| < ¢ para toda o(f,P), es decir, para toda eleccién de
los &; en los subintervalos correspondientes de P. Se escribe, entendiendo el



3.2 LA INTEGRAL DE RIEMANN 107

n
significado, U = | lim Zf(ij) - (x; —xj—1). (Se puede probar que si este
=1
limite U existe, es 1nico.)
(I3) La funcién f es integrable (en el sentido de Riemann) en [a, b] cuando
existe el limite U de las sumas de Riemann de f en [a,b]. Entonces, la
integral de f en [a,b] es ese niimero U.

En el préximo teorema, debido a P. Du Bois-Reymond y a Darboux, se
prueba que las construcciones de la integral por Darboux y por Riemann son
equivalentes. Nuestra demostraciéon estd tomada de G. PEDRICK A First
Course in yhisal Springer, 1994.

Teorema de Darboux. La funcién f es integrable (en el sentido de Riemann)
n

en [a,b], vy Hlllﬁmo f(&) - (xj —xj—1) = U si y s6lo si f es acotada en [a,b],
—
j=1

b
integrable (en el sentido de Darboux) en [a,b], y J f=1U.

a

Demostracién Primeramente, f debe estar acotada en [a, b], pues
si no, V € N, si P,, es la equiparticién de [a,b] en n subintervalos iguales,
f dejard de estar acotada en alguno de los subintervalos de P,,, existiendo
&n,Mn , ambos en dicho subintervalo, tales que f(&,) —f(nn) > n (pues si no,
en particular |f(x;) — f(&)] = n V& € [xj_1,x;], de donde| f(&)]| = n + [f(x;)],
y f estaria acotada en [xj_1,%;]).

Y si se forman dos sumas de Riemann de la funcién f asociadas a esa par-
ticién, una, o(f, Py ), en la que se elige &,, en el subintervalo de no acotacién,
y otra, ¢’(f, Py ), en la que se elige 1, siendo los mismos los puntos elegidos
en los demds subintervalos, se tendria

(Y(f)Pn) - Gl(f)Pn) > b-— a,

contra la hipétesis de existencia de limite para las sumas de Riemann.

En segundo lugar, veamos que f cumple la definicién (I1) de integrabili-
dad: Sea ¢ > 0; por hipétesis 35 > 0 tal que|| P|| < & = |o(f,P) — U| < é_i’ o

bien U — é_i <o(f,P)<U+ Z_El’ para toda suma de Riemann o(f, P).

Sea P ={xo,x1,...,xn} tal que|| P|| < &;

. €

m; = [in:[}f‘xj]{f(x)} = 3y € [xj_1,%] tal que f(u;) < m; + o _a)

M; = sup {f(x)} = 3vj € [xj_1,%;] tal que f(v;) > M; — ;;
[xj—-1,%;5] 4(b—a)
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3 i) —x-1) = 01 (f,P) < s(f,P) + 3,

Luego se tiene:
U—S < o1(f,P)— & < s(f,P)=S(f,P) < o2(f,P)+ & < U+ &
2 1 ) 4 ) - ) 2 ) 4 2)

de modo que

S(f,P) —s(f,P) < ¢,

y f es integrable (en el sentido de Darboux).

Ademads, también se tiene entonces

b

u-=< < s(f,P)SJ f<S(f,P) < U+ <,
2 a 2
luego
b b
Jf—u < g, yestoV£>O:>Jf—U:0.
a a

Dado ¢ > 0, sea P. una particién (fija desde aqui) de [a,b] tal que
S(f,P) —s(f,P.) < 5.

Vamos a probar que 36 > 0 tal que si Q es una particién de [a,b] tal que
||QJ| < 8, toda suma de Riemann o(f, Q) verifica:

)

s(f,Pe) = 3 < 0lf,Q) < S(f,Pc)+

W[ m

b b

f| < ¢, y por lo tanto, que J f es

pues con ésto, se va a tener |o(f,Q) — J
a

a
el limite de las sumas de Riemann de f en [a,b].

Sea P. = {x0,x1,... ,%n}; sea Q = {yo,Y1,... ,Ym}; elijamos un u; €
[yj—1,y;] paracadaj=1,...,m, y consideremos la suma de Riemann

o(f,Q) = > flw)- (yj —vj1);
j=1
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supongamos como primera condicién que la norma de Q es menor que la
mitad de la longitud del mds pequefio de los subintervalos de P, ; entonces
cada subintervalo [x;_1,x{] contiene al menos a uno de los u;, con lo cual,

G(ﬂQ)Z( > f(uj)-(yj—yj1)><ZMi-Z (Y5 —yj—1)
i=1

i=1 j tal que j tal que
uj Elxi—1,xil ujEhxi—1,xil

=) Mi((xi—xio1) +21Ql) = S(f,Pe) +2[1Qll }_ M.
i=1

i=1
(Se entenderd que M; representa al supremo de los valores de f en [xi,xi—1].)
n

Ahora, si Z M; <0, se tiene o(f, Q) < S(f,P.) + % sin més. En otro caso,

i=1
£

- .
6ZMi

1=1

esta dltima desigualdad se cumple cuando ||Q]| <

De modo anélogo se llega a

o(f,Q) = s(f,Pe) =2 [|Q > m:.
i=1

n
Y aqui, si Zmi <0, se tiene o(f, Q) > s(f,P.) — % sin mds. Y en el otro

i=1
£

T .
6Zmi
1=1

Las, en general, tres condiciones sobre ||Q|| proporcionan el niimero 5 > 0
requerido, y la demostracién queda completa.

caso, la misma desigualdad se cumple cuando ||Q|| <

Desde aqui representaremos porR [a,b] la clase de las funciones integrables
en [a,b].

El criterio de integrabilidad de Riemann

La proposicién siguiente aparece en la memoria de Riemann citada al
comienzo de esta seccién. La versién que presentamos (con ayuda de la que
da PEDRICKe n su libro) respeta, salvo en lo que se refiere a una parte de la
notacidn, el enunciado original.

Proposicién. Sea f acotada en [a, b], con supremo e infimo M y m respec-
tivamente. Entonces, f € Rla,b] < Vo >0y s > 0, 3d > 0 tal que, si
P = {x;}]-, es una particién de [a, b] tal que|| P|| < d, entonces

Z(xk—xk,1) < s, silendo K = {k € {1,2,... ,n}: My —mg > o},
keK
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donde My y my son el supremo e infimo de f en el subintervalo [x;,xi_1] de
la particién P.

Demostracion. Cuando f es integrable, dados 0 >0y s > 0, 3d > 0 tal
que, si P ={x;}i'; es una particién de [a, b] tal que|| P|| < d, entonces

Z(Mi —my) (x; —xj—1) < so.
i=1

Pero, si K es el conjunto de indices del enunciado,

n
> (M —x1) 2 ) (Mi—mi)(xk =X 1) 20 ) (e —xi1),
i=1 kEK keK
luego Z (xx —xKk_1) < s, como se queria probar.
keK
[&]Dado ¢ >0, sean 0 = m >0ys= m > 0. Por la hipétesis
de esta implicacién, 3d > 0 tal que, si P = {x; })TLO es una particién de [a, b]

tal que|| P|| < d, entonces, siK:{kE{l,Z,... n}: Mk—mk,z(b a)},

£

Z(Xk—xk—1) < m

kekK

Con lo cual,

S(f,Pe) = s(f,Pe) = Y (Mic—mi)(xx — xic1) + ) (M —my)(x5 —x;1)

k€EK jgK
£ £
<Mem M T P

luego f es integrable.

Ejercicio. Aplicar el criterio anterior a la funcién

1 1
f(x): by S]'TL—H< SE’
0 six=0.

Nota.— Con algo més de trabajo t &nico (verlo, por ejemplo, en MS®w  AK
Cdlculo en variedades, Reverte, 190, pgs. 46 y ss.), se llega a probar el
criterio de integrabilidad de Lebesgue:

f € Rla,b] & f es continua en casi todo punto x, es decir, si el
conjunto de los puntos de discontinuidad de f tiene medida 0, lo que quiere
decir que para todo ¢ > 0 dicho conjunto queda cubierto por una sucesién de
intervalos cerrados cuya suma (serie) de longitudes es menor que ¢.
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3.3 TEOREMAS DEL CALCULO INTEGRAL

Propiedades basicas

Proposicion 1. Sea ¢ € (a,b); se tiene f € Rla,b] & f € Rla,c] ¥

f € Rlc,b]l. Y
b c b
[e=[ e[
a a c

Demostracion. Dado ¢ > 0, sea P una particién de [a,b] talquec € P y
S(f,P)—s(f,P) < e. Los x; € PN [a,c] hacen una particién A de [a,c], y los
x; € PN [c, b] hacen una particién B de [c,b]. Se tiene
S(f) P) - S(fv P) = (S(ﬂ[a,c] vA) - S(ﬂ[a,c} )A))
+ (S(flic,v1 ,B) — s(flie,01,B)) < €,
luego cada paréntesis (que es no negativo) debe ser menor que ¢ .
Dado ¢ > 0, sean P. particién de [a,c] y Q. particién de [c,b] tales

€ 13
que S(ﬂ[a,c] ,Pe) — S(ﬂ[a,cJ ,Pe) < z y Sl(ﬂ[c‘b] »Qs) - Sl(ﬂ[c,b] )Qa) < 3.

2
Entonces,
(S+ SI) —(s+ SI) = S”(fyPa ) Qe) - Sll(fape UQe) < ¢,
luego f es integrable en [a, b].

b
Y J f, que es el 1inico nimero comprendido entre las S” y las s”, es pues

a
igual a la suma de los tinicos nimeros comprendidos, respectivamente, entre

c b
las S v s y entre las S’ y las s/, quesonJ ny f.

a C

a b a
Ahora, con las definiciones J f=0y J f = —J f cuando b < a

b
y f € R[b, al], se sigue la igualdad ?le aditivida& de la integral respecto del
intervalo de integracién:

b c b
[l
a a c
para todos los nimeros a,b,c, cuando f sea integrable en el mayor de los

intervalos que forman.

Proposicién 2. Suponer que f,g € R[a,b], y A € R. Se verifican:
b

(i) f+ g € Rla, b] bi(f+g):ij+Jag.
b

(Af) :?\J f.

a

a
b

(i) AMf € Rla,bl vy J

a
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b b
(iii) Si f < g en [a, b], entonces J f< J g.

a
b b
J f SJ f] .
a a
b
|
a

b \Z /b \?2
< (J f2> . (J gz> (Desigualdad de
a a

1 f
(vi) Si a estd acotada en [a, b], entonces 5 € Rla,b].

(iv) |f| € Rla,b] y

(v) fg € Rla,b] y

Schwarz).

Demostracién. (i), (ii) y (iii) (considerar aqui g — f) resultan sencillas consi-
derando sumas de Riemann.

(iv) Ya se ha visto que| f| € R[a,b] (por cierto, que puede ser que| f| €
Rla,b] y f no sea integrable, por ejemplo f(x) = —1six € Qy f(x) =1 si
x € Q). La desigualdad sale de aplicar (iii) en — |f| < f < |f|.

(v) Como fg = 1 ((f+ g)* — (f— 9)?), y h € Rla,b] = h? € Rla,b],
por ser h? la composicién de una funcién continua y una integrable, resulta
fg € Rla, b].

Desigualdad de Schwarz¥Y A € R se tiene, por (iii),

o< (g -2 = 22 (J 92) -2 (J fg) : (Jf> |

luego el discriminante de esta ecuacién de segundo grado en A debe ser nega-
tivo.

(vi) Por hipétesis, existen constantes positivas c y C tales que ¢ < |g| < C;

luego (composicién de continua e integrable) — € R[a, b], y aplicar (v).
9

Ejercicio. Probar que si f es continua en [a,b], f(x) > 0 para todo x y

b
J f =0, entonces f(x) = 0 para todo x € [a,b].

a

Teorema fundamental del calculo. Regla de Barrow

X

(TFC) Teorema. Sea f € R[a,b], y sea F(x) = J f para cada x € [a,b]. Hallar f(x) si

a

Entonces: " (x) =
(i) F es continua en [a, b]. 1
(ii) Si ademds f es continua en xo € [a, b], entonces F es derivable en x, V1 fsenZx

y Fl(x0) = f(xo0).
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Demostracién. (i) Supongamos |f(x)| < M en [a,b].

—(x—a)-M <= fo < (x—a)-M

L six —a’ 1
0 < lim F(x) < 0
x—at

luego F es continua por la derecha en a.
Sean y,z € (a,b], y < z; se tiene

|
y

luego F es uniformemente continua, y en particular es continua, en (a, b].

IF(z) - Fy)] = sj = M(z —y),

Y

(ii) Veamos que F/ (xo) = f(xo) (andlogamente, F’ (xo) = f(xo)). Sea h > 0:

xo+h
—f(xo) = — J [f(x)—f(xo)] dx) .

h h

X0

F(xo +h) — F(xo) 1 <

Ahora, como f es continua en xo, dado ¢ > 0 35 > 0 tal que si |x — x| < 9,
entonces | f(x) — f(xo)| < ¢; luego, si0 < h < §,

‘F(XO—I'h)_F(XO) —flxo)| = [f(x) = flxo)| dx < <= = ¢.

1 JXQ-H’L ch
h

X0

29

Consecuencias. (i) Si f es continua en [a, b], la funcién F(x) = J f es una

primitiva de f en [a, b].
(ii) Si g es derivable, Im(g) C [a,b] y f es continua en [a, b],

a

9(x)
- <J f(t dt) = 1(olx)) - o'(x).

g(x) Y
Demostracién. (ii) Sea H(x) :J f =F(g(x)), donde F(y) = J. f. Aplicar

a a
la regla de la cadena.

Regla de Barrow (I). Sea f continua en [a,b] y G una primitiva de f en
b

[a, b]; entonces, J f=G(b)—G(a).

Demostracién. Pues F(x) = | f es otra primitiva de f en [a, b] ; y asi, por una

consecuencia del (TVM) dife(;encial, F(x) = G(x) + C para todo x € [a,b].
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Para x = a resulta C = —G(a) ; luego

Regla de Barrow (II). Sea f € R[a,b] y supongamos que existe una funcién
b

F primitiva de f en [a, b]. Entonces, J f =F(b) — F(a). Jb f(x) dx J

a
Demostracién. Sea P = {xo,X1,...,%Xn} una particién cualquiera de [a,b]; = F(b)—F(a)

aplicando el (TVM) diferencial en cada subintervalo, o
(Leibniz)

F(b) —Fla) = > (Fix;) —F(x1)) = D> f(&)x—x1),

j=1 j=1

lo que es una suma de Riemann, digamos o(f,P). Como s(f,P) < o(f,P) <
S(f,P) y f es integrable, se sigue la conclusién.

Consecuencias. (i) (Férmula de integracién por partes.) Si u,v son
derivables en [a,b] y u’/,v’' € R[a, b], se tiene

b b
J uv'+J uv = u(b)v(b) —u(a)v(a).
a a

(ii) (Férmula del cambio de variable.) Sea u: [a,b] — [, 3] estrictamente
mondtona, derivable y con derivada u' € R[a,b]; sea f continua en [a,b].
Entonces,

& b
[ fax = [ ) wioa,

X
Demostracion¢s i) Las funciones u y v son continuas, luego integrables.
Sea g = wv; ¢’ = u'v+w' € Rla,b], luego por la regla de Barraw (II),

b
J o' = g(b) —g(a).

a
Y

(ii) Para cada y € [«, ], sea F(y) = J f; aplicando (TFC), se tiene que
x

F'(y) = f(y).
Para cada t € [a,b], sea g(t) = F(u(t)). Por la regla de la cadena,
g'(t) = f(u(t)) u’(t). Aplicando la regla de Barrav (II),

b b
J f(u(t))u'(t)dt:J g'(t)dt = g(b) — g(a)

a a
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Teoremas del valor medio para integrales

(TVM1) Teorema. Si f es continua en [a, b], entonces existe ¢ € [a, b] tal
b

blaLf:f(c).

Demostracién Si f es constante, el teorema es trivial. Si no, sean m y M los
valores minimo y méximo, respectivamente, de f en [a,b]. De m < f(x) <M
se obtiene, integrando en [a, b],

que

b b
m(bfa)<J-f<M(bfa) Soom < 1 Jf<M,

a b—a a

y de la propiedad (TVI) de las funciones continuas se sigue la conclusién, con
c € (a,b) en este caso.

Es sencillo arreglar esta demostracién para probar un resultado més ge-
neral, del que el anterior es el caso g(x) = 1 para todo x:

(TVM1G) Teorema. Si f es continua en [a,b], y g es no negativa e inte-
b

fg=f(c>J 0.

grable en [a, b], entonces existe ¢ € [a, b] tal que J
a

a

El resultado siguiente se suele llamar segundo teorema del valor me-
dio del célculo integral:

(TVM2) Teorema. (i) Sea f >0 y decreciente en [a,b]; sea g € R[a,b].
Entonces,

b c
J fg = f(a)J g paraalgmc € [a,b].

a a

b b

fg:f(b)J 9.)

C

(Y si f =0 y creciente, dc € [a, b] tal que J

a

(ii) Si f es mondtona y g es integrable, se tiene

b c b
J fg = f(a)J g+ f(b)J g paraalg'mc € [a,b].

a a c

La demostracion de este resultado requiere un detalle técnico que solamente

dejamos enunciado. Puede encontrarse una demostracién en el libro citado

deG uzMAN Y RUBIQ

Lema de Abel-Bonnet. Sea f > 0 y decreciente en [a,b]; sea g € R[a,b];
X

sean m y M los valores extremos de la funcién (continua) J g en [a,b].
Entonces, :
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b
Demostracién de (TVM2). (i) Aplicando el lema, J fg = uf(a) con p €

a
X

[m,M]; ahora, por ser J g continua, y aplicando (TVI), existe un ¢ € [a, b]

a
C

tal que = J g.
a

(ii) Supongamos que f sea decreciente; entonces la funcién f(x) — f(b) es no

negativa y decreciente también; aplicando la parte (i) de este teorema, se sigue

que existe un c € [a, b] tal que

b
J (f(x) — £(b)) glx) dx = (f(a)—f(bJ)J o(x) dx;

luego

b

beg - f(b)jbg = (fl) 1) [ o = fa)[ g+ 10| 0.

a a a a C

3.4 APLICACIONES GEOMETRICAS

Desarrollaremos ahora los métodos préacticos de cédlculo, mediante inte-
grales definidas, de 4reas de recintos planos, longitudes de arco y volimenes y
dreas de las superficies de sélidos de revolucién. Supondremos en las funciones
unas condiciones de suavidad suficientes, que precisaremos, para la validez de
las correspondientes férmulas. En el caso de dreas planas, las férmulas son
las definiciones del drea. Las definiciones generales de longitud, volumen
y drea de una superficie, en cambio, deben esperar a ser presentadas en un
estudio posterior.

Calculo de areas planas

(I) Recintos limitados por curvas en explicitas

(a) Area total A limitada por una curva y = y(x), el eje X'X, y las rectas
verticales x = a y x = b. Supondremos que y(x) es una funcién, continua en
[a,b].

b
A = J |y(x)|dx.

Si, por ejemplo, y(a) > 0 e y(x) = 0 tiene (solamente) las soluciones x; < X3
en el intervalo (a,b), el 4rea total serfa

A = me(x) de-XZy(x) dx—i—Jb y(x) dx.

a X1 X2
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(b) Area total A limitada por dos curvas de ecuaciones y = y1(x), y = yz(x)
y las rectas verticales x = a y x = b. Se supone que y; e y, son funciones,
continuas en [a,b].

b
A = J ly1(x) —y2(x)] dx.

(c) Area total A limitada por una curva x = x(y), el eje Y'Y, y las rectas
horizontales y = c e y = d. Supondremos que x(y) es una funcién, continua
en [c,d].

a
A = J [x(y)| dy.

Ejercicios. 1.— La pardbola y? = 2x divide al circulo x* + y? < 8 en dos

regiones de dreas respectivas 27 + % y 61— % .

2.— El &rea de la regién acotada con forma de cuadrildtero curvilineo deter-

minada por las graficas de las pardbolas y? = x, y> =2x,y=x*> ey = 2x?

1
esg.

(II) Recintos limitados por curvas en paramétricas
(a) Area limitada con el eje X’X por un arco simple. Detalladamente, sean

x = x(t) . o
y=uy (t) las ecuaciones parametrlcas de una curva Y, ¥ supongamos que

e x(t) e y(t) son de la clase C'") ([to, t1]),
o x'(t) >0Vte[ty,t1],
e y(t) >0Vte ltg,t1].

Entonces, el drea A limitada por el arco de la curva v, el eje X'X y las rectas
verticales x = x(tg) y x = x(t7) es

A = r y(t)x'(t) dt.

to

‘ . X = .
(b) Area limitada por arcos cerrados. Sean { B las ecuaciones

paramétricas de una curva y, y supongamos que
e x(t) e y(t) son de la clase C'" ([to, t1]),
o (x(to),ylto)) = (x(t1),y(t1).
o x'(t)2+y'(t)2 A0Vt € [to, t1].
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Entonces, el drea orientada A encerrada por el arco de la curva vy en [to, 11 ],
que es positiva si, al recorrer t el intervalo [to,t;] la curva es recorrida en
sentido antihorario, es

A = —J ]y(t)x'(t)dt = J ]x(t)y'(t)dt

to

Ejercicios. 1.— La cicloide es la curva que traza un punto fijo de la circun-
ferencia de un circulo, cuando este circulo rueda sin deslizar, manteniéndose
siempre en su plano, a lo largo de una linea recta.

x = a(t—sent)
y =a(l —cost)
eje X'X, entre x = 0y x = 2ma, es 3rwa?, es decir, el triple del 4rea de su
“circulo generador”.

El drea comprendida entre la cicloide { (a>0)yel

2.— El 4rea interior a la astroide x?/3 +y?/3 = a?/3 (ver pag. 47) es 3ma?/8.

(III) Recintos limitados por curvas en polares

Cuando se fijan en el plano un punto O (polo) y una semirrecta OX
(eje polar), cada punto P # O del plano queda univocamente determinado
por la distancia OP = r > 0, y el dngulo ZXOP = 0 € [0,2n), que se
llaman coordenadas polares del punto P. Admitamos que el polo es el
tnico punto descrito por r = 0. Normalmente vamos a suponer que el polo y
el eje polar son el origen y el semieje OX positivo de un sistema de coordenadas
cartesianas, de modo que la relacién entre las coordenadas polares (r,0) y las
cartesianas (x,y) de un punto P viene dada por

X = rcosB; y = rsenb.

Ahora supondremos que una curva plana 7y estd definida por medio de una
funcién explicita v = r(0), donde (r(G), 6) son las coordenadas polares del
punto genérico que recorre la curva cuando 6 € I, donde I C R es un intervalo.
El intervalo I podria ser incluso todo R. Por ejemplo, la curva definida en
polares por la funcién r = a6 (a > 0), para 0 € R", es una espiral de
Arquimedes.
Si la funcién r(0) es continua en [, B], el drea A del tridngulo mixtilineo  El drea de un sector cir-
formado por las semirrectas © = o«, ® = B y el arco de y correspondiente a  cular de radior y dngulo
los valores de 0 € [«, B], es (en radianes) o es

2

1
ET(X
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Pues dada una particién P = {« = wqo,w7,... ,w,, = 3} del intervalo [«, 3],
el drea A se aproxima por una suma de dreas de sectores circulares como

oP) = )
j=1

donde 6; se toma como se quiera en el subintervalo [w;_1,w;], y esta o(P)
no es mds que una suma de Riemann correspondiente a la funcién %Tz que es
integrable en el intervalo [«, 3] .

[r(6;)] % (wj —wj_1),

N[=

Ejercicio. El drea encerrada por la lemniscata de Bernoulli, de ecuacién
. 2 .
cartesiana (x? +y?)” = a? (x> —y?) (una curva con forma de 8 horizontal)

es a?.

Longitud de arcos de curva

(I) Curva en cartesianas

Sea la curvay = y(x) donde supondremos que la funciény € C'") ([a, b]).
SiP={a=x0,X1,...,Xn = b} es una particién de [a, b], la longitud L del
arco de extremos (a,y(a)) y (b,y(b)) se va a aproximar, plausiblemente, por
la longitud de la linea quebrada

o(P) = 3V [ulx) —ylx1)]2 + (x5 — x5 1)2.
j=1

Aplicando el (TVM) diferencial en cada subintervalo, resulta

o(P) = 3 V[ (&) (x5 — x5 1)2 + (x; — x51)2
i=1
= Z 1+ [UI(E»)')]Z (x5 —xj-1),

=1
donde &; € (xj—1,%;). Pero esto es una suma de Riemann para la fun-

cién /1 + [y’ (x)]z que es integrable en el intervalo [a,b]. Luego se tiene
la férmula

b
L = J 1+[y’(x)]zdx.

a
(II) Curva en paramétricas

Con anéloga argumentacién, si x(t) e y(t) son funciones C'") ([to,t;]), la
longitud del arco de la curva y: (x(t),y(t)) entre los puntos correspondientes
a los valores del pardmetro to y t; es

L = Jh \/[k(t)]er [(1)]” dt.

to
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(III) Curva en polares

La longitud del arco de la curva r = r(0) entre los puntos correspondientes
a los 4ngulos o y B, cuando T € C') ([ax, B]),es

B
L= J V0% + [r(6))> de.
o
Pues, para 0 € [«, 3], las ecuaciones

x(0) = 7(0)cos0, y(0) = r(0)senod,

dan una parametrizacién de la curva a la que puede aplicarse la férmula del
caso (II) anterior.

Ejercicio. La longitud de una circunferencia de radio R es 2ntR. Hc er el
célculo, por ejemplo con la circunferencia x? + y?> = R?, en cartesianas, en
paramétricas y en polares.

Volimenes de revolucion

(I) Por discos

(a) En cartesianas. Supongamos que y(x) es una funcién continua en el
intervalo [a,b]. Consideremos la regién R limitada por la curva y = y(x),
el eje X’X, y las rectas verticales x = a y x = b. El volumen del sélido
engendrado cuando R hace una revolucién completa en torno al eje X'X es

b
Vx = ’/‘EJ [y(x)]zdx.

Pues se entiende, plausiblemente, que dicho volumen es el limite, cuando la
norma de la particién P = {xo = a,x71,...,xn = b} de [a,b] tiende a 0, de
las sumas de voliimenes de cilindros

> wule]” (x5 —x5-1)

j=1

donde &; € [xj_1,x; ] . Pero éstas son sumas de Riemann para la funcién my?,
que es integrable en [a,b].

(b) En paramétricas. La férmula que da un volumen como el anterior,
cuando la curva que limita la regiénR viene dada por ecuaciones paramétricas
x = x(t), y = y(t), con y(t) continua y x(t) con derivada continua en el
intervalo [to,t7], siendo a = x(tp) y b = x(t1), es
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Si la curva estd definida en polares, con 1(6) derivable con continuidad,
el célculo de un volumen similar se hace con la férmula anterior, pasando de
polares a paramétricas como ya ha quedado dicho.

(II) Por tubos

En la misma situacién que en el anterior apartado (a), el volumen del
s6lido engendrado cuando la regién R da una vuelta completa en torno al eje
Y'Y es

b
Vy = ZﬂfJ xy(x)dx.
a
Pues, plausiblemente, dicho volumen va a ser el limite, cuando la norma de
la particién P = {xp = a,x1,... ,xn = b} de [a,b] tiende a 0, de las sumas
de volimenes de “tubos”

D (G =) ulE) = Y 2mEulE) G —x-1),
=1

j=1

donde £; = X—1 1%

27txy , que es integrable en [a, b].

. Pero éstas son sumas de Riemann para la funcién

Ejercicios. 1. El volumen de la esfera de radio R es % miR3.

2.— El volumen del toro engendrado por revolucién del circulo (x—a)? +y? <
b? (b < a) en torno al eje Y'Y es 2n?ab?.

Areas de superficies de revolucion

A partir de su desarrollo plano como sector circular de radio g y longitud
de arco 27tr, se obtiene que el drea lateral de un cono de revolucién de radio
T y generatriz g es mrg. Y a partir de esto, aplicando el teorema de Thales
se obtiene que el area lateral de un cono de revoluciéon truncado, cuyas
bases son circulos de radios r y R, y cuya generatriz tiene una longitud 1, es
P R+r 1

> b

Con esto, la superficie del sélido de revolucién engendrado por la regién
pland&R a la que nos hemos referido en el epigrafe sobre voliimenes anterior,
apartado (a), y donde ahora solamente a‘halimos que supondremos la funcién
y(x) derivable con continuidad en el intervalo [a, b], tendrd un drea Sx apro-
ximable, plausiblemente, por sumas de dreas laterales de conos de revolucién
truncados, de la forma

ofP) = 3 2 (LYY i) w0+ = xion)2,
j=1
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al considerar una particién P = {x;};', del intervalo [a,b]. Aplicando (TVI)
y (TVM) para la funcién y(x), se tiene

o(P) = Y 2my(m)y/1+ (&) (6 —x5-1),
j=1

donde nj, &; € [xj_1,%;]; esta suma es a su vez aproximable (teorema de
Bliss, demostrado en KLAMBAUER pég. %) por la suma

o(P) = 3 2my(&)4/1+ [u'(&)] (x5 —x5-1),
j=1

que es una suma de Riemann para la funcién 27ty v/1 + y’?, que es integrable
es [a,b]. Luego tenemos la férmula

b 2
Sx = ZWJ y(x) /14 [y'(x)]" dx.

a

Cuando la curva generatriz de la superficie venga dada en paramétricas,
la férmula es, andlogamente,

t

Sx = ZWJ y(t)\/[ic(t)]z+ [g(t)]zdt.

to

Y, finalmente, si la curva se da en polares, r = r(0), se pasa a paramétricas,
y se aplica la férmula anterior.

Ejercicios. 1. La superficie del elipsoide de revolucién engendrada cuando

la elipse % + % =1 (a > D) gira en torno al eje X'X, es

S = 2nb {b+%zarcsen (%)} ,

donde ¢ = va? — b2.

2. La superficie del sélido de revolucién engendrado por giro de la cardioide

32
r=a(l+cos0) (donde a > 0) en torno al eje polar, es = ma?.

3.5 INTEGRALES IMPROPIAS DE RIEMANN.

Se trata ahora de ver cudndo, y cédmo, es posible definir II f en casos en
que o bien f no estd acotada en el intervalo I, o bien I no es acotado, o las
dos cosas a la vez. (II f se llama en tales casos una integral impropia).
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Toda respuesta razonable y 1til al “cémo”, debiera preservar la aditividad
de la integral respecto del intervalo de integracién, es decir, que debe seguir

sucediendo
b c b
J f= J f +J f.
a a C

De modo que si, por ejemplo, I = R y ademds f no estd acotada en
un entorno del punto ¢ € R, en el caso de existir las siguientes integrales
impropias, debiera verificarse

“+o00 dq c d; “+o00
J f:J f+J f+j f+J f,
—00 —00 d] c dz
siendo d; < ¢ < d, arbitrarios.

Con lo cual se ve que basta discutir la definicién de dos tipos de integrales
impropias:

d +o00
De primera especie: J f, J fcond € Ry f acotada en todo
—0o0 d
subintervalo acotado del intervalo de integracién.

b
De segunda especie: | fcon [a,b] acotadoy f no acotadaen [a,b) oen

a
(a,b], pero acotada en todo subintervalo acotado de [a, b) o, respectivamente,
de (a,b].
De hecho, y aunque esto que sigue tiene mds interés tedrico que practico,

el estudio general podria limitarse al caso de la integral de primera especie
+o00

del tipo J f, dado que:

a

d +o00
J f(x) dx = f(—t)dt con el cambio x = —t;
—00 J—d

b b
J f(x)dx = fla+b—1t)dt con el cambio x =a+b—1t;

at Ja

b~ r+oo

bt b— —
J f(x)dx = f at a dt conelcambio’c:X a.
o Jo T+t ) (141)2 b—x

Definiciones

-
SifeRla,TIVI>ay3 T11’m J f, se dice que la integral impropia
—+00 Jq
+oo

de primera especie J f es convergente, y, por definicidn,
a

+o00o T
J f = lim J f.
a T—+o0

a
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Anglogamente (suponiendo ahora que 11’.'%1 f(x) = o), si f € Rla,t]
X— b
t
vVt € (a,b) y 3 lirlljl J f, se dice que la integral impropia de segunda
t—=b—

a

especie J f es convergente, y, por definicién,
a

b t
J f = lim J f.
a t—b— a

Y, en general, una integral impropia es convergente cuando se puede
escribir como una suma finita de integrales impropias convergentes de primera
y segunda especie. Asi, por ejemplo, si f es integrable en todo intervalo
acotado [a,b] C R, lo que se escribe f € Ry, (R), (f localmente integrable
en R), se tendrd

+o00 b c b
J fZlfmeZIime+1fme,

R N
con c arbitrario, cuando existan los limites del lado derecho. Una integral
impropia no convergente se dice divergente.

Nota — El valor principal de Cauchy de ciertas integrales impropias se
define asi:

+o00 T
Para una f € Ry (R) : VPJ f= lim J f,
T

0 To+4o0 ) _

b c—e b
Para una f € Ryy{la,c) U (c,bl}: VPJ' f=1lim J f +J fl.
a e=0 a cte
Se tiene el siguiente resultado: si una integral impropia de uno de los

dos tipos anteriores converge, entonces s ex iste y es igual al valor de la
+o00

integral. Pero el enunciado reciproco es falso, pues por ejemplo, VP J x=0

—00

b dx
y‘PJ 7:10g(%)sia>0yb>0.
—a

Ejemplos y ejercicios

* 1 1
1. L X—pdx:p_1 sip > 1y es divergente (a +oo) sip <1.

1
1 1
2. L x_PdX: T sip <1y esdivergente (a +oo)sip=>1.
o0
Luego J > dx diverge a +oco para todo p.

o X
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o0
1
3.J e dx=—sia>0,ydivergesi a<0.
a

1
4. J logx dx = [xlogx—x]l =t—1—tlogt, luego

1
J logxdx = lm (t—1—tlogt) = —1.
0 t—0+
5. Paran €N, J x"e *dx = nJ X" le Xdx - = n!J e *dx =nl.
0 0 0
6. Discutir la existencia de la integral impropia JOO xdx robar que
° g p p 0 (] ‘I‘Xz)p, p q

J e V¥ax = 2.
0

o0
7. J f convergente no implica que lim f(x) = 0. Encontrar un contraejem-
a X— 00

plo con una funcién no negativa en [0, co) .

Criterio de convergencia de Cauchy. Criterios de comparacion
b
En lo que sigue, | f serd una integral impropia, con —oco < a < b < oo
yfe Rloc[a»b) .

b
Criterio de Cauchy. La integral J f es convergente & Ve > 0 Jt(e) € [a,b)

a
t2
J f‘ <e.
t

t
Demostracién. Pues llamando F(t) = J f, el resultado se deduce de la con-

tal que si t < t; < t, < b, entonces

dicién (de Cauchy) para que exista el li;nite tll’%l F(t):
i
Ve > 035 >0talquesib—56 < t; <t <b,entonces|F(t;) — F(t2)| < e.

J’°° |sen x|
X

7T sen x| d

1
Por ejemplo, la integral dx diverge, pues J x> p implica

0 nr X
que no se satisface el criterio de Cauchy.

Los siguientes criterios se refieren a integrandos de signo constante.

b

Proposicion. Sea f >0 y localmente integrable en [a,b). J f converge <—
a

IK > 0 tal que F(x) = J f < K Vx € [a,b). (Sila integral no converge,

a
b

diverge a +00, y se suele escribir J f=+00.)
a

125
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Demostracién. Pues con la hipétesis de ser f >0, la funcién F(x) es mondétona
no decreciente. Y entonces,

lim F(x) = sup{F(X):X € [(l,b)}»

x—b~
y existe este limite <= F estd acotada superiormente.
Criterio de comparacién. Sean f,g > 0 localmente integrables en [a,b) y  La integral

suponer que 3K > 0 tal que 0 <f(x) <K g(x) Vx € [c,b) para algm c € [a,b).
Entonces,

J'°° x dx
1 Vx2+1

es conergente

b b
J g convergente — J f convergente.

a a

Demostracion. Por el criterio de Cauchy, la convergencia de las integrales en
[a,b) sélo depende de la convergencia de las integrales en el intervalo [c,b)
de la hipétesis. Pero se tiene

t t b
J fSKJ gSKJ g VvVt € [c,b),

C C a

b b
luego, J g < +o0 = existe J f, aplicando la proposicién anterior.

a C
Criterio de comparacion por limite. Sean f > 0, g > 0 localmente inte- La integral

. fx)
grables en [a,b); suponer que lim —— =1. ®©  xdx
x—=b- g(x) J
1 x> —1
1. Sil>0, fz f convergente < fz g convergente. es comergente

2.811=0, IZ g convergente — f Z f convergente.

. f f

Demostracién. Cuando 3 lim ﬁ >0, sevaatener 0 < C; < ﬁ <C;
x=b- g(x) g(x)

Vx € [c,b), y aplicando el anterior criterio de comparacién (dos veces), f es

integrable si y sdlo si g es integrable. Cuando aquel limite es cero, solamente

se tiene ) <CVxe€leb).

g(x)

Ejercicios. Discutir la convergencia de las siguientes integrales impropias:

00 1/x ] 00 1 2 o
J £ dx; J [senx] dx; J ! cos | — dt,;J E; J _dx ;
1 1 +X2 1 Xz 1 t t 1 Inx 1 ].n(] +X)

JOO dx .r dx _r" |cosx| .J"oqu e dx.
5 x(lnx)p’ 0(]+x)\/1—X2’ 0 T—x2" Jo
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Las funciones Gamma y Beta de Euler

+oo

Definicién. La integral impropia J xP~ e *dx converge si y sélosip > 0,
0

ya que se tiene:

—1,—x p—1,—x
. xP7le ; xP~ e
lim ——— =1,y lim ——— =0 Vs.

x— 0+ xP™ X— +00 x$

Lo que define, para p € (0, +00), la funcién

MNp) = J xP~Te *dx,

que se conoce como funcion Gamma de Euler.
Propiedades.
1. T(p+1) =pl(p) ¥p > 0. (Integrar por partes, x? =u.)
2. Tm+1)=n!paran=0,1,...

(o]

3. T € C(®)(RY), y se tiene '™ (p) = J xP~Te™(log x)™dx para cada
0
n € N, para todop > 0.
nP n!
lim .
nooo pp+1)---(p+mn)

Una férmula multiplicativa para la funcién Gamma haré aparecer otra impor-
tante funcién definida por otra integral impropia. Sean p,q > 0:

+00 +o00
0 0

—“+o0
ya-Te (x+v) dy) dx

4. Férmula de Gauss: [I'(p) =

xp ! (J
0
+o0
xp ]<J (uw—x)97" udu) dx
Fubini|= e*LL <J xP 7w — x)q1dx> du
0 0
+o0

1
x =ut|= e v (J uP TP (1 — )9 Tya-! udt) du
0 0

+o00 1
(J up+q_1e_“du> (J 11 —t)q_1dt>
0 0
1
=T(p+q) (J tP1(1 —t)‘“dt) )
0
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1
Definicion. La integral impropia J xP~1(1 —x)97"dx converge si y sélo si
0

p >0y q>0 ya que se tiene:

oxPT(1 —x)a] o xPT1(1=x)9!
im —~ =1,y lim ~————~—"_

=1.
x— 0+ xP~1 x—1- (1 —X)q*1

Lo que define, para p,q € R", la funcién
1
Blb.a) = | 21— ax,
que se conoce como funcién Beta de Euler.
Propiedades.
1. B(p,q) =B(q,p) (cambioy =1 —x).

2. Otras formas de la funcién Beta (cambios x = cos? 0, x =y/(1 +y)):

%
B(p,q) = ZJ cos?? ' fsen?9' 9 dO
0

00 xp—1 1Xp—1 _I_xq—l
:J LU :J T
o (1T+x)ptd o (T+x)pta

I'p)T
3. B(p,q) = T‘i'(j)) (va ha quedado demostrada).
4. T(3) =vm; J e ¥ dx = /7.

2 /2
Pues por la anterior, (F (%)) =B(3,3) = ZJ d0 = . La otra

integral es asi:

J e dx = ZJ e dx = F(l),
—00 0 2

con el cambio x2 = t.

5. T(p)I'(1—p) = sen(pr)

sio<p<T1.

6. Formula de duplicacién para la funciéon Gamma:

221971

) = 2 r(p)r(w%).
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2

r . . .
( (p))) , ¥, con la forma trigonométrica de la funcién

Pues F(Z‘p) = W

Beta,

/2 7t
B(p,p) = ZZ’ZPJ' (sen20)*P~1do = 21*ZPJ- (sent)2P ' dt
0 0

/2
= ZZ’ZPJ' (sent)?P'dt
0

— 2172‘pB <l p> _ ZlepF(%) r(p)
2’ ’

Ejercicios.
© r 1

1. Parav € R" fijo, J xVe PXdx = L—"])

0 pYt

Vp >0.

N

1 1 n
. J <log—) dx =n! paran € N.
0 X

oo

3. Calcular las integrales I,, = J the t7/2 4t paran € N.

4. J e dx.

0

5. Hllar el 4rea interior al 6valo y?(1 +x?) = 1 —x? (Puz ADAM, op
cit.).
Una respuesta es B (3,1) —B (2, 1).

6. Hillar el 4rea entre la cisoide de Diocles y?(a—x) =x3 (a > 0) y su

asintota; hallar el volumen del sélido de revolucién generado por el giro
de esta curva en torno a su asintota.

7. Lo mismo que en el anterior, con la versiera de M2 Gaetana Agnesi
Y (14+x)=1—x.

8. Longitud de la lemniscata de Bernoulli, (x* +y?)? = a?(x? —y?).

9. La curva y> — x> = 1 y las tangentes a la misma en sus dos puntos
de inflexién delimitan una regién acotada. Hllar el drea, dejando la
expresién final en funcién del valor T (1).

10.Hillar el drea limitada entre la curva (a? —x?)y? = x** (k> 1) y sus

asintotas (Propuesto por O. CIAURRI).

(o¢]
11. Calcular J (1 — e_t) t971dt, para los valores de q que hacen conver-

gente la integral.
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Integrandos de signo variable

b

Definiciones. Sea f € Rjy.la,b); se dice que la integral impropia J' f es

a
b

absolutamente convergente cuando la J |f| es convergente.
a
b

b b
Cuando J f es convergente, pero J |f] = 400, se dice que J. f es con-
a a

a
dicionalmente convergente.
b b

f absolutamente convergente — J f es convergente.
a

Proposicion. J

a

Demostracién. Por el criterio de Cauchy, Ve > 0 Jt(e) € [a,b) tal que si
t <t <t <D, entonces

t2 )
J |f|‘ _ J ] < e
t t

Pero entonces,
t2
J f
t

aplicando otra vez el criterio de Cauchy.

t2 b
SJ Ifl < ¢ = J f converge,

t a

cosx
dx es convergente, pues como

o0
Ejemplos. 1.—La integral J COSZX —
1 X X

—5 , €s absolutamente convergente.
X

00
) senx .. .
2.— La integral J —— dx es condicionalmente convergente; anteriormente
X

0
se ha visto que la integral del valor absoluto diverge; por otro lado, la integral

! sen . . .
dx no es impropia; e integrando por partes el otro sumando,
0 X

® senx cosx 1% * cosx
dx = |— — 5— dx;
1 X X 1 1 X

de modo que la integral converge.

A continuacién vemos los dos criterios mas usuales para el estudio de la
convergencia de integrales con integrando de signo variable:
c
J f
a

[a,b). Sea por otra parte g mondtona en [a,b) y tal que 11'1%1 g(x) = 0.
X— b
b

Entonces, la integral J fg es convergente.
a

Criterio de Dirichlet. Sea f € Ryy.[a,b), verificando que <KVce
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Demostracién. Supongamos por ejemplo, que g es decreciente (si no, se lle-
varia a cabo la demostracién que sigue con las funciones —g y —f); como

11’111}1 g(x) =0, se deduce que g >0 en [a,b) y que Ve > 0 3c € [a,b) tal que
x—

€
0<g(x) < K Vx € (c,b).
Sean t; y t, tales que ¢ < t; < t2 < b; aplicando (TVM2), 3s € [ty, t2]

tal que

t2 s
J fg = g(th f;
t t

luego
s € s b 2Ke
< —_— =
J.hf - 2K (J'af Ja fD = 2K ©

y la integral verifica el criterio de convergencia de Cauchy.

_I_

Jtz fg‘ = g(t1)-

t1

Ejemplo.— Si g es una funcién monétona en [0,00) y lim g(x) = 0, la
X— 00

integral J g(x) senx dx es convergente.
0

b
Criterio de Abel. Sea f € Ry, [a,b), verificando que J f es convergente.

a
Sea por otra parte g monétona y acotada en [a,b). Entonces, la integral

b
J fg es convergente.
a

Demostracién. Por ser g monétona y acotada en [a,b), existe el lim g(x) =

x—b~
sup{g(x)} =A.
Entonces, la funcién ¢@(x) = g(x) — A es monétona y ll'ng o(x) =0,
X— 0
b
mientras que, por otro lado, J f convergente implica

a
c b
A=l
a a
aplicando el criterio de Dirichlet, resulta que ¢ f es integrable en [a,b) . Pero,
finalmente, se tiene

b b b
J gf:J (pf-i—?\J f.
a a a

<

= K Vc € [a,b);
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. * senx .
La integral —— dx. Lema de Riemann-Lebesgue
X

0

Ya sabemos que esta integral es condicionalmente convergente. Sean
thn = (2n+1) 5, n € N. Entonces,

) tn (n+l)z nsen( n+1)z

J Senx dx = lim J Senx dxX (n:+2) lim J —( 2) )dz
= [sen((n+1)z) 1 1 1 m

_T}LngOJo 2sen (%) B Zsen(g)_z sen((nJrz)z) dZ:z’

pues por un lado, para todo n se verifica

nsen((nJr%)z) ™ /1 1 -
J —deZJ <——|—cosz+---+cos(nz)) dz:J —dz=—,
o 2sen (%) o \2 0 2 2
1
2sen (%)
Hn}) ©(z) =0, es continua, luego integrable, y entonces
z—

" 1 1 1 _
JL”EOL (m‘> sen((n+3)z) dz = 0,

2

1
y por otro, la funcién ¢(z) = - extendida a [0, 7t] mediante ¢ (0) =

aplicando el siguiente lema:

b
Lema de Riemann—Lebesgue. Se tiene lim J @(x)sen(wx)dx = 0, si

w— 00 a

la funcién ¢ € Rla,b].
Para una ¢ continua, lo probé Dirichlet. Para una ¢ € C!')([a,b]), es
un resultado de integracién por partes: tomando u = @(x),

Jb 1 v 1 (%,
@(x)sen(wx) dx = — [—(p(x) cos(wx)] ot —J @'(x) cos(wx) dx,
a w w a

pero

b
<[ el ax = A,

a

b
J @'(x) cos(wx) dx

a

digamos, ya que como |@’| es continua, es integrable. Entonces se tiene

b
lim lJ @'(x)cos(wx)dx = 0,

w—oo W a
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y ya sale el lema en este caso. La demostracién mads general del lema, para
¢ integrable, se puede encontrar en el libro de G UZMAN Y R®O ya citado,
de donde también hemos tomado el cdlculo de la integral anterior. Riemann
probé el lema para el caso de un intervalo de la forma [a, a + 27, y a conti-
nuacién vamos a ver cémo lo hizo.

La version original del lema

Sigue ahora, pues, un extracto con explicaciones de la memoria de Rie-
mann, en el momento en que va a demostrar que, si f es una funcién periédica
de periodo 27, integrable en el intervalo [—7, 7] y se supone una represen-
taciéon en serie de Fourier para f en la forma

f(x) = ajsenx+ azsen(2x) +...+ %bo 4+ by cosx + bycos(2x) + ...,

entonces los coeficientes a,, b,, tienden a 0 para n — oo, lo que constituye
la version original del lema de Riemann Lebesgue.

Se sabia que esos coeficientes tienen una expresiéon como integrales defi-
nidas de la forma

1 (™ 1 (™
an = —J f(x)sen(nx) dx, b, = —J f(x) cos(nx) dx.
) T o
Riemann se va a referir a la integral siguiente que abarca ambos casos si se
toma a = 0 0 a = —5; respectivamente:

:—t Jnﬁ f(x)senn(x —a) dx.

Para reconocer si los coeficientes de la serie llegan a ser siempre infinitamente pequenos
no siempre se podrd partir de sa e presion mediante integrales definidas, y habrd que
recurrir a otros métodos. Es importante sin embargq considerar aparte un caso en el
cual dicha propiedad es consecuencia inmediata de la forma de la funcién a saber: cuando
la funcién f(x) permanece siempre finita y es susceptible de integr acién.

En tal caso, si sewdile el i ntervalo completo de —7t a 7t en pequehos intervalos de
longitudes 61,062,903, ...,y se designan por D1,D2, D3, ..., las mayores oscilaciones
de la funcién en dichos intervalos, la suma

81Dy +6,D2 +63D3 + ...

se hard infinitamente pequeha cuando todos los & tiendan a 0.

Aqui, Riemann acaba de usar la proposicién que nosotros hemos enun-

ciado (y probado, en el del teorema de Darboux) asi: f € R[a,b]
implica que dado ¢ > 0, 36 > 0 tal que si P es una particién de [a, b] tal que

IIP|| < &, entonces S(f,P) — s(f,P) < e.
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Esto supuesto, si se des compone la integral

+7
J f(x)senn(x — a) dx,
que representa, salvo por elf actor 1; , los distintos coeficientes de la serie, g 1 0 que es lo
mismg! a integral
a+2m
J f(x)senn(x — a) dx,

tomada desde x = a,

Recordemos que se estd considerando que f estd definida en R y es pe-
ribédica de periodo 27t; n es fijo; a € [—m, 7| ; entonces se tiene, mediante el
cambio de variable x =y — 2,

a a+27m
J f(x)senn(x — a) dx:J f(y — 2m)senn(y — a — 27) dy

7T

a+27
:j f(y)senn(y — a) dy,

s

luego efectivamente, usando ésto,

" f(x)senn(x —a)dx = ) + . CL+27Tf(x)senn(x—a)dx.
[ ) -]

en las integrales parciales correspondientes a intervalos de longitud igual a 2mt/n ,
entonces cada una de ellas proporciona a aqu ‘e suma una porcién mds pequena que el
producto de 2/n por la mayor oscilacion de f(x) en su intervalo, y la suma de estas
porciones es mds pequena que una cantidad quede acuerdo con la hipdtesis, se hace
infinitamente pequeha con 27t/n .

En & cto, estas integrales son de la forma

+(s+1)%§
J f(x)senm(x —a) dx.
atsin

El seno es positivo en la primera mitad del intervalo, y negativo en la segunda. Luego, si
se designa por M al mayor valor de f(x) en este intervalo s®™ y por m al menor
valor, es claro que la integral aumenta si se sustituye f(x) por M en la primera mitad
del intervalo y por —m en la segunda mitad, y que la integral disminuye si se sustituye
f(x) por ms en la primera mitad y por —M en la segunda. En el primer caso se
obtiene 2(Ms —ms), y, enelgandp  =(ms — M) .
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2541
Llamemos nosotros xs = a + %, Ys = 1z(xS +Xs41) = a+ %

)
la estimacién que se hace aqui es asi: como senn(x —a) >0 en [xs,ys] ¥
senm(x —a) <0 en [ys,xsi1], se tienen:

f(x)senn(x —a) < Mgsenn(x —a) en [xs,ys] —
yS

Ys _
J f(x)senn(x—a)deMsJ senn(x—a)dxn = EMS’

Xs Xs

f(x)senn(x — a) = (—f(x)) (—senn(x — a)) < (—m,)(—senn(x — a))

€n [ys»xs+1] -

Xs 1 Xs+1
J f(x)senn(x —a) dx < (—ms)J (—senn(x —a)) dx = —T%ms ,
Xs+1 2
luego I :J f(x)senn(x —a) dx < T_L(MS_mS)'

- o2
De modo similar se hace la estimacién inferior —(mgs — Mg) < 1.
n

La integral parcial, abstraccion hecha del signg es pues mds pequeha que %(MS —ms),

2

Ya que tiene ;(ms—Ms),ISS%(MS—mS) ; entonces e IS|S%(MS—mS) .

a+2m
¥, por consiguiente ! a integral J f(x)senn(x — a) dx es mds pequena [en valor
absolutd que 5 ¢

2
My —mp)+ =(Ma—ma)+....
n n

Pues, llamando I(n) a la integral en cuestién, y R a la particién del
intervalo [a, a + 271] adoptada, se tiene

|I(T].)| = Z |Is| < Tz_lZ(Ms 7ms) = %Z(Ms 7ms)2?7-[

_ %(S(f,R)—s(f,R)).
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Esta suma, como f(x) es susceptible de integracion debe h acerse infinitamente pequéena
cuando la longitud de intervalo 27t/n tienda a 0.

Asi pues, en el caso que hemos supuesto, los t erminosfle | a serie] se hardn infinitamente
pequéenos con 1/n, cualquiera que sea x .

Asi pues, no solamente se ha probado que I(n) es una o(1) paran — oo,
sino que

1

Im) =0 <E) paran — oo

(notacién O maytiscula de Landau). En general, se escribe f(x) = O(g(x))

para x — a cuando es |f(x)| < Cg(x) en un entorno de a, donde C es una
constante y g(x) > 0 en el entorno.

3.6 INTEGRALES MULTIPLES

En esta seccién final del programa de la asignatura, se trata de echar un
vistazo a la integral de Riemann para funciones reales definidas en R™ . La
presentacién tedrica que sigue, hecha para el caso n = 2, ilustrard un estudio
posterior méas general.

Integral doble

Sea A C R? un subconjunto acotado del plano, lo que quiere decir que
A estd contenido en un rectangulo R =1 x J, donde I y | son intervalos
acotados de R. Sea f: A — R una funcién (real, de dos variables reales)
acotada en su dominio A, lo que quiere decir que existe C € R tal que
|f(x,y)| < C para todo punto (x,y) € A.

Extendamos la definicién de la funcién f a todo el rectdngulo R de la
siguiente forma:

f:Ix] — R

flx,y) si(x,y) €A,
(x,y) — .
0 si(x,y) € A.
Sean Py = {a; = x0,X1,...,Xm = by} una particién del intervalo I, y
P, ={az =vyo,Y1,... ,Yn = b2} una particién del intervalo ], que descom-

ponen el rectdngulo R en una particién rectangular P formada por mn sub-
rectdngulos Rjx = I X Jk, si denotamos I; = [x;_1,%;1, ¥ Jx = [Ux—1,ux ],
conj=1,... myk=1,...,n. Definimos el area de Rjx por ajx =
(x5 —%j—1) (Uxk —Yk—1 ). Sean ahora

my = inf{f(x,y): (x,y) € I x Ji},
Mje = sup{f(x,y): (x,y) € Ij x Jx},
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y definamos las sumas superior e inferior de f relativas a la particiéon
P de R respectivamente por

S(f,P) = ZMjk ajx S(f,P) = ijk ajx -
ik ik

Se puede probar que, si P y Q son dos particiones cualesquiera de R, y
m y M son, respectivamente, el infimo y el supremo de los valores de f en A,
se tiene

m(by —aq) (b —az) =s(f,P)=S(f,Q) =M(by —ay ) (b2 —az2).

Tiene sentido, entonces, definir las integrales superior e inferior de
f en A respectivamente por

J f = sup{s(f,P)}, vy J—f = mf{S(f,P)}.
Ja P ’

A

La integral inferior es menor o igual que la superior. Si son iguales, se dice
que f es integrable Riemann en A y el valor comiin a ambas, denotado
por

JAf = JA f(x,y)dxdy = HA f(x,y) dxdy

es la integral de Riemann de f en A. Cuando f(x,y) >0 en A, el valor
de [, f da el volumen del “cilindro” recto cuya base es el conjunto A en el
plano OXY y cuya “tapa” es la superficie z = f(x,y).

Como en el caso de funciones de una variable, f es integrable en A <—
Ve > 0 hay una particién P, del rectdngulo R D A tal que S(f,P.)—s(f,P:) <
€. Y también, IA f=1UsiVe >036 >0 tal que, si P es una particién de R
en sub-rectdngulos de lados menores que 0, entonces se tiene

o(f,P) = Zf(ajkaﬂjk)‘ajk*u < e,
ik

donde los (&;k,Mjk) € Ij X Jk se eligen arbitrariamente.

La caracterizacién de la integrabilidad del tipo de la que vimos en la
pag. 96 es que f es integrable en A si y sélo si el conjunto de puntos de
discontinuidad de la extensién de f al rectdngulo Rm ediante f(x,y) = 0 para
(x,y) ¢ A, tiene medida cero. Por ejemplo, f es integrable en A cuando f
es continua en A y la frontera de A, 9A = A — A, es una curva cerrada
simple de clase C'!). Sin precisar el significado de estos términos (ver para
ello, por ejemplo, W. FLEMING , Hinctions o f severakaria bles, Springer, 1977,
pdg. 20) , bien descriptivos por otra parte, baste decir que es lo que ocurre
en todos los ejemplos elementales.
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También se puede desarrollar, de un modo y con unos resultados similares
a los vistos en el caso de una variable, una teoria de integrales impropias
de Riemann, que estudia la posibilidad de extender la definicién de [, f a
casos en que A no es acotado o f no estd acotada en A.

El drea de un conjunto plano. Sea A C R?> y ca(x,y) = 1V(x,y) € A.
Cuando la funcién ca es integrable en A el ntimero

alA) = JA CA = J-J.A dx dy

es el area del conjunto A .

Integrales iteradas

Sea A =[a,b] x[c, d] y f continua (por ejemplo) en A . Entonces, las fun-

ciones (de una variable) x J‘f f(x,y)dy, ym— fz f(x,y) dx son integrables,
respectivamente en los intervalos [a,b] y [c,d], v se tiene

JAf = E (ff(x,y)dy) dx = Ld (J: f(x,y)dX> dy,

férmula que permite el cédlculo de una integral doble mediante el de dos in-
tegrales simples iteradas. El intercambio de orden de integracién iterada
constituye un caso particular sencillo del teorema de Fubini.

Para dar otros ejemplos, sean f(x) y g(x) dos funciones continuas en el
intervalo [a,b], y sea A = {(x,y): x € [a,b];f(x)<y< g(x)}. Si f es continua
en A, se tiene

REIN

Anglogamente, sean f(y) y g(y) dos funciones continuas en el intervalo
[c,d], ysea A = {(x,y):y € lc,d];f(y) <x=g(y)}. Sifescontinuaen A,
se tiene

KB

Ejercicios.— 1 (MARSDEN). Sea A = [0,1] x [0,1], el cuadrado unidad.

f(x)

g(x)
J f(x,y)dy | dx.

f(y)

g(y)
J f(x,y)dx | dy.

Se tiene

7

JAx(ery)dxdy =15
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2. Sea B el tridngulo de vértices (0,0), (2,0) y (1,1). Se tiene

53

JBy(x+y)dxdy =5

Hacer el cdlculo de las dos formas posibles.
3 (FLEMNG . Cambiando el orden de integracién , comprobar que

1 1 ]6
J de (x?+y)dy = —.
I 15

4 Hallar €l volumen del tetraedro de vértices (0,0,0), (1,0,0), (0,1,0) y
(0,0,1) mediante una integral doble.

5 (MARsDEN). Comprobar el siguiente cdlculo, directamente y cambiando el
orden de integracién:

x

1 e 62—1
J de (x+y)dy = i
0 1

Cambio de variables

En el caso de una variable, la formula del cambio de variable de tipo
x = ¢g(t), siendo g de clase 1 y con derivada no nula, recordemos que era

b t1=g ' (b)
J f(x) dx :J f(g(t)) g’(t) dt.

to=g~'(a)

Miremos al factor g’(t) como un factor puntual de dilatacién de longitudes
de intervalos en el cambio, pues dx = g’(t) dt. En el caso més sencillo, de un
cambio lineal x = kt, el factor k es de dilatacién “global”, pues

b b/k
b—a = J dx = J kdt = k(E—E) .
a a/k k k
Esperemos, entonces, que en el caso de dos variables, cuando se hace un
cambio de variables del tipo (x,y) = G(t,s) mediante unas ecuaciones del
tipo x = x(t,s), y = y(t,s), y son R = G(R*) y R* los dominios de una
integral en el plano (x,y) y en el plano (t, s) respectivamente, se verifique una
férmula como

”R f(x,y)dxdy = HR f(x(t,s),y(t,s)) H(t,s) dtds,

donde H(t, s) sea el factor puntual de dilatacién de dreas de rectdngulos en el
cambio, es decir, la funcién H(t,s) tal que dxdy = H(t,s) dtds.
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En el caso de un cambio de variables lineal, es decir, dado por

X a b t a b
BRIEHIGIN 3 EREN

esta condicién asegura que el cambio es inyectivo (el rango de la matriz es 2),
y ademads el factor constante de dilatacién de areas en el cambio es el valor
absoluto del determinante de la matriz del cambio, |ad — bc|, pues si R* es el
cuadrado [0, 1] x [0, 1] del plano (t,s), el drea del paralelogramo transformado
R en el plano (x,y), que tiene como vértices los puntos (0,0), (a,c), (b,d) y
(a+b,c+d) es|ad — be|. Asi que, en particular, se tiene

H dxdy = |ad7bc|” dtds,
R R

y, de igual modo,
H f(x,y)dxdy = |ad—bc|ﬂ f(at + bs,ct+ ds) dtds,
R R

De hecho, una condicién suficiente para que las ecuaciones generales x =
x(t,s) ey = y(t,s) definan un “buen” cambio de variables (inyectivo y de
clase uno él y el cambio inverso) de R* a R es, como se estudiard en el curso
de varias variables, que x(t,s) e y(t,s) tengan derivadas parciales continuas
en R* y que el determinante jacobiano de la transformacion,

J(t,s) = = £0  Y(ts) € R*,

donde los subindices indican derivacién parcial. La transformacién (t,s) S,
(x,y) es aproximada localmente, en el entorno de un punto (t,s), por la
transformacién lineal (la diferencial de G)

<dx) B (xt(t,s) xs(t,s)) <dt>

dy N yt(tvs) ys(tvs) ds ’

y el valor absoluto del determinante jacobiano es el factor de dilatacién de
dreas entre los rectdngulos infinitesimales dR* y dR.

La férmula del cambio de variable para integrales dobles serd pues, plau-
siblemente,

HR f(x,y)dxdy = ”R f(x(t,s),y(t,s)) [J(t,s)| dtds,

donde J(t,s) es el determinante jacobiano

(x
o(t,s) ~
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Ejemplo.— Bl &rea del circulo C ={(x,y): x> + y? < R?} es [[, dx dy.

Cambiando a polares (1,0), con x =rcos 0,y = rsen0, el jacobiano es

J(r,6) =

=r >0,

cos® —rsenf
sen® TrcosO

Y el recinto transformado en el plano (r,0) es C* = [0, R] x [0, 27), luego

27T R 27'(R2
H dxdy = ” rdrde = J deJ rdr = J —do = mR%.
c c* 0 0 0 2

Ejercicios.— 1. Hallar el 4rea interior a una elipse de semiejes a y b cam-
biando una integral doble en cartesianas con x = arcos®,y =brsenfd.

2.— El édrea de la region acotada con forma de cuadrildtero curvilineo deter-
minada por las gréficas de las pardbolas y> =x, y> =2x,y=x’> ey = 2x?
1

esg.

3. El centro de gravedad de un recinto plano D es el punto G(gx, gy)
definido por

_ J[pxdxdy oy — J[pydxdy
JJp dxdy Y dxdy

El centro de gravedad del recinto limitado por el eje OX y por la cicloide
de ecuaciones paramétricas x = R(1 —cost), y = R(t —sent) entre x =0y
x = 27R es el punto (7R, 2R).

gx

Integrales triples

Los resultados y técnicas vistos para integrales dobles se generalizan pa-
ra la integracién de funciones reales de n variables. Solamente veremos unos
ejemplos. El primero es sencillo (MARSDEN, pag. ® 4). Con el segundo, el
profesor Rafael Cid impresionaba en la pizarra a sus alumnos de Astronomia
de segundo curso deZ aragoza, que sélo sabian algo de cédlculo de una variable,
una mafana de finales de octubre del curso 273  El tercero, que puede en-
contrarse en el libro de FLEMING , pag. 220, es un buen ejercicio para resolver,
o dejar propuesto, €l tltimo dia de clase.

Ejemplo 1.— Evaluar la integral

HJA(X +y+2z)?dxdydz,

donde A C R3 es el tetraedro de vértices (0,0,0), (1,0,0), (0,1,0) y (0,0,1).

Solucion: Procedemos de la siguiente manera. Aqui A es simplemente el
conjunto {(x,y,z) ER*:x>0,y=0,2z>0, x+y+z=1}.
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En los puntos de A, los valores extremos de x son 0 y 1. Para un x fijo,
los puntos (x,y,z) estdn en un tridngulo donde los valores extremos de y son
0y 1—x. Para x ey fijos, los puntos (x,y, z) estdn en un segmento donde z
varfa desde 0 a 1 — (x +y). Luego B

1 T—x 1—x—y
”J (x+y+z)?dxdydz = J de dyJ (x+y+z)dz
A 0 0

! = /11— (x+y)? Y71 x4 1
R P e

Ejemplo 2.— La fuerza de atraccién gravitatoria que una esfera de radio R,
cuya masa total M se distribuye por los puntos de la misma con una densidad
que sélo depende de la distancia al centro de la esfera, ejerce sobre un punto
material de masa m que estd a una distancia r > R del centro de la esfera, es
Glrvzlm , es decir, es la misma fuerza que ejerceria sobre m un punto material
P de masa M situado en el centro de la esfera.

Solucidén: Nos referiremos a unos ejes cartesianos de origen en el centro de
la esfera, en los que el punto P tenga unas coordenadas (0,0,r). Sea Q(x,y,z)
un punto cualquiera de la esfera (x? + y? +z2 = p? <R?), y sea q = QP la
distancia de Q a P. La fuerza ejercida sobre la masa m en el punto P por el
elemento de masa dm situado en el punto Q tiene, segtin la ley de Newton,
mdédulo igual a

Gm Gm
?dm = ?O‘(p)dxdydz,
. .. , dm .
y la direccién de la recta PQ. Aqui, o(p) = — es la densidad en el punto

Q. Las componentes de esta fuerza en las direcciones de los ejes X e Y se
cancelardn con las correspondientes a la fuerza ejercida sobre la masa m en el
punto P por el elemento de masa de la esfera situado en el punto Q' simétrico
del punto Q respecto del eje Z, y sélo serd 1til para la atraccién total la
componente Z de la fuerza,

G
om o(p) cosxdxdy dz,

q2
q2 12— p2

donde «x = ZOPQ,ycos x =
2qr

aplicando el teorema del coseno.

De modo que la fuerza gravitatoria total ejercida por la esfera sobre la
masa m en P es, integrando sobre todos los puntos de la esfera E,

Gm q? +1r2—p?
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Vamos a pasar a coordenadas polares esféricas con centro en el origen.
Sean el radio p = /x?+y?+2z? € (0,R], la longitud ¢ = £ZX0OQ, €
[0,27), donde Qg es la proyeccién del punto Q en el plano OXY, es decir, el
punto Qo(x,y,0), y la colatitud 6 = ZZOQ € [0, 7], de modo que se tiene

X = p sen 0 cos @
Yy = p senBsen @
y=pcosB

El jacobiano de esta transformacién es

senfcosq@ pcosOcosq —psenBOsen
J(p,0, ) = |senOsen@ pcosOsen@ psenOcose |=p?send >0,
cos 0 —p sen B 0

de modo que

Gm (27 R T 2,2 2
F = mJ d(pJ G(p)pzdpJ CHT 70 enodo

2 0 0 0 q3
_T mJ G(p)pzdpj q+%senedﬁ.
T 0 0 q

Hagamos en la integral interior el cambio de variable © — g dado por la
relacién (geométrica) q? = 124+p?—2rpcos 0. Entonces, 2q dq = 2rpsen 6 do,
resultando

nGm (R TP g2 412 — p?
F J 0(p)pdpj qipdq
0

r? r—p q?
nGm (R 2 p2]1""

= — J G(p)p[q ] dp
T 0 q T—p
Gm (R GmM

- —247TJ olp)p*dp = —5—,

pues, integrando también por cambio a polares esféricas,

27 7T R
HJ- o(p)dxdydz = J d(pJ senedej p? o(p)dp
E 0 0 0

M

R
= 47(J p?o(p)dp.
0

Ejemplo 3.— El volumen n—dimensional de la n—esfera x3 +x3 +...+x2 <R?
es, paran € N,
,/Tn/Z R™

V" = )

en t @minos de la funcién Gamma de Euler.
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Desigualdades. (Una lectura recomendada)

El profesor M. de Guzmdn publicé en 187 (ed. Alhambra, proyecto MT-
62) un bello libro de Matemdticas, titulado Mirary ver, nuee epss de
geometria intuita . Nos atrevemos a recomendar, para finalizar estos apuntes,
su lectura. En el ensayo sexto, titulado Cuatro gesildades fecundas, el
lector se encuentra con una buena leccién de Andlisis donde se demuestran
las cuatro desigualdades siguientes:

Desigualdad de Young
Si ¢(x) es una funcién continua y estrictamente creciente en [0, +oc0) y
P (x) es su funcién inversa, se verificaV a, b >0:

b

ab < J'(1 d(x) dx —I—J P(x) dx

0 0

dédndose la igualdad sélo cuando b = ¢(a).

Desigualdad de Hélder
Sean f(x) y g(x) dos funciones reales continuas no id ‘@ticamente nulas en

el intervalo («, 3) (sin excluir que « = —c0 0 f = +00). Sir > 1, designemos
B 1/r
Ifl, = (J |f(s)|fds) .
@
1 1
Supongamos que|| f[|, < co y que|| g||, < co, donde p > 1y b + ri 1.

Entonces, se verifica

B
[ Irts) gts11 s = el Nl

Desigualdad de Minkowski

Sean f(x) y h(x) dos funciones reales continuas no id ‘@ticamente nulas
en el intervalo (o, 3) y tales que|| f||, < co y [[h||, < co, donde p > 1. Se
verifica

I+ Rl = [Ill, + [,

(Para p = 1 también es cierta, deduciéndose dé f + h| < |f| + |h|.)

Desigualdad de Jensen

Sea ¢(x) una funcién real definida en R que es convexa (es decir, lo que
en estos apuntes se ha llamado céncava vista desde arriba), y sea f(x) una
funcién integrable en el intervalo [0, 1]. Se verifica

1 1
J d(f(s)) ds = ¢ (J f(s)ds>
0 0
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Problemas —cuarto bloque de trabajo—

4.1.— Sea f no constante y derivable en [a, b], cumpliendo f(a) = f(b) =0.
Probar que existe al menos un punto & € [a, b] para el cual

b
()] > LJ f(x) dx.

a

(Referencias: G. PoLya Y G. SzEGO, Problems and Theorems irysAad)
Springer, 4® ed., 190 , Pt. II, Cap3 , N° 121. Ver también SHV AK problema
11.39.)

4.2.— La curva descrita por un punto fijo de una circunferencia de radio a
que rueda sin deslizar sobre el lado interior de otra circunferencia de radio
3a, se llama deltoide.

Supongamos la circunferencia grande centrada en los ejes de coordenadas
v que se comienza a describir una deltoide desde el punto (3a,0). Hllar el
drea interior y la longitud de la curva, y el volumen y el drea del sélido
engendrado por revolucién en torno al eje de abscisas.

4.3.— (a) £i erto o falso?

1
x 3
<Lx dx<§

EEN NS

(b)Li erto o falso?

ﬂ<J+°° x dx <§
3°5), e—-1°3

(Referencias: Son, respectivamente, la octava pregunta de The Brnoulli
Trials 1999 y la duod’eima de The Brnoulli Trials 198 de la Universidad
de Waterloo, Canadd. No sealli, porque hay que contestar en menos de diez
minutos, pero aquf se trata de razonar las respuestas.)

4.4 .— Encontrar el 4rea de la regién comprendida entre la curva x> +y3 = 1
y su asintota.

4.5 .— Los centros de dos esferas de radios a y b se encuentran a una distancia
¢ > a+b. ;Doénde habria que colocar un punto emisor de luz en la linea de
los centros, entre ambas esferas, para iluminar la mayor area posible en las
superficies esféricas?

(Referencias: KLAMBAUER e jercicios del capitulo 6.)
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