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a los estudiantes de la Universidad de La Rioja,
y al recuerdo de Chicho Guadalupe.

De tierra, de alma, de cielo
uno discurre y estudia,

y según voy diciendo los nombres,
idea de todo

en mí se dibuja:
todo está en la pizarra y el mapa,

todo en su sitio y figura;
pero esto que pasa y que pasa en el tanto

que uno razona y calcula,
de esto, ¿qué sé?,

¿qué ciencia lo trata?
¿qué asignatura? ...

(De Ismena, Agustín García Calvo)
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�a�a�����a�a�����a���a�a�����a�a���a�����a�a�

6

1.3 CONTINUIDAD. RESULTADOS LOCALES ���a�a���a���
7

Definiciones
���a���a���a�a�����a�a���a�����a�a�����a�a���a�����a�a���a���

7

Ejemplos
�����a�a���a�����a�a���a���a���a�����a�a���a���a���a���a���a�a���

8

Tipos de discontinuidades
���a�����a�a�����a�a���a�����a�a���a���a���a�

9

Propiedades locales de las funciones continuas
�a���a���a���a���a���

10

1.4 RESULTADOS GLOBALES �a�����a�a���a�����a�a���a���a���a�
12

El teorema de Bolzano
�a���a���a���a���a���a���a���a���a���a�a�����a���

12

El teorema de Weierstrass
�a�a�����a�a�����a���a�a�����a�a���a�����a�a�

15
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10 ÍNDICE DE CONTENIDOS

El teorema del valor medio y sus consecuencias
�a���a���a�a�����a�

44

Ejercicios
���a���a���a���a���a���a���a���a���a�a�����a���a�a�����a�a���a�

46

Derivación paramétrica e impĺıcita
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F(x, y) = 0

y �&��¦C� zl |)��� ¥ �@� lD�cl	� �%���%¯ s1§ �S� � l � � � �-l	x ¤ w�lKw |y �*¤ w�l � z{����}������� l	x;y%l � l�x�w � y � � � s*l � ��l �@¤ w�z{A�C� l ���}� ���1��� x;y�l �%�}�@�v� z� x�u�l | l �X�&� l |[���� x � u |A� y%w �X� ��l �����%�S� x �����%�S��¦C� l	x |�� y � l | l ���8��¤ wPzlTx �8¦C�X�	��� � � l	x�l | y �����S� � l � x � z��|�8�%� u ��|1��� ��l �v� l ���&|�| ��l �`Þ�� l ��� ��l �P� l ���&|�|�£ �dl ¦ l	x�u�w�l	ß�j:� ��¦ w �%��| � �<��� u�w |A�DÛ�£u�w �X� l |��S�`�C��Ú&�	�%�X�8� x�l � z� w |�� w ��� � � �vz�@� y �����G� w ��| � � x�l �?��� x ��¦C� l � � �?�}| y �%� ��w �,��� z��|�D�S� x �}| y%l,u �X�&� l	x � zw � y ���C� l	x`x�l � w�l	��l ����| x � ��l �X��� w |��,�8�T�C� l � l | y � ��l �����%� u �X�&�����l ���D� x � u |A� y�w �X�*��áâ�S�G� l � y%w �X��Û�|A�&��� l ����� l | � � � � x � l �D��� l ¤ w�l	� �	� z���1���X�K�&� u0zw |� l �X�&|����
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	 ¥ ��Ú	�B��� x ��¦C� l �	� � �"� z� u �}|A�����T��� l	x �)� ¥ �8�X� s � �"l ��� l	��l�x � z�&|C� ¥Cl Ú s ¤ w�l� l � l	u �&� z�T��� x4�Tz��� § �	£ � Ú l,u�� � §<l � Ù � y�y �&Ú,Ú,�}|�� s � � �&| w�l � Ù]l |�� y �������T��� w�y �8� ��l �S�u � z��ÛC��� ��l �S��� w |C�,� z��| ��l �S� x Þ;�1�&�}���T� y � x���l ��� z{}Ú ß ¤ w�l ���1��� l � lTl |I�S���1�8� y � � � s� � x ���	�`�0�S� w ���%���,�8� �T�X� l � � �8� ��l �����%�}� xP��l �}� x �C�%�8¦C� l ��� x �8�%� u �}|A�&� l�x ��|C�,� w � � � x	s§ � ��w � x � x �1��©|����1���8� x�wCx �,��� l | y ���%�}� x,s �,�8��� l �,���}��| l	xP§ �S� x |�� y � x ����� u �}|A��� l	x#��l�S� x � z� u�x �� §�� �� t �S�D�}| x � x;y%l |C���S� §ùz��|C��� � ��l�y � � � xvl ���}� x#l |"������� l �?� wCu ��� s � x	z{����� �"� �����&���	¦C�}�}� � � �I��l � � l ���������}� ��lD�]w ¦C�}���	�&�,����| l	xa��l �S� � |���� l � x � � � �B��lD� ��v�}�8��� s�x�lT��l ¦ l ¤ w�lDl	x;y � x �	� w | y�l�x`x�lD¥ � § �&|-� w ¦C�}���	� � ��� � � l	x;y%wC� �S��| y�l�Ù]l � y �%�}Ú�Ózw�u ���	�T� � ���ª� y � z� § ���8���%� u � z�D�����%��� xvl ���X� y � x4��l �S�����%�}� l �X��� l � x � z��| l |"�S�GÚ	�8|1� ��l �� z�&��� w �}� ��l ���%�}� � y ����� x �� ������| x;y � w �,��� z��| ��l �S� ���8� y � � � x�l ¦1� x � l | l � � ��� w � l | y �
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Funciones continuas

� �Bt?� zt#�d� � � � ��l �S� x �����@�A� l�� � ��l	x���l ��� x funciones reales de una variable
# ¼iÃ]Á�À ü Á�¼�Ç û ½�ø
a+ (b+ c)

= (a+ b) + c

a+ b = b+ a

a+ 0 = a

a+ (−a) = 0

. . . . . . . . . . . . . .

a(bc) = (ab)c

ab = ba

a $ 1 = a

aa
−1

= 1 (a %= 0)

. . . . . . . . . . . . . .

a(b+ c) = ab+ ac

a < b, c > 0

⇓
ac < bc.

a < b, ab > 0

⇓
b

−1
< a

−1
.

<
−

¼iÃ]Á�Àv½;Ç:Ì,¼:À?ú�½Xú Ë Å>ø
a <

− a

a <
− b, b <

− c⇒ a <
− c

a <
− b, b <

− a⇒ a = b

a <
− b &' b <

− a

c ( = )+*-, (S) :É Ë Ð
c ( >

− s . s / S,ÉSÆ�Ð . ε > 0 0 s / Sú Ë Å�Î&Á�¼
s > c ( − ε.

real �<���C�}���	�@���}�8| l	x ����|����&�}�8� l	x � l ��� l	x`��l ÛC|�� � � x#l | w | x�w ¦d����|�� w | y � ��l # s ¤ w�l����� l |�Ú��&�T� x]l | l	x;y%l ���	� z{ y%w �}���,��| l � l	x;y%wC� �}� ��l �S� continuidad
sh¥ � ��l ¦1� x ��� x�ll | w |J����| l �;�T�%� u�w �%� x � ��l �S� x ���%�8�C� l	� � ��l	x ¦ z� x ���	� x ¤ wCl�l | y�l | ��l �T� x ¤ w�l ��� x�l,ll ���C�%�8�C��������|�� w | y � # § ¤ w�l ����|��S�8�%���&| x�wJl	x;y � w � y%w �X�*�

1.1 PRELIMINARES� |-���%�}� l �a� w�u �	� s1� � x | zw � l �%� x � l �&� l	x`x�l � w�l	��l | x�w ���	� ji§ � l	x;y ����� § � w ��£y �ª�C�}���	��� ji§-� ����� � ��� s�x � l � � ����� x �8�a|�� l	x
0
��� � � x �����@�A� l�� � ��l	x ¤ wCl � w �D�C� l | l�x;y � x�8� l �X�@���}��| l	x4� �&|J� # �S� l	x;y � w � y%w �X�K�&� u�l ¦��X�&���	� ��l cuerpo �� | x�l	u8w | � �`� w�u ��� s�w |D| zw � l �%�`� l �&� l	x]��lPw |A� ��lPl	x�y � xcy � l	x �,��� x�l�x ê���� x � y �ª�h� s| l,u � y �ª�h� s �)� l �%��� � x;y �B�@¦ x�l �����&�,� z��|W���%�}� � y ����� ¥ �&� l �	���	� l � l � l � x�w ¦d����|�� w | y �# + 1 # ��l ��� x números positivos

s ¤ w�l � w �T�C� l ê
� �

a, b 2 # + ,
l | y ��|C� l	x

a+ b
§
ab 2 # + ,

§ ¤ w�la� �G� # l	x;y � w � y%w �X� ��l � wCl ����� ordenado ê x�l �&| a, b 2 #43 x�la��l ÛC| l
a < bj �

b > a
� x �

b − a 2 # + � � l � wCl	��l �����D���%�8¦1���G¤ w�l a < b
§
b < c ⇒ a <

c
j
transitividad � sf§ ¤ wCl"x � l �T��� l �*� w ���%��� z� w |A� ��l[l	x�y � xDy � l�x �1� x ��¦C�}�}� � � ��l	x ê

a = b
s
a < b

z�
a > b

j
tricotomı́a �X� � � relación binaria a <

− b
j �
b >

− a
�

⇐⇒ a < b
z�
a = b

l	xv��l
orden total

l | # �� x �<�1�	� y ��� ��l�l	x;y � l	x;y � w � y%w �X� ��l �8� ��l |H¤ w�l y � l | l�x�l | y � � � ��l �����T¤ w�l w |x�w ¦d����|�� w | y �
S 1 # l	x;y�z� acotado superiormente

j
inferiormente �4� w �&| � �5

c 2 # y �&��¤ w�l
c>

−s
j
c<

− s
�76
s 2 S � � � x | zw � l �%� x c x�l �}�S�����&| cotas superioresj

inferiores � ��l S �� �
c
§
c 8 x ��| � � x ��� y � x0x�w � l �%�}�@� l	x4j ��|�� l �%�}�8� l	x � ��l S s*� ��� l � � x ¤ w�l c l�x más

fina ¤ w�l c 8 x � c <
− c 8 j c >

− c 8 ��� � � zw � y �����G���%�8�C� l	� � � ���%�}�T� y ����� ��l ÛC|�� y �8�%�S� ��l ���l	x;y � w � y%w �X� ��l # l	x ¤ wCl�x�wCxGx�w ¦d�,��|�� w | y � x �&��� y � � � x � � �T� y%l | w |)� l Û�|A�&�T� l | y ���l ÛC|�� y ���h� ��l"x�wCx ��� y � x � � �I¤ w�l ¤ w � l � l[��l ����� ¤ w�l"x �
S 9= : l	x;y�z�-�&�,� y � � � x�w £� l �%�}�8�%� l | y�l�s1¥ � §�w | zw |������<| zw � l �%�

c ;<2 # ¤ w�lKl	x �S� menor cota superior� supremo
��l
S
j
c ; =

x�w �
(S)
� s�§ ¤ w�l�x �

S 9= : l	x;y�z�"�&�,� y � � �J��|C� l �%�}�8�%� l | y%l�s



16 FUNCIONES CONTINUAS

¥ � §Jw | zw |�������| zw � l �%�
c ;=2 # ¤ w�lGl	x ��� mayor cota inferior � ı́nfimo

��l
Sj

c ; =
z{}|��

(S)
�X�t4� �T� y � � � l�x;y ���C�%�8�C� l�� � �-j axioma de completitud � l | w |A�K� w �&��¤ w � l �X� > º@?T¼iÃ0Á�À ü Á�¼�Ç û ½0½�Ç:Ì,¼:ÏÀ Ë Ì	½ ü ½�» û Å5¼;ú�½BA�¾ ËDC Á�À ËÆ�º C ¼ üZü º�Ê½�À

i : E → F ú Ë ÅÎ�Á%¼
i(a+ b) = i(a) G i(b)

i(ab) = i(a) · i(b)

a < b⇒ i(a) < i(b)

��l ��� x�� � x �V�8�%��� xal�¨ � w�l	x;y � x	s ���S�<¤ w�l |�� x � l � l �%��� l � � x ��¦�� l ���S� � �&� l | y�l �����T�jZt �v� s # l	x�w |3� w�l �����"�8� ��l |A� � � completo � k#l ¥�l � ¥ � s�l	x�l � zw |������J����|�� w | y �¤ wCl`y � l | l�l	x;y � l	x;y � w � y%w �X�*�
Ejemplo.–

� l �
A =

{
1
n

: n 2�H } � � ������|�� w | y � A |�� l	x ���@� z{}� §Jl	x;y�z���&�,� y � � ��}|�� l �%�}�8�%� l | y�lBj ���8� l � l �D�C�}� s
0
l	xKw |A�"�,� y �"�}|�� l �%�}�8� ��l

A
�X� t �C�}�}����| � � jZt �v� s5

a =
z{}|��

(A) >
− 0
�� � z{}|�ÛC�T� l�xcw |A�4�,� y �4�}|�� l �%���8� ��l

A
s � w�l	u � l |K�1��� y ��� w ����� x�l�y � l | l ¤ w�l

a<
−

1
2n6

n 2IH s���l	��w ��� zl | � � x�l ¤ w�l 2a y �&�G¦C� zl | l	x�w |A�[��� y �<�}|�� l �%�}�8� ��l A �-�0���T� l �z{}|�ÛC�T� l	x ���K��� § �8�?��� y �G�}|�� l �%�}�8� s�x�l � z�
2a <

− a
s � w�l,u �

a = 2a− a <
− 0
�

�0���T�
a >

− 0
§
a <

− 0
s�x�l�x � u�w�l ¤ w�lTz{}|C�

(A) = 0
�

� �[¤ w�l �}�D�C�}���	�<¤ w�l 6
ε > 0

5
n 2�H y �&��¤ w�l 1

n
< ε

j
propiedad arqui-

Í1Ç:Î&Á@ÊJ »f¼ZÌ,¼iÃKA > ½XÆ%Ç:¼bÅ Ë¼iÃML>¼�Ç Ë�C ¼:Å ü º Å º À	Ì�Ç�½BAONh½ÄÃ:Ïú:Á�Å Ë Ì,½QPmediana
��l # � s ���@�X¤ w�l`��l �}�T����| y �X���%�}� 5

ε > 0
y �&�d¤ w�l

0 < ε <
−

1
n

6
n 2�H sC§ 0|�� x�l � z{�� l � z{�|�ÛC�T� ��l ������|�� w | y �

A
�

Sucesiones monótonas acotadas

� w �&| � �R6
ε > 0

5
n0 2�H y ����¤ w�l=S an

S
< ε

6
n>

−n0

s�x�lv� �}� l ¤ w�l �S� sucesión T Ë Å5½�Ç Ë Æ�Ã:½�Å}ÁXú�½%øU
x
U
=

{
x

Ã�º
x >

− 0

−x
Ã�º
x <

− 0

��l | zw � l �%� x � l ��� l	x
a1, a2, . . . , an, . . . converge a 0

s � tiene ĺımite 0
s�l	x ���%�ª£¦C� zl | � � x�l � z{��

n→∞
an = 0

�¿á l | u�l | l �X�&� s � z{��
n→∞

an = a
� w �&| � � � z{��

n→∞

S
an − a

S
= 0
�� �?���%�8�C� l	� � � ����¤ w �}� l	� ���&|A� shw |�� � ���&� ¥�l � ¥ � ��l � ��l �X� l �,��� � l | y � ��l �}� x]y�zl �%�T�}|�� xx�w � l	x ����� x4��l �S� x�w � l�x � z�8|

an = 1
n

s � x�l,u�w �X�K¤ w�l � z{��
n→∞

1
n

= 0
�

� |1� x�w � l	x � z��|
(an)

l	x
monótona creciente

j
decreciente �f� w �&| � � m >

n⇒ am
>
−an

j
am

<
−an

�X� � |A� x�w � l	x � z��|
(an)

l	x;y�z�`�@��� y � � �?� w ��| � � x�wCxcy�zl �%�T�}|�� x�V�8�%���&| w |J����|�� w | y � �@��� y � � ��� � �c� ¨ ������� ��l �����D�C� l�y � y�wC� � � � � y%l�w |A� x�l,u�w | � �� l � x � z��| l |"�S� x � u�w � l | y%l �V�8�%���*êj � �Jt � � � � � x�w � l	x � z��|"� ��| z� y ��|A� § �@��� y � � � l�x ����|*� l � u�l | y�l �jZt �v� ⇒ j � �"t ��ê � w ����| u �&�T� x ¤ w�l
(an)

l	x0w |A� x�w � l	x � z��|<�T��| z� y ��|A�a��� l ��� l | y�l#§�@��� y � � � x�w � l �%�}�8�%� l | y�l � � l �
a =

x�w �
(an)

j:¥�l �T� x ���C�}���	� � � j:t �v����� k � � �
ε > 0

s5
n0

y �&�A¤ w�l
an0

> a−ε
� � �

n > n0

s*x�l4y � l | lVS
an − a

S
= a−an

<
− a−an0

< ε
s

� w�l,u � � z{��
n→∞

an = a
�

j � �"t � ⇒ j:t �v�Xê � w ����| u �&�T� x ¤ w�l
S 9= : l�x]w |�����|�� w | y �G�&�,� y � � � x�w � l �%�}�@��� l |�£y%l � � l ��|

c1

w |A�D��� y � x�w � l �%���8� ��l
S
§
s1 2 S � � � c1

l	x �S�D� l |C�@�`��� y � x�w � l �%�}�8���l
S
�
s1 >

− s
6
s 2 S s�l	xax�w � (S) = c1

� x�w �
(S) = s1

� � ��|�� sdx�l �
a2 = s1+c1

2
�� � s � ¥ �8�X� s

a2
>
− s

6
s 2 S s�x�l �&| c2 = a2

§
s2 = s1

3 x �]|�� sdx�l �
s2
w | l � l � l | y �� w ����¤ w � l ��� ��l

S
��� § �8�4¤ w�l

a2

§
c2 = c1

� � |[� w �&�}¤ w � l �v�	� x � s�x �
c2

l�x �S��� l |��8���� y � x�w � l �%�}�@� ��l
S
�
s2 >

− s
6
s 2 S scx�l � z� x�w � (S) = c2

� x�w �
(S) = s2

� � �f|�� s
. . .
s]§ ����� x � u�w � l | � � ��l[l	x;y ���S�8�%��� s �B¦C� l | l |A����| y �X��� � xKl � x�w �C� l �T� ��l

S
�&��	��¦�� ��l`w |[| zw � l �%�KÛ�|�� y � ��l ��� x � x,s �K¦C� l |"¤ w�l	� �&|"����| x;y � w�z{ � � xv� � xPx�w � l	x �}��| l	xj ��� u�w |A� ��lGl �}��� x ��� x ��¦C� l � l | y�l �,�8| x;y �&| y%l �K�1��� y ��� ��lGw |-�,� l � y �<� w�u ������� � |A� l	x
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�X� l ��� l | y%l�s
(sn)

s �V�8�%��� � �����8� l � l � l | y � x4��l
S
§ �&�,� y � � � x�w � l �%�}�8�%� l | y�l ���8�

c1

s§ �S� � y �X� l	xa��l ��� l ��� l | y%l�s
(cn)

s�l	x;y�z� �V�@����� � �D���8����� y � xax�w � l �%�}�8� l	x`��l
S
§�l�x;y�z��@��� y � � �<�}|�� l �����8�%� l | y%l ���8�

s1
� t �C�����	�&| � � j � �"t � s�x�l � � z{}�

n→∞
cn = c

� ��l �&�T� x
¤ w�l

c =
x�w �

(S)
êj �8� � ���X�"�	� � �

n 2WH x�l�y � l | l cn
>
− s

6
s 2 S s � w�l	u � y �&��¦C� zl | x�l � z� c >

− s6
s 2 S � � �8��¤ w�lGx ��� w�l �X� c < σ �1���X� w |B��� l � y � σ 2 S s1x�l � ε0 = σ − c > 0

3 ���8�X ¼ZÌ8Á üZü ºXÊ½�À Ë Å Ë Æ�Ã%Á;Ç:Ì,½%øY À Ë<û Ç:½ û ½ÄÃ:º ü ºXÊ½�ÀZL Ë Å Ã ËÃhÊ½�Å5½ û Á�¼ZÌ,¼�[;¼:À	º Ç#º » û Å º ÏüZË Ì ËKû ½�ÇG½Xú�Ç ËGû Ç:½ û ½;Ã�º Ïü º�Ê½�À\L Ë Å Ã Ë AvÅ�Á�¼D],½�Â½�_�Íº » û Å º üZËa	̀Ë Å Ã:½¿Ì,¼:»PÁ�¼iÃÄú}Ç ËÎ&Á�¼1Í[¼iÃ T ¼�Ç:Ì Ë Ì	ý`	Ë Å Ã:½ Ã�Á�¼:Å5¼D¼:À ü ½�À&ú�Ç Ë Ç�ÏÃ:¼A¼:ÀfÅ Ë L>½�Ç�» ËcbdC ^A½�_ bÉ�Å ¼ C Ì,¼ ü ½�À&ú�Ç Ë Ì�º üZü ºXÊ½�ÀXÐÄý

�S� ��l Û�|������ z��| ��l � z{�� � y�l�s 5
n0

y �&�c¤ wCl�S
cn0

− c
S
= cn0

− c < ε0

3 � w�l,u �
cn0

< σ
s

��¦ x�w � � ���j ¦�� � l �
ε > 0

w |�| zw � l �%�Y����¦C� y �X���%�S��� l | y%l ��� l Û���� � ���fe#� § ¤ w�l ���%�8¦1���¤ w�l 5
s 2 S y �&�?¤ w�l s > c − ε

� � |b�	� � �-�1� x � ��l �S�I����| x�y � w �	��� z�8| x�lJy � l | l
cn − sn <

−
1

2n−1 (c1 − s1)
s � w�l	u �J���C�}�}����| � �[�S�����%�8�C� l	� � � ����¤ w �}� l�� �S��|A� 5

ν
y �&�¤ w�l

cν − sν < ε
� �dw�l,u �

sν > cν − ε >
− c− ε

�
Intervalos cerrados encajados� � x intervalos

x ��|��}� x�x�w ¦d�,�8|�� w | y � x���l # ��l �&� u�w |�� ��l �}� x1y ����� x�x � u�w � l | y%l	xj
a, b 2 # �Xê

• (a, b) = {x 2 #
: a < x < b}

s �}| y%l �����&�}� abierto
��l

extremos a
§
b
�

• [a, b] = {x 2 #
: a <

− x <
− b}

s �}| y�l �����&�}� cerrado
��l

extremos a
§
b
�

• (a, b]
�

[a, b)
sh��l Û�|C� � � x �8¦*���S�&� l | y�l �ge#� x;y �a�@¤ w�z{ s ��|A��� w�§�l | � � l �C����|�� w | y �: = (a, a)

s ��| y�l �%���&�}� x �@��� y � � � x � � � longitud
��l�w |��}| y%l �������}�[�@��� y � � �

I��l�l�¨*y � l �T� x
a <

− b
l	x<S
I
S
= b− a

�
• (a,+∞) = {x 2 #

: a < x}
s�x�l �T����� l � y �T��¦C� l � y � ��lal�¨�y � l �T�T�}Ú	¤ w � l � � �

a
�

• (−∞, b) = {x 2 #
: x < b}

s�x�l �T����� l � y �T��¦C� l � y � ��lal,¨*y � l �T� ��l � l � ¥ �
b
�

• [a,+∞)
�

(−∞, b] s�x�l � �ª��� l � y � x � l ���X� � � x �
•

#
= (−∞,+∞)

�
� ��� ¨ �}����� ��l �,���D�C� l�y � y%wC� � � �T� y%l#w |A� y�l ��� l �X�`� l � x � z��| ��l ����| y%l |�� � ���}| y%w ��£y �ª�h� x�l |C�,���}�}��¤ w�l ����| x;y � y�w�§hl ���8� l�x � w |"� l � w � x ��¤ wCl�x�l�wCx �D�&�D�A���S�&� l | y�lGl | l ��&| z�&��� x � x � l �&�:êjZ� � � � � l �

(In)
w |A� x�w � l	x � z��| ��l �}| y�l �����&�}� x � l ���X� � � xGy �&�4¤ w�l

In+1
1 In6

n 2hH j encajados � anidados � § � z{��
n→∞

S
In

S
= 0
� � | y ��|C� l	x 5

c 2 # y �&�¿¤ w�l
c 2 In 6

n 2\H �k#l<¥�l � ¥ � s�¥ ��¦�� z� w | zw |�������� w | y �-����� zw |M� y � � � x ��� x �}| y%l �������}� x,s � w�l	xKx �¥*w ¦A� l �X� � � x`� � x;y �}| y � x	s
c1 < c2

s �����T�[�S� x ����| u � y%wC��l	x���l �}� x �}| y%l �����&��� x �S�8�%���&|w |A� x�w � l	x � z��|[¤ w�l4y � l | ��l �
0
s*� � � � l �A| zw � l �%����� x � y �����

c2 − c1

s 5
m 2�H y �&�1¤ w�lS

Im
S
< c2 − c1

3 � l �%�������T�
c1

§
c2

l�x;y�z�&|J�}� x#� � x ���8� ¥ ��� z� y�l	x � x#l |
Im
sA��l ¦ l � z{S�x�l �

c2 − c1
<
−

S
Im

S5s �}� l,u¿z��| � � x�l �&����¦ x�w � � �
c2 − c1 < c2 − c1

�� x | l � l	x ���%�}�ù¤ w�l �}� x �}| y�l �����&�}� x
In
x�l �&|ô� l ����� � � x,s � w�l	x,s ���8� l � l �T�C��� s

∞i
n=1

j
0, 1

n k = : �
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� �&�T� x ���C�%�8¦1�	�#�G����| y �}| w �@��� z��|[�S� l ¤ w �ª���&� l |C���S� l | y � l �S� x �S�8�%��� x`j � �"t � ljZ� � � � ��l ��� ¨ �}����� ��l �,���D�C� l�y � y%wC� êj � �"t � ⇒ jZ� � � �Xê � l �
(In)

w |1� x�w � l	x � z��| ��l �}| y%l �����&��� x �,���T� l |[�S� ¥ ��� z� y%l	x � xv��ljZ� � � �X� � �8�#�S�T����| � �}�,� z��| x �@¦C� l ��� x �}��| u � y�wC��l	x,sAx�l � w�l	��l�x�w ����| l �?¤ w�l�y � � � x ��� x�}| y%l �����&��� x#x ��|��@��� y � � � x,s � x,z{�¤ w�l
In = [an, bn]

����|
an, bn 2 # �tv¥ �@��� s ���8���S�<����| � ����� z��| ��lDl |C�	��� l�s �S� x�w � l�x � z�8|

(an)
��l �}� xal�¨*y � l � � x �}Ú�£¤ w � l � � � x�l	x �T��| z� y ��|A�"�X� l ��� l | y�l�s�§3x�lTy � l | l

an
<
− bm

�1���X� y � � �
n
§
m 2lH 3���C�}���	�&| � � j � �"t � scx�l � � z{��

n→∞
an =

x�w �
(an) = a

� � l y � l | l
an

<
− a

6
n 2IH §y ���G¦C� zl |

a <
− bm

6
m 2�H s � w�l	x bm

l	x ��� y � x�w � l �%�}�8� ��l
(an)

�1���X���	� � �
m
Û��;���

�dw�l,u � ∞i
n=1

In = {a}
�

jZ� � � � ⇒ j � �"t ��ê � l �
(cn)

w |A� x�w � l�x � z��|-�T��| z� y ��|A�D��� l ��� l | y%l�§ �@��� y � � � x�w � l £�%�}�8�%� l | y�l 3 x�l ��|
a1 = c1

§
b1

w |1�D�,� y � x�w � l �����8� ��l
(cn)

� � � 1
2
(a1 + b1) >

− cn6
n
sdx�l �&|

a2 = c2

§
b2 = 1

2
(a1 + b1)

3 x �
cm > 1

2
(a1 + b1)

s�x�l ��|
a2 = cm

§
b2 = b1

� � �%� x	z{ u � x�l`x�w � l	x ������� l | y%l`l	x;y ������| x;y � w �,��� z��| s ¤ w�l?u�l | l �X� w |A� x�w � l	x � z��|��l ��| y�l �����&�}� x � l ���X� � � x �&�,� y � � � x j
[an, bn] m y �&� l	x ¤ w�l [an+1, bn+1] 1 [an, bn]

§
0 <

−
� z{��

n→∞
(bn − an) <

−
� z{��

n→∞
b1 − a1

2n−1
= 0

3 x�l � s ���8� j:� � � � s ∞i
n=1

[an, bn] = {a}
�

� | y ��|C� l	x,s � z{��
n→∞

an = a
�

1.2 LÍMITES DE FUNCIONES

Nomenclatura y definiciones� l �
D 1 # � � |A�-�	�A�����	�@��� z��|

f : D → # l	xTw |A� función real de una
variable real

s���l
dominio D � � �4�,��|�� w | y � f(D) = {f(x) : x 2 D} 1 # x�l

�}�S����� conjunto imagen
s
rango � recorrido

��l �S�<� w |C��� z��|
f
� � �0����|�� w | y �

G(f) =
{ j
x, f(x) m : x 2 D} 1 # 2

s � l ��� l	x�l | y ��¦C� lal | l � plano cartesiano
s*l�x �S�

gráfica
��l
f
s � ��l

y = f(x)
�

� l ��|
a 2 # §

ε > 0
� � � bola abierta de centro a y radio ε

s �
entorno abierto simétrico del punto a de radio ε

l	x�l ���}| y%l �������}�
Bε(a) =

(a−ε, a+ε)
� � lPy � l | l

x 2 Bε(a)⇔ S
x− a

S
< ε
� � � bola cerrada de centro

a y radio ε
l	x`l ���}| y%l �����&�}�

Bε(a) = [a − ε, a + ε]
� � l ���S�&��� entorno de a� y � � � x�w ¦d����|�� w | y �

E
��l # ¤ w�l ����| y%l | u � w |A�<¦������

Bε(a)
����|

ε > 0
� � �

El	x�w | l | y �8�%|�� ��l
a
s�l �0����|�� w | y �

E ; = E − {a}
l	x�w | entorno reducido de

a
3 ���8� l � l �D�C�}� s

B ;ε(a) = (a − ε, a) n (a, a + ε)
sAw |C� z��| ��lG� � x semientornos

reducidos de a
s�§[x�lay � l | l

x 2 B ;ε(a)⇔ 0 <
S
x − a

S
< ε
�

� l �
f
w |A�-� w |C��� z��| ��l Û�|C� � � l | w | l | y �8�%|��I� l	��w �,� � � ��l �4� w | y �

a
s � l |�����%�8�C�S� � � xPx�l �T� l | y �8�%|�� x � l���w ��� � � xP��l

a
s*§
l
w |[| zw � l �%�K� l �&����� w �&| � �=6

ε > 05
δ > 0

y ���#¤ w�l
x 2 B ;δ(a) ⇒ f(x) 2 Bε(l)

s�x�l"� ��� l ¤ w�l[l � ĺımite de f(x)
cuando x tiende a a existe y es l

s�l�x �X�%��¦C� zl | � � x�l � z{��
x→a

f(x) = l
�

� w �&| � ��6
ε > 0

5
δ > 0

y ����¤ w�l
x 2 (a− δ, a) ⇒ f(x) 2 Bε(l)

sCx�l�� ��� l ¤ w�ll � ĺımite de f(x) cuando x tiende a a por la izquierda existe y es l
s
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l	x ���%�ª¦A� zl | � � x�l � z{��
x→a−

f(x) = f(a−) = l
�

� w �&| � ��6
ε > 0

5
δ > 0

y �&��¤ w�l
x 2 (a, a + δ) ⇒ f(x) 2 Bε(l)

s�x�l�� �}� l¤ w�lGl � ĺımite de f(x) cuando x tiende a a por la derecha existe y es
l
sdl	x ���%��¦C� zl | � � x�l � z{��

x→a+

f(x) = f(a+) = l
� � � x | zw � l �%� x

f(a−)
§
f(a+)

x ��|I�}� x
ĺımites laterales de f en a � � l`y � l | l5 � z{}�

x→a
f(x) = l⇐⇒ 5

f(a−) = l
§ 5
f(a+) = l.

� �T�}�D�C�}���	�@��� z��| ¥ �@���S� ��� ��l � l � ¥ � l	x#y �%�����S���:��e?�@���S�T�S�T�}Ú	¤ w � l � � � s1x�l �
ε > 0

Û��;� 3���8�4�S� xv¥ ��� z� y�l�x � x,s
{ 5

δ1 > 0
y �&��¤ w�loS

f(x) − l
S
< ε

x �
x 2 (a− δ1, a),5

δ2 > 0
y �&��¤ w�loS

f(x) − l
S
< ε

x �
x 2 (a, a+ δ2);

� w�l,u � y �����&| � �
δ =

� z{}|
{δ1, δ2}

s�x�l`y � l | l ¤ w�l
x 2 B ;δ(a) ⇒ S

f(x) − l
S
< ε
�� |���� x � l�x � l ���S�&� ��l |�� l,¨ � x;y�l |C���S� ��l � z{�� � y%l`l | w |�� w | y �

a
s � l �%� l | l �1¤ w�l����|h� l |C���}��|A�&�}� l | y�l x�lT� ��� l ¤ wClDl �¿� z{�� � y%l l�x infinito

sd§Bx�lTl	x �X�%��¦ l � z{}�
x→a

f(x) =

+∞ j �Y�&� y�l �%|A� y ������� l | y%l
−∞ � sPl	x � w �&| � �3�*� w ��� l ¤ w�l 6 M > 0

5
δ > 0

y �&�¤ w�l
x 2 B ;δ(a) ⇒ f(x) > M

j �
f(x) < −M

�X� � l � w�l	��l | � ��� ��l ÛC|������}��| l	x���8��� l�x ����| � � l | y%l	x ���	�X��� z{}�T� y%l	x �S� y%l �X�&� l	x �}|�ÛC|�� y � x �� � x�x�l � �ª��� l � y � x
(M,+∞)

� w�l	u ��| l �A�1��� l � ��l?l | y �8�%|�� x0��l
+∞ � t#x,z{ s ÛC|A�&��£� l | y�l�s�x�l���l ÛC| l | y �&�G¦C� zl |

� z{��
x→+∞

f(x) = l⇐⇒ 6
ε > 0

5
M > 0

y �&��¤ wCl
x > M⇒ f(x) 2 Bε(l),� z{��

x→+∞
f(x) = +∞⇐⇒ 6

M1 > 0
5
M2 > 0

y �&��¤ w�l
x > M2 ⇒ f(x) > M1,

§[��l Û�|������}��| l	x �&| z�&�}� u � x ����|
−∞ l |J� w �&��¤ w � l � x � y �}� l |[� l Ú ��l

+∞ �
Ejemplos

1.— � z{��
x→0

x�l |
x

x
= 1
�

Ù � x�y �G���%�8¦1���%�}�D�1�	���
x→ 0+

s � w�l�x
� z{��

x→0−

x�l |
x

x
=
� z{��

y→0+

x�l |
(−y)

−y
=
� z{}�

y→0+

x�l |
y

y
,

§ �K¤ wCl�x�l |
(−y) = −

x�l |
y
�� �	�X�

x 2 j
0, π

2
m w |-��� u�w � l | y � u8l ��� zl�y �%����� ��l �����D�1���X�@��� z��| ��l ����| u � y%wC��l	x§Nz�	� l � xv� � s�l |[�C�%�}� l �#� wCu ��� s ��� x4��l�x � u�w �&� � � ��l	x4x�l |

x < x <
y�u
x
s ¤ w�l�� ����� � � � � x

���8� x�l |
x > 0

� ��|
1 <

xx�l |
x
<

1��� x
x

s � s ��|*� l � y � � � x,s �,� x
x <

x�l |
x

x
< 1

s]��l
� ��| ��l�x�l�x � u�wCl

1−
�,� x
x > 1−

x�l |
x

x
> 0
�

�cl �%� s �����T� x�l |
x < 1

s
1−

��� x
x = 2

x�l | 2 p x
2 q < 2 x�l | p x

2 q < 2 p x2 q = x ,
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� w�l,u � � � � �
ε > 0

Û��;� s*y �����&| � �
δ = ε

s � w �&| � �
0 < x < δ

x�lay � l | lrrr x�l | x
x

− 1

rrr = 1−

x�l |
x

x
< x < ε .

2.—
� �G� w |C��� z��|

f(x) =
x�l | j 1

x
m s���l ÛC|�� � ���1���X� x 9= 0

s |�� y � l | l � z{}�T� y�lGl |
0
�

� �¿���%�8¦C� l ��� l	xal ¤ w �����&� l | y�l �&� ��l ��� l�¨ � x�y�l |A���S� ��l � � z{��
y→+∞

x�l |
y
� ��l �&�T� x

¤ wClal	x;y%l � z{�� � y%l |C�K� wCl	��lax�l �4|��}| u�z w |"| zw � l �%�D� l �&�:�� l �
l 2 # � w �&��¤ w � l �X�*� � �D¦������ j

l− 1
2
, l+ 1

2
m |���� w�l	��l ����| y%l | l ���T�S�D� l Ú���}� x � w | y � x

0
§
1
s � l �%� � � � �"� w �&��¤ w � l �

M > 0
¥ � § � w | y � xKj

y = nπ
s ����|

n����|*� l |�� l | y�l � l | y%lTu �X�&| ��l � ��l �S� x�l � �ª�%� l � y �
(M,+∞)

� �8| ��lKl � x�l |��<���&� l
0
§

� y �%� x � w | y � x`j
y = (4n+ 1)π/2

� � ��| ��l ���&� l
1
�

Propiedades de los ĺımites� |K�S� x �C�%�8�C� l�� � ��l	xcx � u�w � l | y%l	x¿x�l ��� � � z{��&|D����| x � ��l �X�	���1�8� y � � � x �1��� y%l	x � z{}� �ª£y%l	xPx ���S��� l | y%l �S� y%l �X�&� l	x,s�l |[� w�§ �T�	� x �K��� x � l�x�w � y � � � x ¤ wCl#l,¨ ����| l |<�S� x�l,u�w | � � §�S� y�l �X� l �X� x�l � w �T�C�}�ª� z{S�&| l |K���8��� l	x ����| � � l | y%l	xcx�l �T� l | y �8�%|�� x � l	��w ��� � � x � � l � w�l	��lx�l ©|A���S���a¤ w�l�s � w |C¤ w�lGx�lDx�w�l � l | ��l �T� x;y ���	�a��� x ���%�8�C� l	� � ��l	x ���	�X�
a 2 # s ��� � � z{S�x�l � y �&�G¦C� zl |

a = s ∞ §�y � � � x ��� x � l	x�w � y � � � xPx�l � w �D�C�}��� z{��&|�� � � x � w |C���}��| l	x
f, g
sl�y �8� s�x�l�x�w ����| l | ��l ÛC|�� � � xPl | w |"� � x �T� l | y �8�%|��D� l	��w �,� � � ��l

a
�

1.— tvu�wyx-wyz"{ z|z }
~�~O�wy��w���} ê�� z{��
x→a

f(x)
l	x;y�z�D¦C� l | ��l Û�|C� � � sAl�x?��l �,�ª��¤ w�lKx � l�¨ � x;y%ll	xvw | zw |������D���&�}�8� j �}|C��� wCx � x � l	x

+∞ �
−∞ �X�

2.— ����u���}O����{�x"w����u�z }O~���wy��u��\}-u�� u�}
u"� �@� u�����}
z � x"w�z�� ê � ��� z{��
x→a

f(x) = l > 0
s

l | y ��|C� l�x 5
δ > 0

y �&��¤ w�l
f(x) > 0

6
x 2 B ;δ(a)

�
3.— ��x�� ��{�x"w����u�}
u�� u�}
u"������u��h��}
z � x"w�z�� ê � � 5 � z{��

x→a
f(x)

s1l | y ��|C� l	x 5
δ > 0

§
M
y �&� l�x ¤ w�l�S

f(x)
S
< M

6
x 2 B ;δ(a)

�
4.— � {@���={ ~�~
�wy��w���}R}-u��@�O}
�"{�x-wy��u�}
��{�~��@}
�-�"{ wyx-{@� ê � w ����|�� l | � �P¤ w�l � z{��

x→a
f(x) =

l1
§ � z{��

x→a
g(x) = l2

s�x�lay � l | l |�ê
j �V�4� ����{�� � z{��

x→a

j
f(x) s g(x) m = l1 s l2 �t4��l � z� x,s ∞+∞ =∞ §

−∞−∞ = −∞ �
j �}�V� ���"�@z@��x-� �c� � z{}�

x→a

j
f(x)g(x) m = l1 l2

�
t4��l � z� x,s ∞ � ∞ =∞ �

� À�Ì,¼;ú�¼�Ç�»]º À Ë�ü º5½�À	¼iÃZø
∞−∞
0 $ ∞
∞
∞

0

0

∞0
0

0
1
∞

j �}�}�V� � ��x"w�}
u"��} � � � l2 9= 0
s � z{}�

x→a

f(x)

g(x)
=
l1

l2

�
t4��l � z� x,s l1

∞ = 0
s �}|C��� wCx � x �

l1 = 0
��á l1

0
=∞ x �&����� x �

l1 = 0
�

j ���C� ��� ��}
u�x"w�{�� � � f(x) >
− 0

l | l � l | y �8�%|�� §
l1 9= 0

s � z{}�
x→a ¡ f(x) k g(x)

= l
l2

1
�
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t#��l � z� x,s
(+∞)+∞ = +∞ s (+∞)−∞ = 0

s
r+∞ =

{
+∞ x �

r > 1
s

0
x �
0 <

− r < 1
s

r−∞ =

{
0

x �
r > 1

s
+∞ x �

0 <
− r < 1,

+∞r =

{
+∞ x �

r > 0
s

0
x �
r < 0

s 0r =

{
0

x �
r > 0

s
+∞ x �

r < 0
�

5.— ¢a£���}-u��Bw ���u�z@}Rz }-��wy�@��{ ~¤z"{ z@}
� ê j �V� � � f(x)<
−g(x)

j�l �}|C��� wCx � x ���S� ��l	x � u�w �&� � � �l	xvx � l �D��� lal	x;y �%��� y ���Q6
x
l | w | l | y �8�%|��K� l	��w ��� � � ��l

a
s*§�l�¨ � x;y%l |"�}� xv� � x � z{�� � y%l	xx � u�w � l | y%l	x,sCx�lay � l | l � z{}�

x→a
f(x) <

−
� z{}�
x→a

g(x)
�

j ���V��¥ }
�@~¤{�z }O~��B{@u"z�¦4wyx"§ ê � � f(x) <
− g(x) <

− h(x)
6
x
l | w | l | y �8�%|C�a� l	��w �,� � ���l

a
s�§�l�¨ � x;y%l |<�}� x � z{}�T� y%l	x � w �&| � �

x
y � l | ��l �

a
��l
f(x)

§���l
h(x)

§�x ��|�� u�w �&� l�x�&��¦�� x �
l
s�l | y ��|C� l	xPy �&�G¦C� zl | 5 � z{��

x→a
g(x) = l

�¨ p�o<´&n,Ò�±�r@�²*·´�q�µCp
1 � � �8��� l	��w �,��� z��|T������¦ x�w � � ��� � � f(x) y � l | lP� � x � z{}�T� y%l	x l1 < l2l | l �d� w | y �

a
s �,�8| x � ��l �X�&| � �

ε = 1
2
(l2 − l1) > 0

s�x�l`y%l | � � z{S�
{ 5

δ1 > 0
y �&��¤ w�loS

f(x) − l1
S
< ε

x �
x 2 B ;δ1

(a),5
δ2 > 0

y �&��¤ w�loS
f(x) − l2

S
< ε

x �
x 2 B ;δ2

(a);

� w�l,u � y �����&| � �
δ =

� z{�|
{δ1, δ2}

s�x�lIy � l | l ¤ w�l
x 2 B ;δ(a) ⇒ S

f(x) − l1
S
+S

f(x) − l2
S
< l2 − l1

��cl �%� S
f(x) − l1

S
+
S
f(x) − l2

S
>
−

rr j f(x) − l1 m −
j
f(x) − l2 m rr = l2−l1

s ��¦ x�w � � ���© ¼iÃ�º ]@Á Ë Å5Ì Ë Ì4ú�Ç�º Ë À�]8Á�Å Ë Ç:øU
a ª b U <

−

U
a
U
+
U
b
U ¨ p�o<´&n,Ò�±�r@�²*·´�q)µ�p

5
j ���V�X� � ���X�K�	� � �

x
l | l � l | y �8�%|��D� l	��w ��� � � ��l

a
� ��| ��lal	x;y�z�&|��l ÛC|�� � � x �S� x � w |C���}��| l	x	sS

g(x) − l
S
=

S
g(x) − l+ f(x) − f(x)

S
<
−

S
g(x) − f(x)

S
+
S
f(x) − l

S
,

� l �%�S
g(x) − f(x)

S
= g(x)−f(x)<

−h(x)−f(x) =
S
h(x) − f(x)

S
<
−

S
h(x) − l

S
+
S
f(x) − l

S
,

� w�l,u � S
g(x) − l

S
<
−

S
h(x) − l

S
+ 2

S
f(x) − l

S
.k � � �

ε > 0
s�S
h(x) − l

S
< ε

3

x �
x 2 B ;δ1

(a)
s�§«S

f(x) − l
S
< ε

3

x �
x 2 B ;δ2

(a)
�� �

x 2 B ;δ(a)
�,�8|

δ =
� z{}|

{δ1, δ2}
s�x�l`y � l | l¬S

g(x) − l
S
< ε
�

� |ù�S� x�l �,�,� z��| x � u�w � l | y%l ¤ wCl	� ��� z��|ù�}� wCx�y �X� � � x �S� x"��l �T� x;y �X�@���}�8| l	x"��l �S� x���%�8�C� l	� � ��l	x 2
s
3
§

4
j �V�M j ���}�V�X�]á l |"�S� zw � y �}���K�S� ��l 4

j �ª�A���
1.3 CONTINUIDAD. RESULTADOS LOCALES

Definiciones� l �
f
w |A�G� w |C��� z��|[� l �&� ��l ÛC|�� � � l | w | l | y �8�%|��

E
��l
a 2 # � � l�� ��� l ¤ w�l

fl	x
continua en a � w �&| � �Í�® b øC / Í ⇒ C / b j �S� 5 � z{��

x→a
f(x) = f(a)

s�l�x ��l ����� sPx �v6
ε > 0

5
δ > 0

y �&�#¤ w�l
f
j
Bδ(a) m 1

Bε

j
f(a) m �
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� s�l ¤ w �����&� l | y%l � l | y%l�s � w �&| � �j �}�V� � ���X�G� w �&�}¤ w � l � x�w � l	x � z��|
(xn) 1 E ¤ w�l � l ���ªÛA¤ w�l � z{��

n→∞
xn = a

s�x�l`y � l | l
� z{��

n→∞
f(xn) = f(a)

�
� |[���%�}� l �4� w�u ���v� l ��� � x �S� l ¤ w ������� l |A���S� ��l ���G¦1� xv��l Û�|������}��| l	x ê

j �V� ⇒ j �}�V� � l �
(xn) 1 E y �&�]¤ w�l � z{��

n→∞
xn = a

� k � � �
ε > 0

s �	�A�����	�&| � � j �V� s5
δ > 0

y ����¤ w�l
x 2 Bδ(a) ⇒ f(x) 2 Bε

j
f(a) m �� ���X� l�x;y�l

δ > 0
s ���@���S� ��l Û�|C�}�,� z��| ��l ��������|*� l � u�l |C���S���

a
��l �S� x�w � l	x � z��|

(xn)
x�l[y � l | l ¤ w�l 5

n0 2�H y �&��¤ w�l n >
− n0 ⇒ xn 2 Bδ(a)

� ��l �%� l | y ��|C� l�x,s
f(xn) 2 Bε

j
f(a) m � � �#� l � w � � ��� � �#��� w�l ¦1� j �}�V���1���X�v�S� x�w � l�x � z�8| ����¦C� y ���	�%�S� (xn)

�
� � j �V� ⇒ � � j �}�V� � w ���8| u �&� � x	s | l,u �&| � � j �V� s ¤ w�l 5

ε0 > 0
y �&�P¤ w�l 6

δ > 05
x 2 E ¯ Bδ(a)

y �&��¤ w�l
f(x) /2 Bε0

j
f(a) m � Í ⇒ b

m^A½�_ b ⇒ ^1½°_�Í� |I�1��� y ��� w �������1���X�<�	� � �
δn = 1

n

s 5
xn 2 E y �&�0¤ w�l�S

xn − a
S
< 1

n

j � w�l	u �� z{��
n→∞

xn = a
� s � l �%� S

f(xn) − f(a)
S
>
− ε0

j � wCl,u � � z{}�
n→∞

f(xn) 9= f(a)
�X�

� |1��� w |C��� z��|
f
l�x

continua por la izquierda en a
x � 5

f(a−) = f(a)
sj:¥ �@� l ����� y �a¤ w�l#l	x;y�zl?��l Û�|�� � � l | w | x�l �T� l | y �8�%|��

(a−δ, a]
� § l	x continua por

la derecha en a
x � 5

f(a+) = f(a)
�D� w �&| � � x�lT� ��� l ¤ w�l

f
l	x ����| y ��| w � l | l ��}| y%l �����&���J�	¦C� l � y �

(a, b) 1 # x�lKl | y � l | ��l ¤ w�lKl	x ����| y �}| w � l | y � � � x �}� x � w | y � x
x 2 (a, b)

s�§ � w �&| � � x�lT� ��� l�s ���8� l � l �T�C�}� s ¤ w�l
f
l�x ����| y �}| w � l | w |I�}| y�l �����&�}�� l ���X� � �"�@��� y � � �

[a, b]
s�x�lDl | y � l | ��l ¤ w�l

f
l�x ����| y ��| w � l |

(a, b)
s ����| y �}| w � ���8��S���}Ú	¤ w � l � � � l |

b
§ ����| y �}| w � ���8���S� ��l � l � ¥ � l |

a
jZx �¿� l �:� w �����}� ��l ¤ w�l�s �,���T�� l � l � � x � z� x � ��l �S�&| y�l�s � wC� � l �X� ¥ ��¦ l � � � x ����| y �}| w � � � ��l	xv��lax�l	u�w | � � l�x � l ��� lal |�&� u�w |�� ��l �}� xvl�¨*y � l �T� x �X�

Ejemplos

1.— � l ���8� ��l � � x ¤ w�l�± l�x�l ���,��|�� w | y � ��l ��� x | zw � l �%� x �X�&�,����|A�&� l	x,s¿l	xG��l ����� s��l �S� x ���X�@�,�,����| l�x p
q

����|
p, q

l | y�l �%� xv§
q 9= 0

� � �D� w |C��� z��|
f :
# → # � � � �K���8�

f(x) =

{
0
x �
x 2 ±

1
x �
x /2 ± l�xv� � x ����| y �}| w � l | y � � � x ��� x � w | y � xv��l # �

�¿w�l�x#x�l �
a 2 ± 3 �1���X�T�	� � �

n 2�H l ��| zw � l �%� an = a + ² 2
n

l	x �����X�@���}��|A�&�:�� � x�w � l�x � z��|
(an)

y � l | ��l �
a
� � l�y � l | l

f(an) = 1
s � wCl,u � � z{��

n→∞
f(an) = 1

s � l �%�
f(a) = 0

�á x�l �
a /2 ± 3 ���	�X� �	� � �

n 2�H l �c| zw � l �%� an = 10−n ³ 10na ´ l	x �X�@���}��|A���j � l	� �S�&| y%l �S��|�� y �@��� z��| ³ y ´ x�l[l�¨ ��� l	x ����� parte entera del número y
s0l	x��l ����� s�l �1��� § �8�v| zw � l �%� l | y�l �%�D¤ w�l?l	x � l |��8�P�K� u�w �&�d¤ w�l

y
��� � � x�w � l	x � z��|

(an)j �S�8�%��� � �����@�4�S� xvx�w � l	x ����� xPy � w |C�	�@���}��| l	xv��l � ��l	x �	�����8�}�}� ��l ���}���&� ��l
a
� y � l | ��l �

a
� � lay � l | l

f(an) = 0
s � w�l,u � � z{��

n→∞
f(an) = 0

s � l �%�
f(a) = 1

�

2.—
� �G� w |C��� z��|

f(x) =

{
x
x�l | j 1

x
m x �

x 9= 0

0
x �
x = 0

l	x ����| y �}| w � l |
0
�
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�0���T� S x�l |
y
S

<
− 1

�1���X� y � � �
y 2 # s�x�lJy � l | l

0 <
−

S
f(x)

S
<
−

S
x
S 6
x
s � w�l,u �� z{��

x→0
f(x) = 0 = f(0)

�
3.—

� ��� w |C��� z��|
f(x) = x2

l	x �,��| y �}| w � l | # �
� l �

a 2 # s ���&�T� x � ���%�8¦1��� � ��� l � y �&� l | y�l[j �������%�8�C� l	� � � 4
��l �}� x � z{}� � y%l	x|����S� ¥�l � � x`��l �T� x;y �X� � �*�4¤ w�l � z{}�

h→0
(a + h)2 = a2 � � � x�w ����| l � � xVS

h
S
< δ <

− 1
s

x�lay � l | lrr (a + h)2 − a2
rr = S

h(2a+ h)
S
=

S
h
S�S
2a+ h

S
< δ

j
2
S
a
S
+ δ m <

− δ
j
2
S
a
S
+ 1 m ;

� w�l,u �
6
ε > 0

5
δ =

� z{�| {
1,

ε

2
S
a
S
+ 1

}
> 0

y �&��¤ w�lWS
h
S
< δ⇒

rr (a + h)2 − a2
rr < ε.

4.—
� ��� w |C��� z��|

f(x) =
1

x

l�x ����| y �}| w � l | #
− {0}

�
� l �

a 2 #
−{0}

� � �%�8¦1��� l �T� xc� ��� l � y �&� l | y�l ¤ w�l � z{}�
x→a

1

x
=
1

a
� � � x�w ����| l � � xS

x− a
S
< δ <

− µa µ2

s�x�l`y � l | l¬S
x
S
>

S
a
S
− δ > µa µ2

§rrrr 1x −
1

a

rrrr = S
x − a

SS
a
S7S
x
S < 2δ

a2
,

� w�l,u �
6
ε > 0

5
δ =

� z{}| { S
a
S
2
,
a2ε

2

}
> 0

y �&��¤ w�lWS
x− a

S
< δ⇒

rrrr 1x −
1

a

rrrr < ε.
5.—

� �D� w |C��� z��|
f : [0, 1] → [0, 1]

� � � �K���8�
f(x) =

{
0

x �
x = 0

�
x /2 ±

1
q

x �
x = p

q

����� l���w ����¦C� ll	x ����| y �}| w � x �8�S�&� l | y�lBl |b�}� x � w | y � x�� ��| ��l ���&� l
0
sv§ �)¤ w�l 5 � z{}�

x→a
f(x) = 06

a 2 [0, 1]
�� l �
a 2 [0, 1]

Û��;� § �,�8| x � ��l � l �T� xaw |I| zw � l �%����� x � y �����
ε
� � l �

n 2¶H y �&�¤ w�l 1
n+1

<
− ε

3 x ���}�S�&���&�T� x
S
�&�d����|�� w | y �KÛ�|�� y � {

1, 1
2
, 1

3
, 2

3
, . . . , 1

n
, . . . , n−1

n

} s�x�l
y � l | l ¤ w�l¬S

f(x)
S
< ε

6
x 2 [0, 1] − S

� � l �
δ =

� z{�| { S
s− a

S
: s 2 S− {a}

}
> 0

3 x �
x 2 B ;δ(a) ¯ [0, 1]

s�l | y ��|C� l	x<S
f(x)

S
< ε
�

Tipos de discontinuidades

� w �&| � � w |A��� w |C��� z��|I|C� l�x ����| y �}| w � l | w |B� w | y �
a
s�x�l � ��� l ¤ w�lTl	x dis-

continua
s �-¤ w�l ��� l	x�l | y � w |A� � � x ����| y �}| w � � � �ds�l | l	x�l � w | y ��� � � y�w �����}� l | y%lx�z���}� y�l | � � z� x�l | y � � � ��l ����� l	x;y � l |I� w | y � x�� �8| ��l � w�l�� � �C�S�&| y�l �	� x�l �S� l,¨ � x;y�l |�£���S� ��l�s �&�]� l |�� x,s�w |�� ��l �}� x � z{}�T� y%l	x �S� y�l �X�&� l�x,s �1���X���}�J¤ w�l �S��� w |C��� z��| ��l ¦ l � z�l	x;y ��� ��l ÛC|�� � ���&�¿� l |�� x`l | w | x�l �T� l | y �8�%|��<� l	��w ��� � � ��l

a
� t#x,z{ s���l ���}�T� x ¤ w�l
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�S�G� w |C��� z��| 1
x

l	xv� � x �,�8| y �}| w � l |
0
s � l �%�D|C�K���&� � x ���C�S��| y�l ���#���D����| y ��| w � � � �"��l·

x
l |B�}� x | zw � l �%� x | l	u � y ����� x � � � |���� l |A���S� y%w �X� l |B�S���,��� x ��ÛA�	�@��� z��|)¤ w�lDx � u�w�lx�lJl |C� w�l | y �X� s ���8� l � l �D�C�}� sPl |f¸�¹=º ��»½¼c!c¾�� � ��sv¿¿¬ip%o[p%q1Ò;´&n[µ�p�¬ir3Ò;p,´�±�· À r)µ�pÁ ®8q�%²i´�q�p�n,sC� � � �%� � �Â wy��x"��u"��wyu���w�z�{�z�}Ã� w���{@�-~¤} ��� w �&| � � 5 � z{}�

x→a
f(x)

�
� �8� l � l �D�C�}� s �S�P� w |C��� z��|

f(x) = x
x�l | j 1

x
m y � l | l0w |A� � � x ����| y ��| w � � � �Gl ��� y ��¦C� ll |

0
s*� � � ��¤ w�l |�� l�¨ � x;y%l

f(0)
� l ���B� z{��

x→0
f(x) = 0

� � | l � l � l �D�C�}� 2 �&| y%l �%�}�8� l	x�y �� � x ����| y �}| w � � � �Jx�l�¥ �-Þ l ��� y � � � ß �
� �<� w |C�,� z��|

g(x) =

{
x2−1
x−1

x �
x 9= 1

0
x �
x = 1

y � l | l�w |A� � � x ����| y �}| w � � � �Yl ��� y ��¦C� l
l |
1
s � w�l	x � z{��

x→1
g(x) = 2

�
� � x4� � x ����| y �}| w � � � ��l	x4��l �S�G� w |C��� z��| ��l � l � l �T�C�}� 5 ��| y�l �%�}�8� x ��| l ��� y �	¦C� l	x �Â wy��x"��u"��wyu���w�z�{�zÄz }Å�O��wy��}O��{�}
���O}-x-w�} � j �S�gÆQÇÈ�7Ç �"!�s � w �&| � � 5 f(a−)

§ 5
f(a+)

� l �%�x ��| � � x;y �}| y � x � � � salto en a
l�x � u�w �&���

f(a+) − f(a−)
�

� �8� l � l �D�C�}� s �S��� w |C��� z��| 1

21/x − 1

y � l | l w | x �&� y �"Û�|�� y � l |
0
� � ��� w |C�,� z��|³ x ´ y � l | l`x �&� y � x ÛC|�� y � x���l#w |1� w |�� � � ��l |<�	� � � n 2�É sAx � l | � � x � l �T��� l ����| y �}| w ����8�4�S� ��l � l � ¥ �*�j �}�S��Ê+�7Ë�ÇÈ�7Ç �"!�s � w ��| � �

f(a−)
�
f(a+)

j �B���G¦�� x � x ��| ∞ � � ��� l � y � x = a
l	xw |A� aśıntota vertical

��l �S� u � z��ÛA�	� ��l
f
l | l �c�C�S��|C�[�	��� y%l	x �S��|C� s ���8� w |�� ��l�}� x4� � x �S� � � x,s �D���8�?���G¦�� x �t4x	z{ s �S�-� w |C��� z��|

f(x) = x+1
x2−1

y � l | l �X�&��� x �}|�Û�|C� y � x ���8�<���G¦�� x ��� � � x l |
x = 1

� jZ� � � � x ����| y �}| w � � � � ¤ w�l �C� l	x�l | y � l |
x = −1

l	xPl ��� y ��¦C� l �>�
� ���X�����-� w |C��� z��|

g(x) =

{
21/x

x �
x 9= 0

0
x �
x = 0

s�x�l<y � l | l
g(0−) = g(0) = 0

s
g(0+) = +∞ � � | 0 l�x ����| y ��| w � �1�8���S� �}Ú	¤ w � l � � � §�y � l | lTw |A� � � x ����| y �}| w � � � ��}|�ÛC|�� y � ��l ���%�}� l �X� l	x � l ��� l �Â wy��x"��u"��wyu���w�z�{�zhz@}¬��}
����u�z�{�}-���O}
x"w�} �K� w �&�}¤ w � l �`� y �%� y ����� ��lD� � x ����| y ��| w � � � � �� �8� l � l �D�C�}�)���-¤ w�l ��� l�x�l | y � l |R��� � �J� w | y � ��l # �S�-� w |A��� z�8| ��l � l � l �D�C�}� 1�&| y%l �%�}�8��� � |H�&� u0z w |3�	� x �"��� � � z{S�&| ��l	x �X���ª¦C��� x�l �����T��� x ���}���@���}��| l	x ÛC|�� y � x,s � x,z{f�S�� � x ����| y �}| w � � � �)l |

0
��l �S�<� w |C��� z��| x�l | j 1

x
m s �J�}|C��� wCx �J�}|�ÛC|�� y � x,s �����T� l �0�����D£���8� y ��� � l | y � l |

0+
��l �S�G� w |C��� z��|

(1/x)
x�l |

(1/x)
�� �S� xT� � x ����| y �}| w � � � ��l	x ���8� �i�&� y � ��l"� ��� ��|��}�3� w |W�S� � � s � x,z{ s �S��� w |C�,� z��|

f(x) =
j
1+ 1

x
m x y � l | l � � x ����| y �}| w � � � ��l	x���l x�l,u�w | � � l�x � l ��� lTl |

−1
§Bl |

0
3 x�ly � l | l

f(−1−) = +∞ §
f(0+) = 1

j:l	x;y%l<x�l,u�w | � ��� z{}�T� y%l[l	xK� �}� z{����}� ��l ������� w �S����1���X�"|�� x � y ��� x � zw |1� s � l �%�
f
|�� l	x�y�z� ��l Û�|�� � � l | l �P�}| y%l �������}�

[−1, 0]
j�l � l �D�C�}�y ����� � � ��l º ��»I¼c!c¾�� � �cs �	6�7D+,�Z
�7����

Propiedades locales de las funciones continuas� � x�� � x ���%�}� l �X� x¿x ��|D� w�§ ¦ z� x �}��� x�l �}�D���8� y �&| y%l	x � � � x � y ��� x¿� � x � w � l | y �&||�� y �	¦A� l � l | y%l�l ��� l � l � y �8�%�}� ��l � w |C���}��| l	x ����| y �}| w � x � t �C�}���	�&| � � �S� y%l ��� l �X� s ���8�l � l �D�C�}� shx�l#��l � w�l	x;y �X�`¤ w�l � w ����¤ w � l � polinomio P(x)
l	x¿w |1�#� w |C�,� z��|�����| y �}| w �
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l | # § ¤ w�l�w |A� función racional R(x) =
P(x)

Q(x)

s4� ��| ��l
P(x)

§
Q(x)

x ��|
�����}��|C�8� �}� x	s�l�x ����| y �}| w � x �����h� l |"�}� x ceros

��l � ��l |����T�}|A� � �8���
1.— � ��u��B}
����{�x-w����u=z }
~v��wy��u��<}
u�� u�}
u"� �@��u�� ê � � f l	x ����| y �}| w � l | a § f(a) > 0

sl | y ��|C� l�x 5
δ > 0

y �&��¤ w�l
f(x) > 0

6
x 2 Bδ(a)

�¨ p�o<´&n,Ò�±�r@�²*·´�q � � l �
ε = 1

2
f(a) > 0

3 5
δ > 0

y �&�`¤ w�l 6
x 2 Bδ(a)

x�l�y � l | l
f(x) 2 j

1
2
f(a), 3

2
f(a) m s�§hs�l |[�1��� y �}� w ����� s f(x) > 0 �

2.— ��x�� ��{�x"w ���u�}
u¬� u¬}
u"� �@��u�� ê � � f l�x ����| y �}| w � l | a s�l | y ��|A� l	x 5 δ > 0 § My ��� l	x ¤ w�l�S
f(x)

S
< M

6
x 2 Bδ(a)

�¨ p�o<´&n,Ò�±�r@�²*·´�q � � l �
ε = 1

3 5
δ > 0

y ����¤ w�l 6
x 2 Bδ(a)

x�l�y � l | l
f(x) 2 j

f(a) −

1, f(a) + 1 m s � w�l,u � S
f(x)

S
<
−
� z� ¨ { S

f(a) − 1
S
,
S
f(a) + 1

S } �
3.— Ìd�
}O�"{�x"wy��u�}
�d{ ~��@}-�
��{�wÍx
{@� ê � � f § g x ��|[����| y �}| w � x0l | a s�x�l � (f+ g)(x) =

f(x) + g(x)
s�l�y �8� � l`y � l | l êj �S� � � x�w ��� § �S��� l	x;y �

f s g x �8|�����| y �}| w � xPl | a �j ���V� � �����%� ��w � y �
fg
l	x ����| y �}| w � l |

a
�j ���}�V� � �

g(a) 9= 0
s�l ��������� l | y%l f

g

l	x �,��| y �}| w � l |
a
�¨ p�o<´&n,Ò�±�r@�²*·´�q � j �V� � l �

ε > 0
3 5
δ1, δ2 > 0

y ��� l	x ¤ w�l
f(x) 2 Bε/2

j
f(a) m 6

x 2
Bδ1

(a)
§
g(x) 2 Bε/2

j
g(a) m 6 x 2 Bδ2

(a)
��dw�l,u �¬6

x 2 Bδ(a) = Bδ1
(a) ¯ Bδ2

(a)
x�lTy � l | l

f(x) s g(x) 2 Bε

j
f(a) s

g(a) m �j ���V�¿�0��| x � ��l �X�&| � �#���%�}� l �%�
(fg)(x)−(fg)(a) = f(x)g(x)−f(x)g(a)+f(x)g(a)−

f(a)g(a)
s�§ �	�C�}���	�&| � �T�S�G���%�8�C� l	� � � 2 �1���X� f s�x�l ����| x � u�w�l ���T�&�,� y �@��� z��|S
(fg)(x) − (fg)(a)

S
<
− M

S
g(x) − g(a)

S
+
S
g(a)

S�S
f(x) − f(a)

S
,

����|
M > 0

s � w ��| � �
x 2 Bδ1

(a)
�k � � �

ε > 0
sÎS
g(x) − g(a)

S
< ε

2M

� w ��| � �
x 2 Bδ2

(a)
§ÏS
f(x) − f(a)

S
<

ε
2 µg(a) µ � w �&| � � x 2 Bδ3

(a)
� � ���X� y � � �

x
l |-��� � z� x � l ¤ w�l ©|1� ��l ��� x#y � l	x ¦����S� xx�lay � l | l�S

(fg)(x) − (fg)(a)
S
< ε
�j ���}�V�#�0��| x � ��l ����| � � f

g
(x) − f

g
(a) = 1

g(x)g(a)

j
f(x)g(a) − f(a)g(a) + f(a)g(a) −

f(a)g(x) m § ���C�����	�&| � � �S�����%�8�C� l	� � � 1 �1���X� g s�x�l ����| x � u�w�l ���T�&�,� y �@��� z��|rrrr fg (x) −
f

g
(a)

rrrr <
−

2

g(a)2

j S
g(a)

S�S
f(x) − f(a)

S
+
S
f(a)

S�S
g(a) − g(x)

S m
� w �&| � �

x 2 Bδ1
(a)
� � �D��� u�w � l | y �@��� z��| x�l �����T�C� l,y �K�,���T�T�S�D�&| y%l �%�}�8���

4.— � �����-����wyx"w����u�� � � f l�x �,��| y �}| w � l | a § g l	x ����| y ��| w � l | f(a)
s �S� �����D���8£x ����� z��|

g Ð f l�x ����| y �}| w � l | a ���0��� �J�	� x �[�1��� y ��� w �S��� s�l �¿���&�}�@�D�	¦ x ��� w�y � S
f
SAl	x

����| y �}| w � l |
a
�¨ p�o<´&n,Ò�±�r@�²*·´�q � k � � �

ε > 0
5
δ > 0

y ���d¤ w�l
g p Bδ

j
f(a) m q 1 Bε

p g j f(a) m q s � w�l�x
g
l	x ����| y �}| w � l |

f(a)
�¿áâ�1���X� l	x;y%l

δ
s ���8� x�l �

f
����| y ��| w � l |

a
s 5
γ > 0

y �&��¤ w�l
f
j
Bγ(a) m 1 Bδ

j
f(a) m � ��wCl,u � g p f j Bγ(a) m q 1 Bε

p g j f(a) m q �
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1.4 RESULTADOS GLOBALES� � x |�� y �}�,��� x?¥ � x;yCz�8�%���	� x?��lGl	x;y � x�l �,��� z��| l�x;y�z�&| y ����� � � x?l | x�w ��� § �8�?�1��� y%l��l �v����¦��%� ��l�Ñ ¹ÅÒÎ� ���"!cÓ
Ó ÇÈ�7Ç s åcæ p�Ôv²yÕ æ p%± « r	¬i&®8¬Z®�n	ç[¶ÖÔv²�n,Ò;´�±+×N´ ÁÅØ p,r	¬`r	q�µ
« ´�o�³d¬Vp�Ù[¶4q�r	¬�×Cn�²�n Á ±�´�oÚ¿#®8¬ip%±�Ò;´\Û<p%²ip%±%n,Ò�±�r�n�n,s � ������| u�l ��£ ��l �%��� u�s ¢	ã8à�ä��
El teorema de Bolzano� �*� ��|�� l ¦�� ¥�l � �}� Ù]l �%| ¥ �	� �TÙ ���}Ú��&|�� j ¢�Ü@à�¢�1¢�à � àh� l �X�P���%��� l�x �8� ��l Û��}� x ��� z{S���l ��� � l �}� u � z�8| l | � �X� u ��� w �&| � � l |B�S� x ì +�
�������J���B!`�,�*�fõc��+,���,���|Ý���/1�	=[�;����.f���	��+,����� ��l �#��©|��R¢,à�¢�Ü x�l � w ¦C�}��� z� w |��	� y	z{�� w �}� x�w�§ � s ¤ w�l ��¦1�B� x�l � ���*�,�����|������ � � l |H��� � � ��l[x�w � w�y �@� s¿§ � w�§ �-�C�%�8� z� x � y � l �X� � ���T�S�J���%�}� l �X� ��l �T� x £y �X�@��� z�8| ,´�o�³�¬ip�Ò;r,o[p%q1Ò;pT,´�±�±�p,�Ò;r ��lKw |-� l	x�w � y � � �"¤ w�lDx�lDwCx ��¦1� ��l�x���l ��| y � u�w ��1���X�T�	����� w �����a�����%� ¨ �}��� � �&� l | y%l �S� x �X� z{�� l	x � l �&� l	x#��l�w |J���8�}�}|����T�}� s � x �	¦ l �&ê x ��}� x ���&���8� l�x

P(a)
§
P(b)

��l w |I�����}��|���� �}� j:��l ��� l ÛA��� l | y%l	x � l �&� l�x �
P(x)

y � l | l |� � x;y �}| y � x � u |�� s�l | y ��|C� l	x ��� l � w �@��� z��|
P(x) = 0

��l ¦ l0y�l | l �f�&��� l |�� xcw |A� x ��� w ��� z��|�����T��� l | � � � � l | y � l �}� x | zw � l �%� x
a
§
b
�

Ù ���}Ú��&|��B� l ��¦1��� � ��� w |Y�X�&| u � ��l ���&��� ��l Ú<� z� x �&�D�C�}�}�)�&�0���%�8¦1���%�}���1���X�� w |C���}��| l	x ����| y �}| w � x,s?��l ��� x ¤ w�l �}� x �����}��|C�8� �}� x"x �8|Â�	� x � x �1�	� y ��� w �S��� l	x � � w|������ z��| ��l ����| y �}| w � � � �ds ¤ w�l0l	x ���v�T� x ���4¤ w�l �S�4����| y%l �D���8� z�&| l � ��l0t � � ���P� w � ¥h§j ¢�Ü@à�ã�1¢,à�ã-Ü�� sd§ ¤ w�lTl	x�l |)�S� x�Þcp,,�²V´�q�pXnT��l ÜK� ÔIl � l � x;y �X� x�x j ¢,à�¢�	¤1¢,à�ã-Ü�� l |)�S�� |���� l � x � � � ����l�Ù]l �%� z{}| l |Ó¢,à�ä�¢"� w �&| � � y �����-�S�-�S�8�%���
ε
£
δ
��l"¥ � §hs0l	x �,���T�x � u�w�l ê

Y À Ë LVÁ�À ü ºXÊ½�À üZË »]ÆXº Ë ÃZ¼D]cÊ Á�ÀGÅË Å5¼ C Ì,¼ ü ½�À	ú}º À&Á�º Ì Ë Ì û@Ë Ç Ë ú�½XÌ	½ÄÃ0Å ½;Ãv[ Ë Å ½�Ç:¼iÃ�Ì,¼
x
Î&Á�¼P¼iÃÄú&ÊË ÀÌ,¼:À	ú}Ç�½BA	½7LVÁ�¼�Ç Ë A�Ì,¼ ü º ¼:ÇZúS½ÄÃ�Å�ÊJ »]ºªú�¼iÃ�Ã�º A ü Á Ë À	Ì,½

x
¼iÃdÁ�Àfú Ë Å�[ Ë Å5½;ÇMA,Å Ë Ì�º L>¼�Ç:¼:À ü º Ë

f(x+ω)−f(x)û Á�¼ÄÌ,¼]¾ Ë�ü ¼�ÇVÃ:¼gß>¼:À=[ Ë Å5½�Ç Ë Æ�ÃZ½�Å�Á�ú�½áà�»�ÊË Ã û ¼ÄÎ�Á%¼�â À Ë Î&Á�¼4Á�À=[ Ë Å5½�Ç ü Á Ë Å Î&Á�º ¼�Ç Ë Ì Ë Ì,½ ü ½�À�ú Ë Å�Ì,¼ú�½�» Ë Ç
ω
Å ½ û ¼ÄÎ&Á�¼�â À	½]Î&Á�¼�¾ Ë ] Ë L Ë Å>ú Ë ý

§[l ��� l�x�w � y � � ���&| w |C���S� � � l�xPl � x � u8w � l | y�l

Teorema [B]. > º&Ì,½;Ã�LVÁ�À ü º5½�À	¼iÃ1Ì,¼ x A f(x) C φ(x)
A
[ Ë Ç�ÊJ5Ë À]Ã:¼D]cÊ Á�À0Å Ë Å5¼ C Ì	¼ ü ½�À	ú}º À@Á�º5Ì Ë Ìû@Ë Ç Ë ú�½XÌ,½;ÃcÅ5½;Ãg[ Ë Å5½�Ç�¼�Ã�Ì,¼

x
½ Ë Å*»f¼:À	½;Ã û8Ë Ç Ë Å ½;Ã ü ½�» û Ç:¼:À	Ì�º5Ì,½;Ã�¼:À	ú�Ç:¼

α
C
β
A C�Ë Ì	¼:»�ÊË Ã�Ã:º

f(α) < φ(α)
C
f(β) > φ(β)

A*¼ZÀ	ú�½�À ü ¼iÃ�Ã�º5¼:» û Ç:¼�¾ ËDC Á�À ü º5¼�ÇÄú�½v[ Ë Å5½�Ç�Ì,¼
x
ü ½�» û Ç�¼ZÀ	Ì�º5Ì,½¼:À	ú�Ç:¼

α
C
β
û@Ë Ç Ë ¼:Å ü Á Ë Å

f(x) = φ(x)
ý

Ù ���}Ú��&|���|��`�C�S�&| y%l �#�8¦C� l ���}��| l	x �,��| y ���#���`���8��� l �	��� z��| s |����,��| y ���4�S� l ��� ��l |A���S�u�l ��� zl�y �%���	� j�w |1�[� z{}| l �-����| y ��| w � ��l ¦ z{�� y �X�&Ú���� x�l � l	� �S�&| y%l<w |H�T�����}�T� l | y � x �}|�}| y%l ��� w �d�,����| l�x,s	§�x�wCx � w | y � xdx�lfx�w � l	��l � z{S�&| w |��#�0� y �%� x �}| ��l ������|��}| u�z w |��}| y%l �����&���¥*wCl ��� l | y � lvl �}�}� x � ��lvl	x;y �4���%�8��� x ����� z��| s ¤ w�l ¤ w�l	� �&|D�1���X� zl ��� w�l ��� ��lPy � � � ��wC� �*�
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N�¼:Ç�½#¼iÃfº ]@Á Ë ÅCÌ,¼ ü Å Ë Ç:½4Î&Á%¼0¼iÃ#Á�À Ë º ÀXÃ�ÁBL Ç�º>ÆXÅ ¼f½BL>¼ZÀXÃ Ë4ü ½�À	ú�Ç Ë Á�À�» Ê¼;úS½XÌ,½ ü ½;ÇiÇ:¼ ü ú�½?¼:Å1ú�Ç Ë ú Ë ÇÌ,¼�Ì,¼ZÌ8Á ü º ÇfÅ Ë Ãv[;¼:Ç�Ì Ë Ì,¼�Ã0Ì	¼fÅ Ë » Ë ú�¼:»�ÊË ú}º üZËfû Á;Ç Ë É}¼iÃ0Ì	¼ ü º ÇáA�Ì,¼0Å Ë4Ë Ç�º>ú�»TÊ¼;ú}º üZË A1¼:Å?ÊË Å ],¼;Æ%Ç Ë ½¼:Å Ë À�ÊË Å º Ã�º ÃSÐ Ëcû8Ë ÇÄú}º Ç�Ì	¼ ü ½�ÀXÃ�º5Ì,¼�Ç Ë�ü º5½�À�¼iÃcÎ&Á�¼ û ¼�ÇÄú�¼:À�¼ ü ¼:À Ë Á�À Ë Ç Ë » Ë]ËZû Å º üZË Ì Ë Ì,¼�Å Ë »¿º Ã�» Ë Aü ½�»f½¿¼iÃ�Å Ë ]�¼Ä½�»f¼;ú}ÇXÊJ Ë . . .
. . .

À Ë Ì,º ¼ û Á%¼ZÌ,¼]À	¼D] Ë Ç¿Î&Á�¼f¼ZÅ ü ½�À ü ¼ û ú�½4Ì,¼�ú}º ¼Z» û ½BA C�Ë ÊÁ�À`»�ÊË Ã¿¼:Å�Ì,¼]»f½B[�º »]º5¼:À	ú�½BA�¼�Ã0ú Ë ÀËáã ¼:À�½ Ë Å Ë » Ë ú�¼:»�ÊË ú�º üZË�û Á;Ç Ë�ü ½�»f½¿¼ZÅ8Ì	¼�¼iÃ û@Ë�ü º5½ . . .ö Ë Ã�Ì	¼:»f½ÄÃ;ú�Ç Ë�ü º5½�À	¼iÃ ü º5¼:À	ú�ÊJ ä&üZË ÃcÀ	½ û Á�¼ZÌ	¼:À4Ã:¼�Ç�»f¼�Ç:½;Ã û Ç�½ ü ¼ÄÌ�º »¿º5¼:À	ú�½;Ã û@Ë Ç Ë L Ë Æ%Ç�º üZË Ç�¼°[�º5Ì,¼:À,Ïü º Ë ÃMA,Ã:º À	½�»�ÊË Ã�Æ�º5¼:ÀQLVÁ�À	Ì Ë »f¼:À	ú�½;ÃMA&¼�ÃAÌ,¼ ü º ÇMA û Ç:¼iÃ:¼:À	ú Ë�ü º5½�À	¼iÃ1Ì,¼dúS½�Ì Ë ÃCÅ Ë Ã üZË ÁÄÃ Ë Ã1½�Æ ã ¼�ú}º�[ Ë ÃAÎ&Á%¼ú�¼:À�] Ë Å Ë [�¼�Ç:Ì Ë Ì Ë Ã:¼:Ç û Ç:½XÆ Ë Ì Ë ý
Ù ����Ú&��|��K¦1� x ���S� ��l �T� x;y �X�&�,� z��| ��l � y�l �8� l ��� [B]

l |��S� x � u�w � l | y%l ���%�8�C� l	� � �ds¤ w�l�l	xvx�w ���	� y ��� w �S���4� l � x � z��| ��l �c� ¨ ������� ��l �����D�A� l,y � y�wA� ê

Teorema [ACB]. > º�Á�À Ë�û Ç�½ û º5¼ZÌ Ë Ì M À	½�ÃZ¼�[�¼�Ç�º ä&üZË�û@Ë Ç Ë ú�½XÌ,½;ÃdÅ5½;Ã�[ Ë Å5½;Ç:¼iÃ�Ì,¼0Á�À ËüZË À	ú}º Ì Ë Ì [ Ë Ç�º Ë ÆXÅ ¼
x
A û ¼�Ç:½1Ã�ÊJXû@Ë Ç Ë ú�½XÌ,½;Ã�Å ½;Ã�Î&Á�¼�Ã:½�À]»]¼ZÀ	½�Ç�¼iÃCÎ&Á�¼�Á�À ü º5¼�ÇÄú�½a[ Ë Å5½�Ç

u
A�¼:À	ú�½�À ü ¼iÃÃ�º5¼:» û Ç:¼�[ ËvË ¼Då	º ÃÄú}º ÇPÁ�À ËvüZË À,ú�º Ì Ë Ì

U
Î&Á�¼f¼iÃ]Å Ë » ËáC ½�Ç]Ì	¼ Ë Î&Á�¼:Å Å Ë Ã û8Ë Ç Ë Å Ë Ã]Î&Á�¼�ÃZ¼ û Á%¼ZÌ,¼Ë+ä Çi» Ë Ç�Î&Á�¼cú�½XÌ	½ÄÃ�Å5½ÄÃ�À¿ÊÁ�»f¼�Ç�½;Ã

x
»f¼:À�½;Ç:¼iÃ�Î&Á�¼

U
ú}º ¼ZÀ	¼:ÀPÅ Ëdû Ç:½ û º5¼ZÌ Ë Ì

M
ý

� � y%w �X�&�}� l | y�l�s ���Y�}| u�l |��}� x � ��l �T� x;y �X�@��� z��|â¤ w�l)� �	¦�� Ù ���}Ú��&|��M�1���X� l	x;y%lÞ y�l �8� l ��� ß [ACB] �	� z{S� l |�� z{���� w �}���������}� x � s �����T� zl �C�T� x � ��� l ����|������ z����� x;y%l �%�}�8��£� l | y�l � �cl �%� w�y ���}�}Ú z�&| � ���}� sCx�wJ��l �T� x;y ���&�,� z��| ��l � y%l �8� l ��� [B]
l �X�G�S� x � u8w � l | y�l ê

> Á û ½�À�¼:»f½ÄÃ�Î&Á�¼
α < β

ý7?�½�»f½
f(α) < φ(α)

A8¼:À	ú�½�À ü ¼iÃ�ú Ë »fÆ�º%Ê¼:À
f(α+ω) < φ(α+ω)û@Ë Ç Ë

ω
Ã�Á ä�ü º5¼:À	ú�¼Z»]¼ZÀ	ú�¼ û ¼ZÎ&Á�¼Ãâ À	½BA û ½�ÇdÅ Ë Å5¼ C Ì,¼ ü ½�À	ú}º À@Á�º5Ì Ë Ì�A C Ã:¼ û Á�¼ÄÌ,¼ Ë Ã:¼D]8Á;Ç Ë Ç�Î&Á%¼�Ã:¼�Ç�ÊË

f(α +ω) < φ(α +ω)
û@Ë Ç Ë ú�½XÌ,½

ω
»f¼:À	½�ÇdÎ&Á�¼fÁ�À ü º5¼�ÇÄú�½¿À�ÊÁ�»f¼�Ç:½

u
Ì Ë Ì,½�ý � À�Ì�º Î&Á%¼:»f½ÄÃû ½�Ç

M
Å Ëdû Ç:½ û º5¼ZÌ Ë Ì�Î&Á%¼ û Á�¼ZÌ,¼cúS¼:À	¼�Ç�Á�ÀPÀ¿ÊÁ�»]¼:Ç�½

ω
ü Á Ë À	Ì,½

f(α+ω) < φ(α+ω)
ý@Â½ú�½XÌ,½0À�ÊÁ�»f¼�Ç:½�Å Ë ú}º5¼:À	¼KA û Á�¼iÃ û ½�Çc¼ ã ¼:» û Å5½BA

β − α
À	½0Å Ë ú}º5¼:À	¼Äý > ¼ Ë�Ë Ã�ÊJ

U
Å ËfüZË À	ú}º5Ì Ë Ì ü Á C,Ë¼Då	º ÃÄú�¼:À ü º ËvË+ä Ç�» Ë ¼:ÅAú�¼Z½�Ç�¼Z» Ë Éyß Ía? b àªÐÄý ÷ À	úS½�À ü ¼iÃMA

U
¼iÃÄú&ÊËvü ½�» û Ç:¼:À�Ì�º Ì	½v¼:À	ú}Ç�¼

0
C
β − α

AC Ã:¼0ú}º5¼:À	¼
f(α + U) = φ(α + U)

A û Á�¼iÃ�À�½v¼iÃ û ½ÄÃ:º>ÆXÅ ¼KA û ½�Ç�Å Ë À Ë ú:Á�Ç Ë Å5¼áæ Ë Ì,¼
U
A�À,º�Î&Á�¼

f(α+U) < φ(α +U)
A@À	º8Î&Á%¼

f(α+U) > φ(α +U)
ý

��l �&� � x � ¥ �8�X�B���I� l � x � z�8|b�T� ��l ��|A� wCx�w �&� j
φ(x) = 0

� ��l � teorema de
Bolzano

s�§Bw |A� ��l � � x�y �X�@��� z��|3¤ w�l�s�w�y �}�}�}Ú��&| � �"�S���S�8�%��� j:t �v� ��l �f� ¨ �}����� ��l�����D�A� l,y � y�wA�dsCx � u�w�l �}� x �T� x �T� x ��� x � x4��l �S�K�8�%� u �}|A�&�:ê
Teorema.

� �
f : [a, b]→ # l�x ����| y �}| w � §

f(a) < 0 < f(b)
s&l | y ��|C� l�x 5

c 2 (a, b)y ����¤ wCl
f(c) = 0

�¨ p�o<´&n,Ò�±�r@�²*·´�qaç � l �
N =

{
x 2 [a, b] : f(x) < 0

} � � �]�,��|�� w | y �
N
|�� l	x ���&� z{�� s� w�l	x

a
ji§-y �&��¦C� zl | y � � � x �}� x � w | y � x���lDw | x�l � � l | y �@��|���� x�w)��l � l � ¥ � s ���@�����
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����| y �}| w � � � � ���S� ��l � l � ¥ � l |
a
�f� l � y%l | l � l �

N
��á l	x;y�z�D�@��� y � � � x�w � l �%�}�@��� l | y%l���8�

b
j�§<y �&��¦C� zl |"���8� y � � �D� w | y � ��l�w | x�l �T� l | y �8�%|����K�S�G�}Ú	¤ w � l � � � ��l

b
s ���8��S�D����| y ��| w � � � � �G�S�G�}Ú	¤ w � l � � � l |

b
���� l �

c =
x�w �

(N)
� � l�y � l | l

c 2 (a, b)
���8�D��� xKl�¨ �C�}���	�@���}��| l	xD� � � � xGl | y � l�1��� zl | y�l	x � x,s � w�l,u �

f
l�x ����| y �}| w � l |

c
� ��l �&�T� x ¤ w�l

f(c) = 0
ê� �

f(c) < 0
s ���8�0����| y ��| w � � � � 5

δ > 0
y ���A¤ wCl

f (c+ δ) < 0
s � wCl,u �

c+δ 2 N s��¦ x�w � � �K� wCl	x
c
l�xPw |A�K��� y � x�w � l �%�}�8� ��l

N
�� �

f(c) > 0
s ���8�P����| y ��| w � � � � 5

γ > 0
y �&��¤ w�l

f(ξ) > 0
6
ξ 2 (c−γ, c)

3 � l �%�
c − γ

|�� l�x4w |A�T��� y � x�w � l �%���8� ��l
N
j�§ �T¤ wCl�l�x � l |C�@�`¤ wCl�l � x�w ��� l �T� ��l

N
� s� w�l,u � 5

ξ0 2 N j � x,z{�¤ w�l ξ0 < c
§
f(ξ0) < 0

� y �&��¤ w�l
c− γ < ξ0

s ��¦ x�w � � ���
k#l �S� x ����| x�l � w�l |C���S� x ¤ wCl � ¥ �8�X� x � u�w�l | s �S� xfy � l	x ���%�}� l �X� x�x ��|�� y �X� x]y �&| y � x�V�8�%� w �S�@���}��| l	xfl ¤ w �����&� l | y%l	x0��l � y%l �8� l ���*� � �?���%�}� l ��� l	x ���a���T���8� y �&| y%l propie-

dad de los valores intermedios
s ¤ w�l���l |�� y ��� l � � x�l |K�}� x�w � l	x ���h�#���8� j � �#� � s�1���X� w |A�a� w |C��� z��|[����| y ��| w �*� � � x�l,u�w | � � s*l � l | w |C���S� � �G�8�%� u �}|A�&� ��l�Ù ����Ú&��|C�D����|� � x � w |C���}��| l	x � � � y%l ��� l �X� l	x�w | l | w |A���S� � � x�z�8�}�-���1�	� l | y%l � l | y�l � z� x�u�l | l �����:�� y ��� x ����| x�l � w�l |C���S� x#x�l |C�,���}�S� x?��l ���%�8¦1��� x ��|J�S�T¤ w�lGx�l ����|���� l �����T� teorema

de punto fijo para funciones continuas
s0§Hl �P� l	x�w � y � � �)¤ w�l � x�l,u�w �X�J�S�l�¨ � x�y�l |C�,��� ��l�j �&�1� l |�� x � w |1�?�X� z{}Ú4� l ���C�1���X� y � � ���������}|���� ��� l | w |1�?�����%�S��¦C� l`��lu �X� � ���}�D�1����� �vw�l	x;y �X� zw � y �����T����| x�l � w�l |A���S�T� ��l ���&| y � w |J������� l �c�,�8| y�l |C� � � ��l�S� x�l �,�,� z��| x � u�w � l | y%l�s�l | w | l � l �D�C�}�D�1��� y �}� w �S�	���

Corolarios.
j �S� j � �#� � � �

f : [a, b] → # l	x ����| y �}| w � §
f(a) < y < f(b)

sl | y ��|C� l�x 5
c 2 (a, b)

y �&��¤ w�l
f(c) = y

�
j �}�S� � �

f, φ : [a, b] → # x ��|Y����| y �}| w � x	s
f(a) < φ(a)

§
f(b) > φ(b)

s�l | y �8|A� l	x5
c 2 (a, b)

y �&��¤ w�l
f(c) = φ(c)

�
j �}���V� � �

I
l	x4w |J��| y�l �����&�}� §

f : I→ # l	x ����| y ��| w � s�l | y ��|C� l�xvl ������|�� w | y �T�}��� u�l |
f(I)

l	x�y �&��¦C� zl | w |���| y�l �����&�}� j � � �T� y ��� � x �&¤ w�z{h¤ w�l]l �*����|�� w | y �
{a}
l�xdl �h�}| y�l �����&�}�

[a, a]
���

j ���C� � �
f : [a, b]→ [a, b]

l	x ����| y ��| w � s�l | y ��|C� l	x 5
x 2 [a, b]

y �&��¤ w�l
f(x) = x

�
j �C� � �

P(x)
l	xKw |Y�����}�}|����T�}� ��l�u �X� � �-���T�1��� s �S� l � w �@��� z��|

P(x) = 0
y � l | l �&�� l |�� xPw |1� x ��� w ��� z��|"� l �&���

j ���V� � �
a > 0

s 5
x > 0

y �&�0¤ w�l
x2 = a

j:l�¨ � x;y�l |C���S� ��l �X� z{}Ú�� w � � ��� � ���1���X���}� x| zw � l �%� x ��� x � y ����� x �X�¨ p%o<´&n,Ò�±�r8%²i´	qdp�n¤çPj �S� � l �	�C�}���	� l � y%l �8� l ���T���S�K� w |C��� z��|
φ(x) = f(x) − y

�
j �}�S� � l �	�A�����	� l � y�l �8� l ���D�G���K� w |C��� z��|

f− φ
�

j �}���V� � w ����| u ��� � x ¤ w�l
f
|C� l	x ����| x�y �&| y%l � � �

y1, y2 2 f(I) s y1 < y2

l
y 2

(y1, y2)
s�l | y ��|C� l	x ���8� j � �#� � y �&��¦C� zl |

y 2 f(I) s � w�l,u � [y1, y2] 1 f(I) �� l ��|
c =

z{}|C� j
f(I) m j c = −∞ x �

f(I)
|�� l	x;y�z�-�@��� y � � �B�}|�� l �%�}�8�%� l | y�l � sf§

d =
x�w � j

f(I) m j d = +∞ x �
f(I)

|�� l	x;y�z�I�&�,� y � � � x�w � l �%���8�%� l | y%l �X� � l[y � l | l
c < d

j ���@�X¤ w�l
f
|�� l	x ����| x;y �&| y%l ��� � l �

y 2 (c, d)
ê#���8�a�S� ��l ÛC|������ z�8| ��l[z{�|�� §x�w � l�¨ � x;y �ª� z��|

y1, y2 2 f(I) y �&� l	x ¤ w�l c <
− y1 < y < y2

<
− d
s�§ ���8�#�}�<¤ w�lGx�l�¥ ���� x;y �[�	�����ª¦1� sAx�l�y � l | l ¤ w�l

y 2 f(I) � �dw�l,u � (c, d) 1 f(I) 3 � l �%� y �&�������T� x�l�¥ ��|
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��l ÛC|�� � �
c
§
d
l	x �8¦*���}�[¤ w�l

f(I) 1 [c, d]
� ��w�l	u �

f(I)
l	x?l |I� w �&�}¤ w � l ���	� x � w |�}| y%l �������}���

j �ª�A�#�0��� � ���8� ¥ ��� z� y�l�x � x`x�l�y � l | l
f(a) >

− a
§
f(b) <

− b
s1x �c|��

a
|��
b
x ��|J� w | y � xÛ��;� xv��l �S�G� w |C��� z��|

f
s�x�l �	�C�}���	� l � y%l �8� l ���D�G�S�G� w |C��� z��|

φ(x) = x − f(x)
�

j �C� � � ��l �T� x`x�w ����| l �a¤ w�lKl �¿��� l ÛC�,� l | y�lT��l � y�z l �%�T�}|�� ��l ��� § �8� u �X� � � ��l
P(x)l	x ��� x � y �ª�h��� � | y ��|C� l�x,s � z{��

x→−∞
P(x) = −∞ s � w�l,u � 5

a 2 # y �&�P¤ wCl
P(a) < 0

s
§ � z{��

x→+∞
P(x) = +∞ s � wCl,u � 5

b 2 # s
b > a

scy ���P¤ wCl
P(b) > 0

� � l �	�C�}���	� l �
y%l �8� l ���T�G�S�G� w |A��� z�8|

P(x)
l |

[a, b]
�

j ���V� � �B� w |C��� z��|
f(x) = x2

l	x ����| y �}| w � l |
[0,+∞)

� � | y �8|A� l	x,s ���8� j �}���V� s#l �
����|�� w | y �a�}��� u�l |

f p [0,+∞) q ��l ¦ l4x�l � w | �}| y�l �����&�}� s�§Dw | ��| y�l �%���&�}��|����&�,� y � � � s� w�l	x � z{��
x→+∞

x2 = +∞ �b�0��� � f(x) è 0
§
f(0) = 0

s0l �#��| y�l �%���&�}�)�}��� u�l | l	x
[0,+∞)

�
El teorema de Weierstrass� � y�l �@� l ��� ��l4Ù ���}Ú��&|�� � �}� l ¤ w�l �S�v�}��� u�l | ��l0w |G�}| y%l �������}�?���8� w |A�P� w |C��� z��|����| y �}| w � l	x � y ���H��| y�l �����&�}��� � � x � u�w � l | y�l-y%l �8� l ���Y��Û��%���3¤ w�l �S�)�}��� u�l | ��lw |)�}| y�l �����&�}��� l ���X� � � § �@��� y � � �[���8� w |1��� w |C��� z��|3����| y �}| w � l	xTj � y �%�"�}| y%l �������}�*�y ���G¦C� zl |�� l ���X� � � § �&�,� y � � ���
Teorema.

� �
f : [a, b]→ # l	x �,��| y �}| w � s�l | y ��|C� l�x

j �S� l	x;y�z�D�@��� y � � � s�l	xv��l ����� s 5
K 2 # y �&��¤ w�l�S

f(x)
S
<
− K

6
x 2 [a, b]

�
j ���V�]áÓ�&�}����|�Ú&� x�w � z� ¨ �}�T� §�x�w � z{}|��}�T�K���&���8� l |<� w | y � x0��l �1�}| y%l �����&��� s�l�x���l ����� s5
x1, x2 2 [a, b]

y �&� l	x ¤ w�l
f(x1) <

− f(x) <
− f(x2)

6
x 2 [a, b]

�¨ p�o<´&n,Ò�±�r@�²*·´�qaç0j �V� � w ����| u �&�T� x ¤ w�l
f
|�� l	x;y�z�a�@��� y � � � l |

I0 = [a, b]
� � | y ��|C� l	x

f
|�� l	x;y ��� z�a�@��� y � � � l | w |A� j ����� l |�� x � ��l �S� x]� � x �T� y � ��l	x,s ¡ a, a+b

2 k � ¡ a+b
2
, b k��l

I0
� � �S��� l �T� x]j:l �}� u � l | � � w |A� x � l�x �C� l ��� x �*�d� l	x ���T� y � �

I1
� � �%�*� l	� �&�T� x � u8w �������|

I1
sh§�x�w � l	x ������� l | y%l ����|

I2
s*l,y �8� � l?u8l | l �X��� x,z{ w |A� x�w � l	x � z��| j�l �A���%��� l�x �G|��y%l �%�T�}|A�G| w |C�	� s � w�l	xvx �

f
l	x;y�w ��� l �X�D�@��� y � � � l |

In
�}� l�x;y ��� z{S� y ���G¦C� zl | l |

In−1
�

(In)
��l �}| y%l �����&�}� x � l ���X� � � x,s �&�,� y � � � x�§Ky �&� l�x ¤ wCl � z{��

n→∞

S
In

S
= 0
� � l � s ���C�}���	�&| � �jZ� � � � s

c 2 In 6
n
� � | y ��|C� l�x

c 2 [a, b]
§hs �����T�

f
l	x ����| y �}| w � l |

c
s
f
���K� l	x;y �	��@��� y � � � l | w |A�

Bδ(c)
3 � l �%� 5

n0

y �&��¤ wCl
Bδ(c) é In0

s � w�l,u �
f
l	x�y ��� z{S� �&�,� y � � �l |

In0

s �	¦ x�w � � ���
j ���V� � �@� l �¿���1��� y � � � j �S� § �K���%�8¦1� � � ��l�l	x;y%l�y%l �8� l ��� sAl �c�,��|�� w | y �

J = f
j
[a, b] ml	x;y�z�Y�@��� y � � � x�w � l �%���8�%� l | y%l � � l � s ���C�}�}����| � � jZt �v� s

M =
x�w �

(J)
� ��l �&�T� x,s���8�K� l	��w �,�,� z��|R�&�#�	¦ x�w � � � s ¤ w�l 5

x2 2 [a, b]
y ���4¤ w�l

f(x2) = M
j:x�l ���%��� l	��l�&| z�&��� u �&� l | y�l �1���X� l � z{}|�ÛC�T�*���� �

M − f(x) 9= 0
6
x 2 [a, b]

s �S�J� w |C�,� z��| jZ��l �����}�8� l	x ��� x � y ����� x �
φ(x) =

1

M − f(x)

l	x �,�8| y �}| w � l |
[a, b]

s � w�l,u � s � y �X��� l Ú ���8� l �����1��� y � � � j �S� s 5
K > 0y ����¤ w�l

φ(x) < K
6
x 2 [a, b]

� � | y ��|C� l	x?x�l�y�l | � � z{S�
f(x) < M − 1

K

6
x 2 [a, b]

s
��¦ x�w � � �D� w�l	xvl � x�w ��� l �T� ��l ���,��|�� w | y �T����� u�l | ��l

f
l �X�

M
�
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1.5 MONOTONÍA. FUNCIÓN INVERSA

Definiciones� |1�G� w |C��� z��|
f
sC��l ÛC|�� � � l | w | x�w ¦d����|�� w | y �

S 1 # ¤ w�l |C� x�l � l	��w � l � w |x ���}�G� w | y � s*x�l`� ��� l creciente
j
decreciente � en S � w ��| � ��6 x, y 2 S y �&� l	x ¤ w�l

x < y
x�l�y � l | l

f(x) <
− f(y)

j
f(x) >

− f(y)
�X�fá x�lG� ��� l estrictamente crecientej

decreciente � en S
� w �&| � �¬6

x, y 2 S y �&� l�x ¤ w�l x < y
x�lTy � l | l

f(x) < f(y)j
f(x) > f(y)

��� � |J� w �&�}¤ w � l �X� ��l �}� x �	� x � x,s
f
x�l�� ��� l monótona en S �� �8� l � l �D�C�}� s �S�D� w |A��� z��|

f(x) = x2
l�x4l	x;y �%��� y �&� l | y%l �X� l ��� l | y�lGl |

[0,+∞)
3

�S�K� w |A��� z�8| ³ x ´ l�x �X� l ��� l | y%l�l | #43 �S�G� w |C��� z��| 1
x

|�� l	x �T��| z� y ��|A� l |
B ;1(0)

�� l ���8� ��l �T� x �@¤ w�z{*¤ w�lfw |A��� w |C��� z��|
f : S→ # l	x

inyectiva
x �
6
x, y 2 S y �&� l�x¤ wCl

x 9= y
x�lGy � l | l

f(x) 9= f(y)
s � x	z{¿¤ w�lGw |1�D� w |C��� z��| l	x;y �%��� y ��� l | y%l � ��| z� y ��|A�l	x �}| §�l � y �����*�¿á � w �&| � �

f
l�x ��| §�l � y ����� s ¤ wCl	� � ��l ÛC|�� � �G�S� función inversa de

f
s
f−1 : f(S)→ S

s ���8�
f−1

j
f(x) m = x

�� �8� l � l �D�C�}� s ���<�}|h� l � x � ��l �S�<� w |C��� z��|
f : B ;1(0) → # � � � �����8�

f(x) = 1
xl	x

f−1 : (−∞,−1) n (1,+∞) → # � � � �"���8�
f−1(x) = 1

x

� � ����|*� l � x � ��l �S�� w |C��� z��|
g : [0,+∞) → # � � � �-���8�

g(x) = x2
l	x
g−1 : [0,+∞) → # � � � ����8�

g−1(x) =
·
x
j:u �X�&�,��� x �&� y%l �8� l ��� ��l�Ù ���}Ú��&|�� ¥�l �T� x ��� � � � �[���%�8¦1����¤ wCl

g
j
[0,+∞) m = [0,+∞)

�>�� � y%l �T� xvy ���G¦C� zl |-¤ w�l�s � w �&| � �
f
l	x4l	x;y �%��� y �&� l | y%l ��� l ��� l | y�l jZ��l ��� l ��� l | y%l �l |

S
s �S�a� w |C��� z��|���|*� l � x � l�x]l�x;y �%��� y �&� l | y%l ��� l ��� l | y%l�jZ��l �X� l ��� l | y%l � l |

f(S)
s ����� �l	x � z�&�,��� ��l ���%�8¦1�����

Propiedades

1.—
� |A�?� w |C��� z��|

f : I→ # �T��| z� y ��|A� l | l �A��| y�l �%���&�}�K��¦C� l � y �
I 1 # x�z���}��� w�l���ly%l | l � s�l |[� w | y � xv��l

I
s�� � x �,�8| y �}| w � � � ��l�x Û�|�� y � x4��l ���%�}� l ��� l	x � l ��� l �¨ p%o<´&n,Ò�±�r8%²�·´	q � � w ����| u �&�T� x,s ���@� l � l �T�C�}� s ¤ w�l

f
l	x �X� l ��� l | y%l�s*§�x�l �

a 2 I � � l �
[α,β] 1 I w | l | y �8�%|��J� l ���X� � � ��l a � � �f����|�� w | y � S =

{
f(x) : a < x <

− β
} |��l	x ���@� z{}� j ���8� l � l �D�C�}� s

f(β) 2 S � §Bl	x;y�z�<�@��� y � � �[��|C� l �%�}�8�%� l | y%l[j ���@� l � l �D�C�}� s���8�
f(α)

s � w�l	x
f
l	x �X� l �,� l | y�l ��� t �C�}�}����| � � jZt �v� sdx�l �

s =
z{}|��

(S)
� ��l ��� � x ¤ w�l5

f(a+) = s
êk � � �
ε > 0

s l ��| zw � l �%�
s + ε

|��T� w�l	��l�x�l �`��� y �K�}|�� l �%���8� ��l
S
j�l	x ��� § �8�

¤ wClal � z{�|�Û�� �h� s � w�l,u � 5
ξ 2 (a,β]

y �&��¤ w�l
f(ξ) < s+ ε

�� l � l | y ��|C� l�x
δ = ξ− a > 0

3 x �
0 < x − a < δ

s l�x
a < x < ξ

§3x�l y � l | l
s <

− f(x) <
− f(ξ) < s+ ε

s � w�l,u �
f(x) 2 (s, s + ε)

�
k#l �S�G�T� x ���D���&| l �X� x�l ��� w�l ¦1�G¤ w�l 5

f(a−) =
x�w � {

f(x) : α <
− x < a

} �ê �}|A�&�}� l | y�l�s]x �0�S� � � x ����| y �}| w � � � �Yl |
a
� w�l �X� l ��� y ��¦C� l�s]x�l � z{S�[���8� l � l �D�A���

f(a) >
� z{}�
x→a

f(x)
s�§[l	x � �}�D�C�}���	��� z{S� s ���8�4�S�G���%�8�C� l	� � �"��l ����| x�l �����@��� z��| ��l � x � u |����l �}� x � z{}�T� y%l	x?l | w | l | y �8�%|�� s ¤ w�l 5

δ > 0
y �&��¤ w�l

f(a) > f(z)
6
z 2 (a, a + δ)

sl |�����| y �X� � ���,��� z��|J�,�8| x�l �
f
�X� l ��� l | y%l �ë � ��{�ì � � I � w�l �X� w |-�}| y%l �������}�"� l ���X� � � § �@��� y � � � [a, b]

s �}� zw |������<¤ w�lK¥ � § ¤ w�l��© |A� � ��� s ���	�X�
f
�X� l ��� l | y�l�s�l	x ¤ w�l ��� � � z{S��| x�l �

f(a+) = −∞ §
/
�
f(b−) = +∞ �
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2.—
� l �

f
� ��| z� y ��|A� l | l �d�}| y%l �������}�

I
� � | y ��|C� l	x,s

f
l�x ����| y ��| w � l |

I ⇐⇒ f(I)l	xvw |"�}| y%l �������}� j �
f
� l �%��ÛA�	� j � �#� � s ¤ w�lal�x �}� �T� x �T�*�X�¨ p�o<´&n,Ò�±�r@�²*·´�q � � �D�}�D�C�}���	�@��� z��| ¥ �@���S�T��� ��l � l � ¥ �T��� � � l � y%l �8� l ��� ��lTÙ ����Ú&��|������l �&� � x �S�K���T�C�}�}���&�,� z��| ¥ �@���S�G�S�G�}Ú	¤ w � l � � �hê� w ����| u ��� � x ¤ w�l
f
l	x �X� l ��� l | y�l � � �

f
|�� l�x ����| y �}| w � sdx�l �

a
w |-� w | y � ��l� � x ����| y �}| w � � � �<j ¤ w�lvx�l � z�4ÛC|�� y � ��l �C�%��� l �X� l	x � l ��� l ���8�]���4�C�%�8�C� l�� � � 1 ��| y�l �����8���� l �

y 2 (f(a−), f(a+))
y �&��¤ w�l

y 9= f(a)
� � | y �8|A� l	x,s

y /2 f(I)
s ���8��¤ w�lBx �

y = f(x)
����|

x < a
ji§ ��| z���}� u �&� l | y%lKx �

x > a
� s �����T� l	x

f(x) > f(a−)
s ���8�`������%�8�C� l	� � �B��l �,�8| x�l �����&�,� z��| ��l � x � u |�� ��lKw |B� z{�� � y�l �S� y%l �X�&� s 5

δ > 0
s ¤ wCl � w�l���l����| x � ��l ���	� x�l � l |��8�f¤ w�l

a−x
s�y �&�C¤ w�l

f(x) > f(a−δ)
3 � l ���

x < a−δ
s ��¦ x�w � � � s� w�l	x

f
l �X�K�X� l �,� l | y�l �

3.—
� �
f : I → # l	x ����| y �}| w � l �}| §hl � y �ª��� l | l �¿�}| y%l �������}�

I
s�l | y �8|A� l	x ê j �S�

f
l�xl	x;y �%��� y ��� l | y%l �T��| z� y ��|A� l |

I
s�§Yj ���V�?�S��� w |C��� z��|B�}|h� l � x �

f−1
l	x ����| y �}| w � l | l ��}| y%l �������}�

f(I)
�¨ p�o<´&n,Ò�±�r@�²*·´�qaçDj �V� � �8�`� l	��w �,�,� z��|)�&�]�	¦ x�w � � � s�x�w ����| u �&�T� x ¤ w�l�j ���8� l � l �T�C�}�*�5

x, y, z 2 I y �&� l	x ¤ w�l x < y < z § f(x) < f(z) < f(y) � t �C�}���	�&| � � j � �?� �f�1���X� fl |
[x, y] 1 I s 5 w 2 (x, y)

j � w�l,u �
w 9= z

� y �&��¤ w�l
f(w) = f(z)

�j ���V� � w ����| u �&�T� x,sA§ ��¤ w�lKy�l | l �T� x`l �f�	�1��� y � � � j �V�4���%�8¦1� � � s ¤ wCl
f
l	x`l	x;y �%��� y ��£� l | y�l ��� l ��� l | y%l � � l �

b = f(a) 2 f(I) sP��l ¦ l �T� x ���%�8¦1����¤ w�l � z{��
y→b

f−1(y) =

f−1(b) = a
� j � �

a
l	x`w | l,¨*y � l �T� ��lKw |

I
� l �%�X� � � sA¥ � § ¤ w�l ����� l,u �S��� w |���������}� ¤ wCl�x � u8wCl ���k � � �

ε > 0
y �&�¿¤ w�l

[a − ε, a + ε] 1 I j ¦1� x;y � ����| x � ��l �X��� l	x;y � x ���&�}�@� l	x`��l
ε
� s �����T�

f
l	x ����| y �}| w � x�lax � u�w�l ¤ w�l

f
j
[a− ε, a+ ε] m l	x�w |[�}| y�l �����&�}� ����| y%l |�� � �l | l �¿��| y�l �%���&�}�

f(I)
� � l �

δ =
� z{�| {

f(a + ε) − f(a), f(a) − f(a − ε)
}
> 0

3 x �
y� l �%��ÛC�	�

f(a)−δ < y < f(a)+δ
shl | y ��|C� l	x

y 2 j
f(a− ε), f(a+ ε) m 1 f(I) s � w�l,u �5

f−1(y)
s�§hs ���8� x�l �

f−1
y �&��¦C� zl | l�x;y �%��� y �&� l | y%l �X� l �,� l | y�l�s�x�lay � l | l Û�|A�&�}� l | y�l

f(a− ε) < y < f(a) + ε

=⇒ f−1
j
f(a− ε) m = a− ε < f−1(y) < f−1

j
f(a+ ε) m = a+ ε.

Ejemplos

1.— º !gíÇ Ó
n î í��¾ Çðï ! ¹ � ���X� n 2�H s ���D� w |A��� z�8| f(x) = xn

l	x ����| y �}| w �*� Si n es
par

s
f
l�xPl	x;y �%�}� y �&� l | y�l �X� l ��� l | y%lal |

[0,+∞)
s*§ �����T�

f(0) = 0
§ � z{��

x→+∞
f(x) =

+∞ s�l �f�}| y%l �����&���J�}��� u�l |)���8� f ��l �]�}| y%l �����&��� [0,+∞)
l	x

[0,+∞)
� t#x	z{0¤ w�l ���� w |C��� z��|"�}|h� l � x �

f−1(x) = n
·
x
l	x;y�z� ��l ÛC|�� � � §<l�x ����| y �}| w � l |

[0,+∞)
�

Si n es impar
s
f
l�x#l	x;y �%��� y ��� l | y%l ��� l ��� l | y%lKl | # s�§

f(
#
) =

# � � | l�x;y�l�	� x � s�l | y ��|C� l	x,s
f−1(x) = n

·
x
l	x;y�z� ��l Û�|�� � � §[l	x �,�8| y �}| w � l | # �

2.— Æ ñ7� � ÇD��� ��¾ ÇÈ��ò � ��¾�!a¾Vóc�hô-!c¾ Ë�ñ7� � ÇD��� ��¾�� Ç �7� ñ ô
!7�7��¾ ¹ t4w |C¤ w�l �S� ��l £ÛC|��}�,� z��| u8l ��� zl�y �%���	� ��l �S� x � w |C���}��| l	x�x�l |
x
s ��� x

x
sPy�u

x
sPl,y �8�â|�� x � y � x �i��� z{S�I�S�l�¨ � u�l |A���S� ��l �%� u �@� ��lDÙ ���}Ú���|C� s ������� ��l �T� x#l	x ��� ¥ �8�X�*� � �K� w |C��� z��| x�l |

x
l	x ����|�£y ��| w � l | # s � w�l	x �1���X�K�	� � �

a
Û��;� s�� � � �

ε > 0
s�x�l �

δ = ε
� � � S

h
S
< δ
sS x�l |

(a+ h) −
x�l |

a
S
= 2

rrrr ��� xRõ a+
h

2 ö rrrr rrrr x�l | õ h
2 ö rrrr <

− 2

rrrr h2 rrrr = S
h
S
< ε.
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á l	xTl	x;y �%��� y �&� l | y�l �X� l ��� l | y%l"l | l �4��| y�l �%���&�}� ¡ −π
2
, π

2 k jZx�l[y �����J��� l ��� x �	£� l | y%lal	x;y%l �}| y%l �������}�T�1�	��� ��l ÛC|����v�S��� w |C��� z��|[�}|h� l � x � ��l �S��� w |C��� z��| x�l |��*� 3 �����T�x�l | j
−π

2
m = −1

§3x�l | j π
2
m = 1

s �S�[� w |C��� z��|Y�}|h� l � x � x�l | −1(x) =
����� x�l |

x
l�x;y�z���l Û�|�� � � §<l�xPl	x�y �%��� y �&� l | y%l �X� l �,� l | y�l�§ ����| y �}| w � l | l �d�}| y�l �����&�}�

[−1, 1]
�� �T� w |C�,� z��|I��� x

x =
x�l | j

x + π
2
m l	x �,��| y �}| w � l | # s�§�l	x?l	x;y �%��� y �&� l | y�l ��l £�X� l ��� l | y%l l | l �f�}| y�l �����&�}�

[0, π]
jZx�lTy ��������� l ��� x �&� l | y%l l�x;y�l ��| y�l �����&�}�"�1���X� ��l £ÛC|������S��� w |C��� z��|I�}|h� l � x ��� 3 �����T�J��� x

(0) = 1
§ �,� x

(π) = −1
s ����� w |A��� z��|I��|*� l � x ���� x −1(x) =

�����d��� x
x
l	x;y�z� ��l Û�|�� � � §Il�x�l	x;y ���}� y �&� l | y�l<��l �X� l �,� l | y�l�§ ����| y ��| w �l | l �d�}| y%l �����&�}�

[−1, 1]
�� ��� w |C��� z��| y%u

x = ÷áø+ù xúüû ÷ x

l	x ����| y �}| w � l | #
−
{
kπ

2
: k
l | y%l �%�T�}�D�1��� } s�§Il	xl	x�y �%��� y ��� l | y%l ��� l ��� l | y�l"l | l �v�}| y%l �����&��� j

−π
2
, π

2
m j:x�l[y �����"�C� l ��� x �&� l | y�l"l	x�y�l�}| y%l �����&���D�1���X� ��l ÛC|����v���G� w |C�,� z��|[��|*� l � x �8� 3 �����T� y�u j

−π
2

+ m = −∞ §�y%u j
π
2

− m =

+∞ s �S��� w |C��� z��|W�}|h� l � x � y%u −1(x) =
����� y%u

x
l�x;y�z� ��l ÛC|�� � � §Hl�xDl�x;y �%��� y �&� l | y�l�X� l ��� l | y%la§ ����| y �}| w � l | l ���}| y�l �����&�}�

(−∞,+∞)
�� � x�u � z�	ÛA�	� x���l w |1��� w |C��� z��| §)��l�x�w �}|h� l � x � x ��| x ��� zl�y ���}��� x,s�l | l �]�C�S�&|��

x
£
y
s � l	x � l � y � ��l �S��� l � y �

y = x
�

1.6 CONTINUIDAD UNIFORME

Definición� l �
f : D→ # � � l�� ��� l ¤ w�l

f
l	x

uniformemente continua
l | :\9= S 1 D x �6

ε > 0
5
δ > 0

y ����¤ w�l 6
x, y 2 S y �&� l	x ¤ w�l�S x − y

S
< δ

x�lfy � l | l�S
f(x) − f(y)

S
< ε
�� ��� w |C��� z��|

f
l	x ����| y �}| w � l |

S
� w �&| � � s 6

ε > 0
§ 6

s 2 S s 5 δ > 0
j:l	x;y�l

δ
��l � l | ��l � z� ��l

ε
§Y��l

s
� y �&��¤ w�l �S� u � z�	ÛA�	�"�	��� y�l�x �S��|A� ��l �S�[� w |C��� z��|

f
l	x;y�z� sl | y �8�%|��"���c� w | y � j

s, f(s) m s1��l | y ��� ��lGw |1�����	��
�������� l � y �&| u�w �S�	� s � l | y �X� � � l |� ��� ¥ �D� w | y � s���l �&� y%w �X�
2ε
§ �&|C� ¥*w �X�

2δ
�� w �&| � �?�S�#� w |C��� z��| l	x�w |��}�V�@��� l � l | y%l ����| y �}| w � l |

S
s�� � � �

ε > 0
s �S�#�T� x ���� l | y ��|1� x ����� l ���	�X�?����| y%l | l �]�S� u � z��ÛC�	� l | y �8�%|����#� w �&��¤ w � l �]� w | y ��� � w �&|C� ¥�w �X� s

2δ
s |�� ��l � l | ��la��l

s
� � l���l	��w � l ¤ w�l�s�l |[�1��� y ��� w ����� s

f
l	x ����| y ��| w � l |

S
�

Ejemplos

1.—
� �4� w |A��� z�8|

x2 |�� l	x�w |��}�S�8�%� l � l | y�l �,�8| y �}| w � l | [0,∞)
� j � z{���� l�x�l |

[0,M]�1���X� y � � �
M > 0

Û������>��¿w�l�x�x � x�w ����| l �T� x ¤ w�l 5
δ > 0

y �&�0¤ w�l rr x2 − a2
rr < 1

�1���X� y � � �
a > 0§ �1���X� y � � �

x 2 Bδ(a)
s�l |-�1��� y �}� w �����a�1���X�

x = a + δ
2

x�lKy�l | � � z{S� rr x2 − a2
rr =

aδ +
j
δ
2
m 2
< 1
s �}�D�C�}���	�&| � �

aδ < 1
�1���X� y � � �

a > 0
s ��¦ x�w � � ���

2.—
� �G� w |C��� z��| 1

x

|�� l�xPw |��}�V�8�%� l � l | y%l �,��| y �}| w � l |
(0, 1)

��¿w�l�x�x�l �
ε = 1

êÅ6
δ
y �&�0¤ w�l

0 < δ < 1
x�l � w�l	��l |3�,��| x � ��l �X���G��� x � w | y � x

x1 = δ
§
x2 = δ

2

��l
(0, 1)

s ¤ w�l � l �%��ÛA�	�&| S
x1 − x2

S
= δ

2
< δ

§ rrr 1
x1

− 1
x2

rrr = 1
δ
> 1
�

3.—
� l4� ��� l ¤ w�l

f : D→ # l	x
lipschitziana

l |
D
x � 5

λ > 0
y �&�C¤ wCl 6

x, y 2 Dx�lay � l | l¬S
f(x) − f(y)

S
< λ

S
x− y

S
.
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� �
f
l�x

lipschitziana
l |
D
s*l | y ��|C� l	x

f
l�x�w |��}�S�8�%� l � l | y�l ����| y ��| w � l |

D
s

� l �%� l � l | w |C���S� � �G� l � z{����%���,� l	x �i�&� x ��� � �8� l � l �T�C�}� s �S��� w |C��� z��| ·
x
l	x�w |��}�V�8�%� l £� l | y�l ����| y �}| w � l |

[0, 1]
j ���C�}�}����| � � l � y%l �8� l ��� 2

��l�l	x;y � x�l �,��� z��|1� s � l �%��|�� l�x�}���d� ¥ � y Ú	���&|A� l |
[0, 1]

s � w |C¤ w�l�x,z{d�}� l	xPl | y � � �
[a, 1]

����|
a > 0

�
Funciones exponenciales y logaŕıtmicas� �G��� § �@���}| y%l � zl	x���l �S� ��l ÛC|������ z��| ��l � w |C��� z��| w |����V�8�%� l � l | y%l ����| y �}| w �j � zl � x�lÄý ¹ ¼�� óc� Ç ��þ]s1¶ ÿ�²}±%n,Ò « ´*®8±%n�p?²}qB¶vq�r	¬�×Cn�²�n,s � �C�%��| u8l ��£ ��l �%�S� u�s ¢	ã8ã ��s � z� u �¢,¡�ä §)x�x �>� l	x ¤ w�lTl	x�y � x � w |A���}�8| l	x � � � � y%l | l�¨�y�l | x ����| l�x �,�8| y �}| w � xYzw |����	� x �����
clausura topológica

��l ������|�� w | y � � ��| ��l�x ��| w |��}�S�8�%� l � l | y�l ����| y �}| w � x �� �K���S� wCx�w �X� ��l ������|�� w | y �
S
l	x,s ���@� ��l Û�|������ z��| s�l ������|�� w | y �

S = {x 2 #
: Bδ(x) ¯ S 9= : 6 δ > 0} .

� �8� l � l �D�C�}� s
(a, b) = [a, b]

§ ±
=

# � � | w |C���S�	� l �T� xKx ���S�&� l | y%l�sfx �}| � ���D�����l � � x;y �X�@��� z��| s�l � x � u�w � l | y�l � l�x�w � y � � ��ê
Teorema 1.

� �
f
l�x�w |��}�V�8�%� l � l | y%l ����| y �}| w � l |

S
s�l | y ��|C� l�x0l,¨ � x;y�law |A� zw |����	�� w |C��� z��|

f : S → # y �&�¿¤ w�l
f(s) = f(s)

6
s 2 S j f l�x#w |A� l�¨*y%l | x � z��| ��l �%� § f l	x����| y �}| w � l |

S
�

t#x,z{ s�� � � � w |B| zw � l �%�
a > 0

Û��;� j �S� base � s�y%l | l � � x���l ÛC|�� � � j�§ � ¥�l � � x> º
n / � C

m /����
a

0
= 1

a
n

= a

�
n �	�	
 � �	�$�$�$ a

a
−n

=
1

an

a
m/n

=
n
am

��l � � x;y �X� � �M�S� l�¨ � x�y�l |C�,��� ��l ���3�X� z{}Ú
n
 zl�x ����� ��l-y � � �H| zw � l �%�Y��� x � y �ª�h�*� l |± �S�I� w |C��� z��| l�¨ ����| l |C���S���

f(q) = aq
s ¤ w�l � w �D�C� l ��� ecuación funcional

f(p+ q) = f(p) � f(q) 6 p, q 2 ± �
Propiedades.

� l �
a > 0

Û��;��� � �G� w |C��� z��|
f(q) = aq � l �%��ÛC���hêj �S� � xvl	x;y �%��� y �&� l | y%l ��� l ��� l | y�lTj:��l �X� l ��� l | y�l � l | ±óx �

a > 1
jZx �
a < 1

���j ���V�-� z{}�
q→0

aq = 1
3 x �

a > 1
s � z{}�

q→−∞
aq = 0

§ � z{}�
q→+∞

aq = +∞ jZx �
a < 1

sdl	x;y � x
� � x � z{}�T� y�l	x?� �&|����d� l � zl	x ���j ���}�V� � xPw |��}�V�8�%� l � l | y%l �,�8| y �}| w � l | y � � � x�w ¦d�,�8|�� w | y � �@��� y � � � ��l=± �¨ p�o<´&n,Ò�±�r@�²*·´�q � j �S� � l �

a > 1
§
r, s 2 ± y �&� l	x ¤ wCl

r < s
� � � � �}� l � l |A���S�

s − r
l	xw | | zw � l �%�a�X�@���}�8|1������� x � y �ª�h� s*� � u �&� � x

s−r = m
n
����|

m,n 2�H �v�0��� � am > 1§ �S� �X� z{�Ú
n
£ zl	x �}��� l	x`l	x;y ���}� y �&� l | y�l �X� l ��� l | y%lDl |

[0,+∞)
s
am/n = (am)1/n >

11/n = 1
� t4¥ �8�X� s

as−r > 1
�}�D�C�}���	� j � w � y �ª�A�����	�&| � � ���8�

ar ��¤ wCl as > ar �j ���V� � l �
a > 1

� ��l �&�T� x ¤ w�l � z{}�
q→0+

aq = 1
j:��l?w |A�a�V�8�%��� x ��� ���S��� x�l �C� w�l ¦1��¤ w�l

l �1� z{}� � y%l ���8���S�a�}Ú	¤ w � l � � � l	xfy ���G¦C� zl |<� u�w �&�d�
1
s�§ �,��|��}� x�� � xfy�l | l �T� xfy ���G¦C� zl |� w ¦C� l � y � l ���	� x �

a < 1
��êk � � �

ε > 0
s*x�l �

n 2�H y �&�1¤ w�l a−1
n
< ε

3 l	x�y ������| � ����� z��| § ��� fórmula del
binomio de Newton

� ��|
(1+ ε)n > 1+ nε > a,

� w�l,u �D�����T�K�S�`�X� z{
n
 zl	x ����� l	x0l	x;y �%��� y ��� l | y%l �X� l �,� l | y�l�s�x�l#y � l | l

1+ ε > a1/n
sh§

a1/n − 1 < ε
�
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� l � l | y ��|C� l�x
δ = 1

n

3 x �
q 2 ±Ó§

0 < q < δ
s�x�l?y � l | l

1 < aq < a1/n
s � w�l,u �

aq − 1 < a1/n − 1 < ε
�

k � � �
M > 0

s�x�l �
n 2�H y �&��¤ w�l 1+ n(a− 1) > M

� � �
q 2 ± §

q > n
s�x�ly � l | l

aq > an =
j
1+ (a− 1) m n

> 1+ n(a− 1) > M,

� w�l,u � � z{}�
q→+∞

aq = +∞ �
á l | y ��|C� l	xPl �d� z{�� � y�l � z{��

q→−∞
aq
l	xv��l �S�G�V�8�%��� 1

∞
s � w�l,u � l�x

0
�

j �}���V� � w ����|�� l | � �"���8� l � l �D�C�}�B¤ w�l�l	x
a > 1

s �C�%�8¦ l �T� xGw |3��������� z� x ê
aq
l	xw |��}�V�8�%� l � l | y%l ����| y �}| w � l |

(−∞,M] ¯ ± �1���X�G��� � �
M > 0

Û��;���k � � �
ε > 0

s �����T� � z{}�
q→0+

aq = 1
s 5
δ > 0

y �&�]¤ w�l rr ah − 1
rr < ε

aM

� w ��| � �
l	x
0 < h < δ

� � | y ��|C� l	x4x �
p, q 2 ±�s

p > q
§
p− q = h < δ

s�x�lay � l | lrr aq+h − aq
rr = aq

rr ah − 1
rr <
− a

M
rr ah − 1

rr < ε,
¤ wCl	� �&| � � § � y � � � x �S� x ���%�8�C� l	� � ��l�x ���%�8¦1� � � x ��4x ��| � �K�S�����%�8�C� l	� � �-j ���}�V� §<l � � l �@� l ��� 1

s�x�l?y � l | l ¤ w�l�s �1���X�G�	� � �
M > 0Û��;� s �S�4� w |C��� z��|

aq
s8w |C���V�8�%� l � l | y%l ����| y �}| w � l |

[−M,M] ¯ ±�s*y � l | lPw |1� j*zw |C�}���8�l�¨�y�l | x � z��|[����| y �}| w � s
ax �&�C�}| y�l �����&�}� [−M,M]

� � | y ��|C� l	x	sh��l ¦ l � z� x�l � s �1���X�a�	� � �
x 2 [−M,M]

s

ax =
� z{��

qn→x
qn � [−M,M] ���aqn .

�0��| l	x;y � y�l | l �T� xG��l Û�|�� � � scl |H�	� � �
[−M,M]

s�w |A�<� w |C��� z��| l�¨ ���8| l |C���S�&���l ¦1� x�l
a
¤ w�lKl�xGj�w |��}�V�8�%� l � l | y%lGy �&��¦C� zl |1�#�,�8| y �}| w �h� � �8�a��� w |������ � � �B��l ��� xl�¨�y�l | x ����| l�x,s �����`¤ wCl	� ��� ��l Û�|�� � � l | y � � � # w |A� zw |����	� función exponencial

de base a ¤ w�lal	x ����| y ��| w � l | # �� x;y �-� w |C��� z��| l	xTy �&��¦C� zl | l�x;y �%��� y �&� l | y�l � ��| z� y ��|A� s0§Rx�w � l ���8���%� � � l	x l ��}| y%l �����&���
(0,+∞)

s � w�l,u � s ���8�a�}�"¤ w�l x�l ���}� l |B�S� x�l �,��� z��|3�&| y%l �%�}�8� s �S��� w |C��� z��|�}|h� l � x � s �}� u
a(x)

j
logaritmo en base a � s*l�x0l	x;y �%��� y �&� l | y%l �T��| z� y ��|A� § ����| y �ª£| w � l |

(0,∞)
�

e = �D&���
n→∞

p 1 +
1

n q n

= ��������� . . .� | l �P�	� x � ��l ¦�� x�l
e
s �S�"� w |C��� z��|H�}|h� l � x � ��l �S� l�¨ ����| l |C���S���

ex
l	xGl � lo-

garitmo neperiano
s ¤ w�lG��l |�� y �	� l �T� x ��| � � x�y �}| y ��� l | y%lGl | l�x;y � x ��� w | y�l	x ���8£� �"��� u

x
�"�}|

x
� � | l � y �X� y �&�T� l | y � ��l ��� x � z{}�T� y%l	xG��l funciones potencial–

exponenciales
j ���%�8�C� l	� � � 4

��l �S� x�l	u8w | � � x�l �,��� z��|1� x�l � w�l	��lvy�l | l � l |�� w�l | y �¤ wClaw |A� ��l Û�|C�}�,� z��| zw�y �}� ��l�l	x;y � x � w |C���}��| l	xPl	xj
f(x) m g(x)

= eg(x) � ù j f(x) m ,
x � l | � ��| l � l	x ���%�}� s ���8�a�}� y �&| y � s �1�	��� l �D� l Ú���� s ¤ w�l

f(x)
x�l �T��� x � y ����� l | l � � �8£� ��|��}������| x � ��l �X� � ���



1.6 CONTINUIDAD UNIFORME 35

k � � �G�S� ��l Û�|C�}�,� z��| ��l �d| zw � l �%�
e
s�l�xPw |[� l ¤ w�l ©|�� l � l ���,�}�,��� ��l �T� x;y ���	�?¤ w�l

e =
� z{}�
x→0

(1+ x)1/x = e

� z{}�
x→0

1
x

�}|
(1+ x)

.

�cl �%� l | y ��|C� l	x���l ¦ l?x�l � � z{��
x→0

1
x

��|
(1+ x) = 1

s � l �%��ÛA� z�&| � � x�l�shl | w | l | y �@��|�� ��l
0
s

�S� equivalencia �}| (1+ x) ∼ x
�

f(x) ∼ g(x)
¼:ÀTÁ�À�¼:À,Ïú�½;Ç�À	½�Ç:¼ZÌ8Á ü º5Ì,½¿Ì	¼

a ⇔�D&���
x→a

f(x)

g(x)
= 1.

Las funciones hiperbólicas y sus inversas� � x � w |C���}��| l	x seno hiperbólico
s
coseno hiperbólico

§
tangente hi-

perbólica
x�l���l Û�| l | s 6

x 2 # s � l	x � l � y �����&� l | y�l ���8�
� ¥

(x) =
ex − e−x

2
,

� ¥
(x) =

ex + e−x

2
,

� ¥
(x) =

� ¥
x� ¥
x

=
ex − e−x

ex + e−x
.��l ���ªÛA�	�&| w |B� l � l � y �8�%�}� ��l � z�@��� w �S� x � w�§ �1��� l ��� � � x ���S� x � z�8�%� w �S� x?y �%� u �8£|���� zl,y �%���	� x,s ���8� l � l �D�C�}��ê

•

� ¥
(−x) = −

� ¥
x
6
x 2 # j � xPw |A� función impar �>�

•
� ¥

(−x) =
� ¥
x
6
x 2 # j � xPw |1� función par �>�

•
� ¥ 2 x−

� ¥ 2 x = 1
j �S� hipérbola x2 −y2 = 1

��� l | l � x,z{ parametrizada

���8� {x =
� ¥
t

y =
� ¥
t
�1���X�

t 2 # s4��l ��� � x �T�I�T� � �B¤ w�l �S� circunferencia

x2 + y2 = 1
x�l �1���X�&� l�y �%�}Ú��K����| {x =

��� x
t

y =
x�l |

t
���	�X�

t 2 [0, 2π)
�

•

� ¥
(a s b) =

� ¥
a
� ¥
b s � ¥ a � ¥ b s � ¥

(2a) = 2
� ¥
a
� ¥
a
�

•
� ¥

(a s b) =
� ¥
a
� ¥
b s � ¥ a � ¥ b s � ¥

(2a) =
� ¥ 2 a+

� ¥ 2 a
�

� �<� w |C��� z��|
f(x) =

� ¥
x
l	x ����| y �}| w � §Il	x;y �%�}� y �&� l | y�l �X� l ��� l | y%l�l | # � � w� l �,�@�%�%� � � sv§ �)¤ wCl � z{}�

x→−∞
� ¥
x = −∞ § � z{��

x→+∞
� ¥
x = +∞ s4l	x�y � � � # � � �

� w |C��� z��|b�}|h� l � x � s ¤ w�l-l	x ���T�1��� s ����| y ��| w � §�l	x;y �%��� y ��� l | y%l �X� l �,� l | y�lBl | # l	x
f−1(x) =

�}| p x +
·
x2 + 1 q =

t � u � ¥
x
s�§[x�l���l |����T�}|A� argumento del seno

hiperbólico �� �[� w |C�,� z��|
g(x) =

� ¥
x
l	x �,��| y �}| w � l | # s�§3l	xGl	x;y �%��� y �&� l | y%l ��� l ��� l | y%ll | l �a�}| y%l �����&�}�

[0,+∞)
s ����|Ó� ¥

(0) = 1
§ � z{}�

x→+∞
� ¥
x = +∞ � � � u � z��ÛC�����l[l	x;y �J� w |C��� z��| l	xTw |A��� w ������¤ w�l"x�l ���S�&��� catenaria � � �J� w |C��� z��|M�}|h� l � x � s

g−1(x) =
t � u � ¥

x =
�}| p x+

·
x2 − 1 q s8��l |����T�}|A� � � argumento del coseno

hiperbólico
s8l	x;y�z� ��l Û�|C� � � §Gl	x ����| y �}| w � §Gl	x;y �%��� y �&� l | y%l �X� l �,� l | y%l�l |

[1,+∞)
�� �T� w |C��� z��|

h(x) =
� ¥
x
l	x �,��| y �}| w � j � w�l�x � ¥

x 9= 0
6
x
� §Jl�x;y �%��� y �&� l | y�l�X� l ��� l | y%lJl | # � � w � l ���8����� � � s0§ �I¤ w�l � z{}�

x→−∞
� ¥
x = −1

§ � z{��
x→+∞

� ¥
x = 1

s
l	x�l �0�}| y%l �������}�

(−1, 1)
� � �<� w |C��� z��|3�}|h� l � x � s �}�D�1��� s �,�8| y �}| w � §)l	x;y ���}� y �&� l | y�l�X� l ��� l | y%lKl | l	x;y%l �}| y%l �����&�}� l	x

h−1(x) = 1
2

�}| j 1+x
1−x

m =
t � u � ¥

x
� � lD��l |����T�}|A�

argumento de la tangente hiperbólica �
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Continua en un compacto ⇒ Uniformemente continuae l �T� xc� ��� ¥ � § �v¤ w�l0w |A�P� w |C�,� z��| w |��}�V�@��� l � l | y�l ����| y ��| w � l	x ����| y �}| w �*� � |�}� x`l � l �D�C�}� x 1
§

2
¥ �&|I¤ w�l	� � � ��� l! Cl ��� � � x �}� x ���%�8¦C� l ��� x ¤ w�lK¥ � § �1���X� ��� l |�S� � ��� l �,�,� z��|"�8� w�l	x;y �*� � ����� § �8�v�}| y%l � zl	xv��l �A� l	x�w � y � � �T¤ wCl ��� l | l ���,��| y �}| w �&�,� z��|l	x ¤ wCl � ¥ �8���X� y �X�	¦����;� l |J�S� ��l � � x;y �X�@��� z��| ��l � y �%� x � z� x |�� y �	¦C� l	x#��l � t | z���}� x � x �� l � w �D�C� l �}���T� x �T� x � l |)� w�u ��� ��l �f��| y�l �%���&�}�

[a, b]
x�l ����| l w | x�w ¦d�,�8|�� w | y �

compacto S
��l # s�l	x4��l ����� s cerrado

j
S = S

� § �@��� y � � ���
Teorema 2.

� �
f
l	x �,�8| y �}| w � l | w |��}| y%l �������}�?� l ���X� � � § �&�,� y � � �

[a, b]
s&l | y �8|A� l	x

f
l	xPw |C���V�8�%� l � l | y%l ����| y ��| w � l |

[a, b]
�¨ p%o<´&n,Ò�±�r8%²�·´	q�ç � �0|�� s 5

εm > 0
y �&��¤ w�l �1���X�"�	� � �

n 2WH s 5 xn, yn 2 [a, b]y ��� l	x ¤ w�l�S
xn − yn

S
< 1

n

§ S
f(xn) − f(yn)

S
>
− εm

�tv¥ �@��� s ���@�K¦C� x�l �,�,� z��| x�w � l	x ����� ��l �0�}| y%l �����&�}�
[a, b]

s¿x�l<l |C� w�l | y �X� w |A� x�w £� l�x � z�8| ��l �}| y%l �����&��� x � l ���X� � � xKl |C�	�&��� � � x
[a, b] = J0 é J1 é �����Ré Jk é ���¤�y ���P¤ w�lhS

Jk
S
= b−a

2k

§ �	� � �
Jk
����| y%l |�� l | � �-��|�ÛC|�� y � xGy�zl �%�T�}|�� xK��l �S� x�w � l	x � z��|

(xn)n>
−1

sAl |��1��� y �}� w ����������| y%l |�� l | � � w |C�
xnk

y ���¿¤ w�l
nk > nk−1

� � �8� jZ� � � � si
k>

−1

Jk = {c} 2 [a, b]
s0§Wx�l[y � l | l�s ���8�����B�,��| x;y � w �,��� z��| s ¤ w�l �S�Y����L��X��+,�	���dF���

(xnk
)k>

−1
�,�8|*� l � u8l �

c
�

�0���T� S
xnk

− ynk

S
<
1

nk

s8x�lf��l���w � l�s ���C�}���	�&| � �4�S� ��l	x � u�w �&� � � �ay �%�S��| u�w �S��� s
¤ wCl ��� x�w ¦ x�w � l	x � z��|

(ynk
)k>

−1

y �&�G¦C� zl |B����|*� l � u�l �
c
� �cl �%�

f
l	x ����| y ��| w � l |

c
s

� w�l,u �ÿ� z{��
k→∞

f (xnk
) = f(c)

§ � z{��
k→∞

f (ynk
) = f(c)

s*§[l | y ��|C� l	x

� z{}�
k→∞

p f (xnk
) − f (ynk

) q = 0,

�}��¤ w�lal�x;y�z� l |J����| y �X� � �}�	��� z��|J����|�¤ w�l�S
f (xnk

) − f (ynk
)
S
>
− εm

�1���X� y � � �
k
�

El Teorema de aproximación de Weierstrass� ��� l	x�w � y � � � ��lvl�x;y�lvl � z{ u �X�&� l�s ¤ w�l4� � y � ��l ¢�à�à"	 s � x�l,u�w ���#¤ w�l �}� x ���&�}�8� l	x]��lvw |A�� w |C��� z��|�����| y �}| w � l | w |"�}| y�l �����&�}��� l ���X� � � § �@��� y � � � x�l � w�l	��l |��	�C�%� ¨ �}�����v���8��}� x �����}�8� l	xa��lKw |I��� l � y �������}�}|����T�}� ��l | y �%� ��lDw | l ���%�8����¦ x ��� w�y �<��� l Û���� � ��� � ly �X� y � s � wCl	x,s8��l0w |A� aproximación polinómica global �1���X� w |A�P� w |C��� z��|K����|�£y �}| w �*� t � l	x;y�wA� �����¿�S� ��l �%������¦C�}�}� � � � � l � l � � x � z�8� � x�l ����| x � u�w�l | �	�C�%� ¨ �}���@���}��| l	x�����}�}| z���T���	� x � l �;�8� l	x,s � w |C¤ w�l �����	�&� l	x,s �1���X�G��� x � w |C���}��| l	xv��l �%������¦C� l	x �� �-� ��l �-���%�8¦1��¦C�}� z{ x�y ���	�)¤ w�l �@��� u �}|A�B�S� x � u�w � l | y%l-��l � � x�y �X�@��� z��| sv��l ¦A� � �)�� � Ù]l �%| x;y�l �}| j


� s � w�l	��l � l,l � x�lTj�§ �S�����%�8�A��� ��l � � x;y �X�@��� z��| s�y ����� � � ��lal	x�y � x� l � l � l |C���S� x � l | ¸�¹#" !7�c¾�óc� � s4¿¿¬ip%o<p�q1ÒÄr	±+× « ¬ir�n�n�²i,r	¬�¶4q�r,¬�×An�²}n	s ê � l,l ���&|ù�&| ��0��� s � �&| ê �X�&|C��� x �,� s ¢	ã-Ü ��s � z� u �?¢�¢	ã §"x�x,s�§<y ���G¦C� zl | l | ý ¹ ¼�� óc� Ç ��þfs�´X³QçP%²:Ò�ç�s� z� u �N¢	  �-§Mx�x � � �v����| x � ��l ���	�
[0, 1]

l |M� w�u �	� ��l[w |M�}| y%l �����&�}�
[a, b]

|��-� l	x;y �u�l | l �X�&��� � � � �<�S����� wCl ¦1� j � w�l	x ¦1� x;y ��� z{S� l	x �X�%��¦C��� x−a
b−a

l |Y� w�u ��� ��l
x
l | y � � � x�1��� y%l	x,s�l | l	x�l � y �%� ��� x �h� s�§ � l ��© |A� ��lal |J�	�&��¦A�������S���%� � � � �
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Teorema 3.
� �
f : [0, 1]→ # l	x �,�8| y �}| w � s�l | y �8|A� l	x 6

ε > 0
¥ � §<w |"�����}��|C�8� �}�

P(x)
y ����¤ w�l�S

f(x) − P(x)
S
< ε

6
x 2 [a, b]

�¨ p�o<´&n,Ò�±�r@�²*·´�qaç]� �	�X�K�	� � �
n 2�H s�l �d�������}|����T�}�N�½�Ç�¼ ã ¼:» û Å5½�A û@Ë Ç Ë

f(x) = )�$&% (2πx),
B1f(x) = 0,

B2f(x) = 0,

B3f(x) =
3 ' 3

2
x(1− 3x+ 2x

2
).

Bnf(x) =

n∑

k=0

f
õ k
n ö � õ n

k ö xk(1− x)n−k

x�l���l |����T�}|A�
n–ésimo polinomio de Bernstein

��l �S�G� w |C�,� z��|
f
�� �&�T� x �<� l �D¤ w�l�s¿� � � �

ε > 0
5
n 2WH y �&��¤ w�lhS

Bnf(x) − f(x)
S
< ε

�1��£�X� y � � �
x 2 [0, 1]

s ����|W�}�3¤ wCl[l � y%l �8� l ���-¤ w�l	� ��� z�J���%�8¦1� � � ��l"w |A�����&| l �X�+,���d�,
:�	��+�
������h� � l �D� ¥ �8�X�
x 2 [0, 1]

����¦C� y �X���%�}�T� l �%�KÛ��;� l |"����¤ w�l�x � u�w�l ê
n∑

k=0

j
n

k m xk
(1− x)

n−k

= (x+ 1− x)
n

= 1.

S
Bnf(x) − f(x)

S
=

rrrrr n∑

k=0

õ
f
õ k
n ö − f(x) ö õ n

k ö xk(1− x)n−k

rrrrr
<
−

n∑

k=0

rrrr f õ kn ö − f(x)

rrrr õ nk ö xk(1− x)n−k.

t4¥ �8�X� s ���@� l � � l �@� l ���D  s
f
l	x0w |��}�V�8�%� l � l | y%l ����| y ��| w � l |

[0, 1]
s � w�l	u � 5

δ > 0j ��| ��l � l | � � l | y�l���l
x
� y ����¤ wCl

f
j
Bδ(x) ¯ [0, 1] m 1 B ε

2

j
f(x) m s�§ �}� x � u�w � l | y�l�l	x� ����� � ���4�S� x�w ���D�&| y%l �%�}�8� l | � � x �1��� y%l	x,s�w |A� l�¨*y%l | � � � �D���}� x�z{}| � ��� l�x

k
�1���X���}� x¤ w�l k

n
2 Bδ(x)

§ � y �X�K�G�}� x4��l � z� x êS
Bnf(x) − f(x)

S
<
−

(
∑

k )+*,� øü÷�-/.�øS
k
n

−x
S
<δ

+
∑

k )�*,� ø+÷�-/.�øS
k
n

−x
S
>
−δ

0 rrrr f õ kn ö − f(x)

rrrr õ nk ö xk(1− x)n−k;

�1���X�G���G���%�}� l �X�G�1�	� y�l�x�lay � l | l
∑

k )+*,� øü÷�-!.�øS
k
n

−x
S
<δ

<
ε

2

∑

k )+*,� øü÷�-!.�øS
k
n

−x
S
<δ

õ n
k ö xk(1 − x)n−k <

−

ε

2

n∑

k=0

õ n
k ö xk(1− x)n−k =

ε

2
,

�}| ��l � l | � � l | y%l � l | y�l���l
n
§���l

x
s&§�x�z���}�`¤ w�l	� �4�@��� y ���c�S� x�l,u�w | � � x�w ��� y ���G¦C� zl |����| ε

2

��| ��l � l | � � l | y%l � l | y%l���l
x
� � x;y � x�l ����| x�l,u�w ��� z�����	�X�

n
x�w ÛA��� l | y%l � l | y�lu �X�&| ��l ê

� �8� l � y�l �8� l ��� ��l`ÔIl � l � x;y �X� x�x 5
M
y ����¤ w�l�S

f(x)
S
<
− M

6
x 2 [0, 1]

s � x,z{�¤ w�l
∑

k )+*,� øü÷�-!.�øS
k
n

−x
S
>
−δ

rrrr f õ kn ö − f(x)

rrrr õ nk ö xk(1− x)n−k <
− 2M � ∑

k )+*,� øü÷1-!.�øS
k
n

−x
S
>
−δ

õ n
k ö xk(1− x)n−k,

§ � ¥ �8�X�G|�� x ¤ w�l	� � l |C�,��| y ���	� w |
n
y �&��¤ wCl �1���X� y � � �

x 2 [0, 1]
x�l �

∑

k )+*,� øü÷�-/.�øS
k
n

−x
S
>
−δ

õ n
k ö xk(1− x)n−k <

ε

4M
.
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� w �&| � � rr k
n

− x
rr >
− δ
s1x�l�y � l | l

(k − nx)2 >
− n

2δ2
s ��¦C� l |

1 <
−

(k−nx)2

n2δ2

sC§�x�l
� w�l���la¥ �@� l �4�S� x � u�w � l | y%l�l	x;y �����@��� z�8|�ê

∑

k )+*2� øü÷�-!.�øS
k
n

−x
S
>
−δ

õ n
k ö xk(1− x)n−k <

−

∑

k )+*,� øü÷�-!.�øS
k
n

−x
S
>
−δ

(k− nx)2

n2δ2

õ n
k ö xk(1− x)n−k

<
−

1

n2δ2

n∑

k=0

(k− nx)2
õ n
k ö xk(1− x)n−k,

§ ¤ w�l�� ��� l �?¤ w�l�s �1���X�
n
u �X�&| ��l�s

S =

n∑

k=0

(k− nx)2
õ n
k ö xk(1− x)n−k <

n2δ2ε

4M
6
x 2 [0, 1].

� x¿w |T¦ w�l | l � l �X�������}�a����| l � x�l �4���%�8¦1���]�S�?� u�w ��� � � �
S = nx(1−x)

x �}| �T���X���l ��� l ��� x � u�w � l | y�l ���0��| l �}�S� s © ¼iÃ�º ]@Á Ë Å5Ì Ë ÌDÌ	¼vÅ Ë Ãv»]¼ZÏÌ�º Ë Ã Ë Ç�ºªú}»TÊ¼;ú}º üZË�C ]�¼Z½�» Ê¼:Ïú�Çiº üZË Ì,¼�Ì,½;Ã*À¿ÊÁ�»]¼:Ç�½;Ã û ½�ÏÃ�º>ú�º�[�½;ÃZø xy <
−
1

2
(x+ y).

S = nx(1− x) <
−

n

4
<
n2δ2ε

4M

x �
n >

M

δ2ε
,

�}��¤ w�l`y%l �%� ��|1�G��� ��l �T� x;y �X�@��� z��|��
Lema.

� �
n 2\H § x 2 # sdx�lay � l | l

S =

n∑

k=0

(k− nx)2
õ n
k ö xk(1− x)n−k = nx(1 − x).¨ p%o<´&n,Ò�±�r8%²�·´	q � � �%�}� l �%� x�l���l	x �����%���}�S�&|"�}� x � w � � �X� � � x ê

S =

n∑

k=0

k2
õ n
k ö xk(1− x)n−k − 2nx

n∑

k=0

k
õ n
k ö xk(1− x)n−k

+ n2x2

n∑

k=0

õ n
k ö xk(1 − x)n−k.

t4¥ �8�X� s

C =

n∑

k=0

õ n
k ö xk(1− x)n−k =

j
x+ (1− x) m n

= 1.

t �C�}���	�&| � �T�S�G� ��l | y � � � �
k
j
n
k
m = n

j
n−1
k−1

m s
B =

n∑

k=1

k
õ n
k ö xk(1− x)n−k = nx

n∑

k=1

õ n− 1

k− 1 ö xk−1(1− x)n−k

= nx

n−1∑

l=0

õ n− 1

l ö xl(1− x)n−1−l = nx.
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á wCx �&| � � l	x;y�l ���&���8� s

A =

n∑

k=1

k2
õ n
k ö xk(1 − x)n−k = nx+

n∑

k=2

k(k− 1)
õ n
k ö xk(1− x)n−k

= nx+ x2

n∑

k=2

n(n− 1)
õ n− 2

k− 2 ö xk−2(1− x)n−k = nx+ n(n− 1)x2.

�dw�l,u � s
S = A − 2nxB+ n2x2C = nx(1 − x)

�

Ejercicios

1
� l ��|

α,β
� � x | zw � l �%� x � l ��� l	x0� � x;y �}| y � x0��l

0
� � l#��l Û�| l4w |A� x�w � l	x � z��|

(Qn)���8�
Q0 = α ; Q1 = β ;

Qn = (1 +Qn−1)/Qn−2,
�1���X�

n > 1.e?���}�S���
Qn

�1���X� y � � �
n 2ZH � j � ����� � � ��l ���}�ª¦C�%�)« ´�q�%±�p&ÒÄp Ñ r�Ò æ p%o<r�Ò�²VXn,st#��� � x ��|�£ ÔIl�x � l,§�s ¢	ã�ã ��s���l ºV¹43d¹ ý���!�57! ï#647�¹48�¹:9��7ñ �15h»<; ¹ ¼c!��"!c¾=51>�7Ç þ �>�

2
� �%�8¦��	�#�S� x desigualdades de las medias ���%� z�8|C�}��� s�u�l ��� zl,y �%���	� § ���%� y £� zl,y ���	� ��l

n
| zw � l �%� x � l ��� l	x ��� x � y ����� x ê � �

x1, x2, . . . , xn 2 # +
s�x�l`y � l | l

n
1

x1
+ ����� + 1

xn

<
−

n
·
x1 ����� xn

<
−

x1 + ���¤� + xn

n
,

� w �T�C�}� zl | � � x�l �	� � �G� u8w ��� � � � ⇔ y � � � x ��� x
xi

x �8|J� u�w �&� l�x �
3

� �%�8¦��	� S
a− b

S
>
−

rrr Sa S − S
b
S rrr ���	�X� y � � � x �}� x a, b 2 # �

4
� l �

M 2 # + � � �%�8¦1���#¤ w�l �S� x�w � l	x � z��| (an)
��l Û�|�� � �����8�

a1 2 # + ����¦C� y ���	�%�}� 3 an =
1

2

õ
an−1 +

M

an−1 ö x �
n > 1,

y � l | l � z{�� � y�l�s�§ ������� w �����%�}���
5 � l�x ���ª� l �#�S� xvl � w �&�,����| l�x ê

(a)
S
2x − 3

S
= 5 (b)

S
2x− 3

S
= x+ 1 (c)

S
2x+ 3

S
= x + 1

(d)
S
3− x

S
−
S
x + 2

S
= 5 (e)

S
x − 2

S
+
S
x − 1

S
= x − 3

(f)
�,� x
x−

x�l |
x =

��� x 3 x (g)
x�l |

(3x) +
x�l |

(2x) =
x�l |

x .
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6 e#�&�}�S�	�?��� x4x � u�w � l | y%l	x � z{}�T� y%l	x ê
(a)

� z{��
x→−∞

p x + ? (x + a)(x + b) q (b)
� z{��
x→1

m
·
x− 1

x − 1
(c)

� z{��
x→1

xp/q − 1

xr/s − 1

(d)
� z{��

x→+∞
p k? (x + a1)(x + a2) ����� (x + ak) − x q (e)

� z{��
x→−∞

? (x − a)2

x − a

(f)
� z{��

x→+∞
x3/2 p · x + 1+

·
x− 1− 2

·
x q (g)

� z{��
x→0

x�l |
(ax)y�u
(bx)

(h)
� z{��
x→0

1−
��� x
x

x2
(i)

� z{��
x→0

��� x
(ax) −

��� x
(bx)

1−
��� x

(cx)
(j)

� z{��
x→0

y%u
x−

x�l |
x

x3

(k)
� z{��
x→0

x −
x�l |

(ax)

x+
x�l |

(bx)
(l)

� z{��
x→0+

õ
1+

1

x ö x

(m)
� z{��
x→0

1−
��� x

(1 −
��� x
x)

x4

(n)
� z{��
x→1

x7 − 2x5 + 1

x3 − 3x2 + 2
(
©
n)

� z{}�
x→1

1+
�,� x

(πx)y%u
2(πx)

(o)
� z{}�

x→π/2
(
x�l �
x−

y�u
x)

7
� �%�8¦1���#¤ w�l�x �

f
l	x � �8| z� y ��|A�K�X� l ��� l | y�l�l |

(a, b)
§[l	x;y�z�T�&�,� y � � � x�w � l �%�}�@�%£� l | y�l�s 5 � z{��

x→b−

f(x)
�

8
� x;y%wC� �S���4���D����| y �}| w � � � �"��l �S� x � w |C���}��| l	x ê

(a) f(x) =

{
x

x �
x /2 ±as

1− x
x �
x 2 ± �

(b) f(x) =
·
x− @ · x A . (c) f(x) =

1B
1
x C

(d) f(x) =

rrrr 1+
1

x

rrrr x D Ø p�×J°fr�n,ÒÄ´�±,E
9

� x ¦���Ú����0��� x]u � z��ÛC��� xf��l �S� xfx � u�w � l | y%l	x � w |C���}��| l	x ê j:t � u�w |�� ��l �}� x]l � l ���������}� x,s�����T� zl	x;y%l�s8§�y �&��¦C� zl |T�����%�}� x¿��l ��� x �	�1��� y � � � x���l � x � u�w � l | y%l�s�l	x�y�z�&| y ����� � � x��l<ý ¹GFÄ¹HF !7�7ó�»¿s�¶ó,´*®8±�nXpa´ Á °#®8±�p Ñ r�Ò æ p%o<r�Òi²i�n	s �P�&�G¦��%� ��u�l�s ¢	ã � ä��5�
(a)

y%u
x ,
x�l �
x ,
x�l | 2 x ,

y%u
2 x ,

x�l � 2 x , x�l | j x
3
m , a ��� x x+ b

x�l |
x ,

��� x
(2x) +

��� x
(4x) , a

x�l | 2 x + b
�,� x 2 x .

(b)

x�l |
x

x
, x2

x�l | j 1
x
m , x2

x�l | 2
j
1
x
m , x+

x�l | j 1
x
m , x�l | (x2) ,

x�l | p π
2

x�l |
x q .

(c) x I 1
x J , ³ x ´

x
, ³ x ´ + ? x − ³ x ´ , x2 − ³ x2 ´ , 1− x+ ³ x ´ − ³ 1− x ´ .

10
j ��� � �%�8¦1���`¤ w�l �S� l � w �@��� z��|

x3 = 3x + 8
y � l | lKw |A� zw |����	� x ��� w ��� z��|-� l �&� sA§¥ �&���S���%�S�D����|

2
��l ���}���&� l	x4l�¨ �@� y � x �

j ¦�� � �T�T� x � � s �1���X�G�S� l � w �@��� z��|
x5 = x+ 16

�
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j ����� l	x ����� l �#��� l � w �@��� z��|
2x5 = 2x+ 1

�
jZ� �¿� l	x �8��� l ����� l � w �@��� z��| x�l �

x+
��� x�l �

x = 2
·
2
�LK&� w4z�&| y � xfx ��� w ���}��| l	x]y � l | l�S� l � w �@��� z��| x�l �

x +
��� x�l �

x = c
l | l �d�}| y�l �����&�}�

(0, 2π) M
j:l ��� l	x ����� l �#��� l � w �@��� z��|

x 2x = 1
�

j �%��� l	x ����� l �#�S� l � w �@��� z��| 2
3
x
x�l |

x = 1
l | l ���}| y%l �������}�

(−π, π)
�

j:u �ve?���}�S���4�S�K� l |C�@�v��� z{}Úa��� x � y ����� ��l �S� l � w �&�,� z��| y�u
x = x

�
11

� l �
c > 0

3 ���%�8¦1���4¤ w�l �S� l � w �@��� z�8|
x− nc =

����� y�u�õ n

x + n ö
y � l | l�w |A� zw |����	���X� z{�Ú � l ���

xn
�1���X�[�	� � �

n >
− 0
��e?�&�}�����K�}� x � z{�� � y%l	xD��l �S� xx�w � l�x �}�8| l	x

(xn)
§ j

xn

n
m � j/NÅç « ²Vrh®8±�±�² �>�

12 K � x ��� l � y ��¤ w�l�x �
f : [0, 1]→ [0, 1]

l	x
(a)

� ��| z� y ��|A�K�X� l �,� l | y%l�s �K¦C� l |
(b)

�T��| z� y ��|A� ��l �X� l ��� l | y�l�s
l | y ��|C� l�xPl�¨ � x;y%l�w |

x 2 [0, 1]
y ����¤ wCl

f(x) = x M jZ� �%�8� w�l	x�y � l |Yåcæ pPO/Q RKm�qA×Ò;p%±�q�r�Òi²i´�q�r	¬
Ñ
r�Ò æ p%o<r�Òi²i�n « ´�oG³]p�Òi²:Ò�²V´�q Á ´�±TS�q�²�U8p%±%n�²:Ò�×WV1Ò�®*µ�p�q1Ò�n	sA� ��| � � l	x,s� w �}�}� ��l  @¡�¡�¡��5�

13
� �%�8¦1���K¤ w�l�x �

f : [0, 1] → [0, 1]
l	x ����| y �}| w � s�l | y �8|A� l	x 5

x 2 [0, 1]
y �&��¤ w�l

f(x) = 1− x
�

14
� �%�8¦1���T¤ w�l<x �

f
l�x ����| y �}| w � l |

[0, 2]
§
f(0) = f(2)

s]l | y ��|C� l	x 5
x1, x2 2

[0, 2]
y ��� l	x ¤ w�l�S

x1 − x2

S
= 1

§
f(x1) = f(x2)

� j � x;y%l �C�%�8¦C� l ��� § ��� x�� � xx � u�w � l | y%l	x#x ��| ��l "W¹HXZY ÇÍò !7þ]s « r	¬i&®8¬Z®�n,s�l	� �]� l � l � y�z l �>�
15

� l �
f
����| y �}| w � l |

[0, 1]
� w �D�C�}� l | � �

f(0) = f(1)
s*§<x�l �

n 2�H � � �%�8¦1�	�4¤ w�l5
x 2 [0, 1)

y �&��¤ w�l
f(x) = f

j
x + 1

n
m � j õ1��E��,�	�,��+	�;��Qa�0��| x � ��l ���	�#�S�G� w |C��� z��|

φ(x) = f(x) − f
j
x + 1

n
m �[K�\ wPz l�x�l � w�l	��l���l	��w ����� x � φ(x) 9= 0

6
x M �

16
� l �

a 2 (0, 1)
y �&�#¤ w�l

a 9= 1
n

6
n 2 H � � |A����| y ���	� w |A��� w |C��� z��|H� l �&� f����| y �}| w � l |

[0, 1]
� w �D�C�}� l | � �

f(0) = f(1)
sv§Ry �&�a¤ wCl

f(x) 9= f(x + a)6
x 2 [0, 1)

�
17

� �%�8¦1����¤ w�l"x �
f(x + y) = f(x) + f(y)

6
x, y 2 # §

f
l�x ����| y �}| w � l |

0
sl | y ��|C� l�x

f
l�x ����| y �}| w � l | # §

f(x) = cx
�1���X� w |J��� l � y �

c 2 # �
18

k#l�y%l �%� ��|1�	� l �a� l � y�z�&| u�w �}�M�}| x �X�%� y � l |Â��� l �}��� x�l x2

a2 + y2

b2 = 1
��l �S� � � x�1���X�&� l �}� x �"�}� xKl � l	x ���*�@� ��l |A� � � x ¤ w�l�y � l | lNz��� l �"� z� ¨ �}���*� j õ1��E��,�	�,��+	�;��Q�vy �}�}�}Ú����?�S� xvl � w �@���}��| l	x �1���X�&� zl�y �%���	� x4��l �S� l �}�ª� x�l �>�
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19
� �%�8¦1���v�S� x4x � u�w � l | y%l	x � ��l | y � � � ��l	x ê

�	�X� x�l |
x +

�������,� x
x =

π

2
6
x 2 [−1, 1].

�	�X� y%u
x+

�����d��� y%u
x =

π

2
6
x 2 #

.

�	�X� y%u
x+

����� y%u
y =

����� y%u�õ x + y

1− xy ö x �
xy < 1

�
t � u � ¥

x+
t � u � ¥

y =
t � u � ¥ õ x + y

1+ xy ö 6
x, y 2 (−1, 1)

20
� �%�8¦1���D¤ w�l�s�x �

a =
�}| y%u j π

4
+ b

2
m s�l | y ��|C� l	xKx�l�y � l | l | � ¥ j a

2
m =

y�u j
b
2
m s� ¥

a =
x�l |

b
§ � ¥

a =
x�l �
b
�

21 � l	x ����� l �#�}� xvx � x;y%l ��� x#��l�l � w �@���}��| l	x ê
(a)

{ � ¥
x+

� ¥
y = a� ¥

x +
� ¥
y = b

(b)

{ � ¥
x+

� ¥
y = a� ¥

x +
� ¥
y = b

(c)

{ t � u � ¥
x = 2

t � u � ¥
y

3
��|
x = 2

�}|
y

22
� �%�8¦1����¤ w�l �S�B� z{}|��}���B�X� z{}Ú"��� x � y �ª��� ��l ��� l � w �@��� z��|

xy =
x�l |

x
l	x�w |A�� w |A��� z�8|-����| y ��| w � ��l

y
l | l ���}| y%l �������}�

(0, 1)
¤ wCl���l �X� l � lG��l

π
�
0
� w �&| � �

y
�X� l � l���l

0
�
1
� j õ1�CE��	�,�	��+,����Q � x ���<� w |C��� z��|3�}|h� l � x � ��l

f(x) = ÷áø+ù x
x
�5�jKÔar	±�µO× �>�

23
� l �

f :
# + → # + ����| y �}| w � §[��l �X� l ��� l | y%l�s�§ � l �%��ÛC����| � �<6 x, y 2 # + ê

f(x + y) + f
j
f(x) + f(y) m = f p f j x + f(y) m + f

j
y + f(x) m q .� �%�8¦1���#¤ w�l

f(x) = f−1(x)
� j&N�¬}²}o�³�²ir8µ�r Ñ r�Ò;p%o ·r�Ò�²i,rKm�±�r	qP·À^]:_a`a` O �>�

24
� �%�8¦1���4¤ w�l �S�G� w |C��� z��| x�l | j 1

x
m |�� l	xvw |��}�S�8�%� l � l | y�l ����| y �}| w � l | j

0, 1
π
m �

25
� �
P(x)

l	x�w |D�����}��|���� �}������| ��� l ÛA��� l | y%l	x � l �&� l	x¿§
P(a) � P(b) < 0 s�l | y ��|C� l�x

P(x)
y � l | l<w |H| zw � l ���-�}�D�1��� ��l � l ��� xKl |

(a, b)
� � � s]l |M�	�&�G¦C�}� s

P(a) �
P(b) > 0

sAl | y �8|A� l	x
P(x)

|�� y � l | l � l �%� x,s � y � l | lKw |-| zw � l ��� �1��� ��l � l �%� xl |
(a, b)

�

Problemas —primer bloque de trabajo—

1.1 .—
� �d���%�8¦C� l ���<¢�¢ ��l ���P�	� z{ y%w �}� à ��l �0« r	¬V@®8¬Z®�na��l XbY ÇÍò !7þ �

j � l � l � l |C���S� x ê�¢�¢ j:� � l	x ��� � �%�8��� x ����� z��|)  ��l �c����¦��%� ¨ �}� ��l �}� x � � l � l | y � x?��l � w £���}� ��l	x,s ����| x�w � y ��¦C� lal |c8�ñ ��ô Ç ó]s åcæ p _�d Ø ´*f́e�n#´ Á Ò æ p4¿¿¬ip%o[p%q1Ò:n,s � l � x � z��|"��| u � l	x �����|"|�� y � xv��l � ��� � ¥ � � � e l � y%¥�s�� ���:�  s�k ��� l � sC�vl �ùá¿�8��¯ s ¢	ã-	8ä 3 ; ¹:g�� � Y ô Ç ��Ó*såcæ p « r,¬i&®8¬Z®�n	ç�¶ôè4p%qdp�Òi²iv¶0³�³�±,´8r8 æ sh� |������������ ¥ ���	� u � � � l	x�x,s�� � � �4� § � l ���%�}| y	s� � t�s ¢	ã8à�¢ s�� � �ê � ¥�l � ¨�¥ � w�y �}�8| �"l�y�¥ � � ��� y�¥�l ~#� l,l ¯ x �5�
1.2 .—

� l?� �}� l ¤ w�l#w |A�?� w |C�,� z��| l	x convexa
j � ¿· ´�q�,rhU�r#U&²�n,Ò;r�µCp�nXµ�p4r	±�±�² Ø r � l |w |[��| y�l �%���&�}�T� w �&| � � s*x �

P
s
Q
§
R
x ��| y � l	x � w | y � x � w �&� l�x ¤ w � l �X� ��l �S� u � z��ÛC�	� ��l
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f
l | � ��� ¥ �<�}| y%l �������}� §

Q
l	x�y�z� l | y � l

P
§
R
s1l | y ��|C� l	x

Q
l�x;y�z� l | s �����8� ��l ¦1�&�;���l�s �S�"+,���,�	��

PR
�� ���@¦��	�<¤ w�l�x �
f
l	x ����|*� l�¨ � l |

(A,B)
§

[a, b] 1 (A,B)
svl | y ��|C� l	x

f
l	x

����| y �}| w � l |
[a, b]

�
j � l � l � l |C���S� x êiXbY ÇÍò !7þfs*t � zl | � ��� l �����P��� z{ y�w �}��¢�¢ 3 9 ô
! ïkj ! ñ � �cs*¶4n:³]p	�Ò�nP´ Á « r	¬S×&®8¬Z®�n,s � ���%�}| u�l � s � � l �X�������}� x4��l �c�P��� z{ y�w ���< *�>�
1.3 .—

� l �
I 1 # w |)�}| y%l �����&�}� §

f : I → I
w |A��� w |C��� z��|�� � |Y����|�� w | y �"Û�|�� y �

C = {x1, x2, . . . , xn}
y �&��¤ w�l

f(x1) = x2, f(x2) = x3, . . . , f(xn) = x1

x�l �}���&��� ciclo
w

órbita periódica
��l

peŕıodo n
��l �S�K� w |C��� z��|

f
� � ���@¦��	��êj �8� � �

f
l�x ����| y �}| w � §�y � l | l�w |"�,�}�,��� ��l � l � z{}� � �

3
s*y ���G¦C� zl | y � l | l�w |J�������}���l � l � z{�� � �

5
�j ¦�� � �D� w |A��� z�8|B����| y ��| w �

f : [1, 5] → [1, 5]
��l ÛC|�� � �K���8�

f(1) = 3
s
f(2) = 5

s
f(3) = 4

s
f(4) = 2

s
f(5) = 1

§ �}��| l ��� l |B�	� � �T�}| y%l �����&�}�
[n,n + 1]

sCy � l | l �������}� x��l � l � z{�� � �
5
s � l �%�D|C��| u8w |�� ��l � l � z{}� � �

3
�

j � l � l � l |C���S� x êl"W¹ óc�fý ñ Ó ï í! � s�¿¿¬v±%²�q�]· ´�qNµ�p ¬ir�³�²nm@r	±�±�r�s�� ��� z�&�T� ��l�sv� � � �%� �ds¢	ã�ã�ä s �	��� z{ y�w ���T¢,¡ 3 "I¹Z"hÇ ¾ ÇÈñ ���po Ç ��Ó*s � l ������¯ x ��| � ¥ ����¯h��� x ¯ § � ¥�l �8� l � s ì =B��ï�	��+,���rqM�h
:/1�	=B�h
���+��*�4qM����
:/C�>( s
104

j ¢	ã�ã-Ü�� s �����¿à � ä&£�Üh�>�
1.4 .— Lema del sol naciente, de F. Riesz

ê � l �
g(x)

w |A��� w |C��� z��|��,��| y �}| w � ��l ÛC|�� � �l | l �4�}| y%l �������}�
[a, b]

sf§Wx�l �
E
l �4����|�� w | y � ��l �}� x � w | y � x

x
��| y�l �����8� l�x � l	x;y�l�}| y%l �������}� §Jy ��� l	x ¤ w�lKl,¨ � x;y�lDw |

ξ > x
y ���¿¤ w�l

g(ξ) > g(x)
� � ������|�� w | y �

E
l	x,s

�D¦C� l |J���@� z{}� s �T¦C� l |"�S� w |�� z��| ��l�w |A�G���&�T�}���S�D| w � l �X��¦C� l���l �}| y�l �����&�}� x �	¦C� l � y � x� � x � w | y � x
(an, bn)

s � w �D�A��� zl | � � x�l
g(an) = g(bn)

�1���X� y � � �
n
s�x �&�ª�h��¤ w �}Ú z� x4x �

an = a
�

j � l � l � l |C���S� x êiXZY ÇÍò !7þ]s�� �%�8¦C� l ��� x0��l �d�P��� z{ y�w �}�Kà 3 Æ4¹cº�Ç ��¾¤Ó*ssV�®8±f¬&t pBÙ�²}n,Ò;p%q�	p#µ�p¬ir[µ?·p%±�²�U�·p,p µ�p�n Á ´�q�&Òi²i´�qCnao[´	qd´�Ò;´�q�p�nKp�Ò4n	®8±�u�®*p%¬^u�®�p�nv³d±�´ Ø ¬�·p�o<p�nvuC®8²]n�t ×3±�r�Ò�Ò;r�× æ p%q1Ò�s ì +&
��"õc+	��7wqW�h
:/17aõCU���E��, s
5
j ¢	ãOh �� s  @¡�à�� � �¢8�>�

1.5 .— e?�&���S��� y � � � x �S� x � w |C���}��| l	x ����| y �}| w � x
f :
# + → # + ¤ w�l � w �D�C� l |�êj �S�

f
|�� l	x �}| §�l � y ����� 3

j ���V�
f(x) = f(y) ⇒ f(tx) = f(ty)

6
t > 0

�



Derivadas
� � \ � � e � áé�}���&����� � xG��l �%����� � � l	x�w |)�,�8|A� l � y �"� ��l � � �<���8� �Zx �@�@� �vl � y ��|j ¢	ä �  �£X¢�Ü� OÜ�� s ¤ w�l �}�G�}�S�&� z� fluxión

jZ��l#w |A���	�&| y � � � � fluente �X� � � wCx � ��l �C�����@£�C�}� y*zl �%�T�}|���Þ ��l �%����� � � ßPy � l | l � z� x���l  @¡�¡#��©|�� x,s�§ �	�1��� l � l¿§ �v� x	z{ l |��S� x�Þcp,,%²i´�q�p�nµ�p « ·r	¬i&®8¬i´T²}qyx�q�²:ÒÄp�n�²�o[r,¬ �}�D���	� y � � � x ���8� l ����� y�l � z� y �����[������|C� zl	x`t � � ���P� w � ¥h§l |W����� l �&� � x � w�l �S� � �8�}� y�zl ��|����	� ��l<� ��� z{ xKl �4��©|��W¢,àh Ã sf� ��| ��l �S� ��l ÛC|������ z��| l	x��� z�@� y ���	�&� l | y�l-jZx �&�����-���8�D�S� x � l |C�,����| l�xK¥�l � ¥ � x �"�S�J�,��| y �}| w � � � �Y§ �&�P� z{�� � y%l����| w | x�l | y � � � ¤ w�lal |-�P� w � ¥*§<l �X� § ����� l �,� x �h���S�G| l � y ��|��S�&|A�*ê
z }O�"x"}O��{l{�}
x�x"w����u|w}�~&���a�a�a���w��}H�2���1�����f�Z}&�w��}k���Z�#�h�f~&���a�/��}?1Á Ë À	Ì,½�Á�À Ë LSÁ�À ü ºXÊ½�À

y = f(x)
[ Ë Ç�ÊJ Ëvü ½�À	ú}º À@Á Ë »f¼:À	ú�¼f¼ZÀ	ú�Ç�¼fÌ	½ÄÃ]Å�ÊJ »]º>úS¼iÃ¿Ì Ë Ì	½ÄÃfÌ,¼

x
A C Ã:¼Å5¼ Ë Ã�º ]�À Ë#Ë Å Ë [ Ë Ç�º Ë Æ�Å5¼`Á�ÀV[ Ë Å ½�Ç0º À ü Å}Á@ÊJ Ì,½?¼:À	ú}Ç�¼v¼iÃ:½;ÃPÌ,½;Ã0Å�ÊJ »]ºªú�¼iÃMA�Á�ÀGº À ü Ç:¼:»f¼:À	ú�½?º À ä À,ºªú Ë Ï»f¼:À	ú�¼ û ¼ZÎ&Á�¼�âÀ	½vÌ Ë Ì,½ Ë Å Ë [ Ë Çiº Ë Æ�Å ¼ û Ç:½XÌ8Á ü º Ç�ÊË Á�À`º À ü Ç:¼:»f¼:À	ú�½Pº À ä À,ºªú Ë »f¼ZÀ,úS¼ û ¼ZÎ&Á�¼ÃâÀ�½v¼:À`Å Ëû Ç:½ û º Ë LSÁ�À ü ºXÊ½�À�ý�?�½�ÀXÃ�º ]@Á�º ¼:À	úS¼:»f¼:À	ú�¼KA@Ã�º û ½�À	¼Z»]½;Ã

∆x = i
A8Å5½;Ã�Ì,½;Ãcú	Ê¼:Çi»]º À	½;ÃdÌ,¼�Å Ë Ç Ë æ�Ê½�À4Ì	¼Ì�º L>¼�Ç:¼:À ü º Ë Ã

∆y

∆x
=
f(x+ i) − f(x)

iÃ:¼�Ç�ÊË À üÄË À	ú}º5Ì Ë Ì,¼iÃ�º À ä À	º>ú Ë »f¼:À	ú�¼ û ¼ZÎ&Á%¼�âÀ Ë ÃÄýgNh¼�Ç:½ ü Á Ë À	Ì	½ Ë »fÆ,½;Ã�ú	Ê¼�Ç�»¿º À	½;Ã�Ã:¼ Ë�ü ¼�Ç üZË À?º À�Ì,¼:Ïä À,º5Ì Ë�C Ã�º »PÁ�Åªú&ÊË À	¼ Ë »]¼ZÀ	ú�¼ Ë ÅhÅ�ÊJ »]ºªú�¼
0
A*Å Ë�û Ç:½ û º Ë Ç Ë æ�Ê½�À û Á�¼ZÌ	¼ ü ½�À¤[;¼:ÇÈ],¼�Çc¾ Ë�ü º Ë ½Xú�Ç:½0ÅiÊJ »]º>ú�¼üAû ½ÄÃ�ºªú}º�[�½�½�À	¼á] Ë ú}º�[;½�ý ÷ ÃÄúS¼1ÅiÊJ »]ºªú�¼KA ü Á Ë À	Ì,½�¼Då	º Ã;ú�¼KA�ú}º ¼ZÀ	¼cÁ�Àd[ Ë Å5½;Ç äüã ½ û@Ë Ç Ë�üZË Ì Ë [ Ë Å ½�Ç û@Ë ÇÄú}º ü Á�ÏÅ Ë Ç�Ì,¼

x
A û ¼�Ç:½�[ Ë Çiº Ë Ç�ÊË¿ü ½�À

x
ý�N�½�Ç�¼ ã ¼:» û Å5½BA�Ã�ºhú�½�» Ë »]½;Ã

f(x) = xm A�Ì,½�À	Ì,¼
m
Ì,¼�Ã�º ]�À Ë Á�ÀÀ¿ÊÁ�»f¼:Ç�½¿À Ë úZÁ;Ç Ë Å A@Å Ë Ç Ë æ�Ê½�À4¼:À	ú�Ç:¼dÅ Ë ÃdÌ�º Lª¼�Ç�¼ZÀ ü º Ë Ã�º À ä À,ºªú Ë »f¼:À	ú�¼ û ¼ZÎ&Á�¼ÃâÀ Ë Ã1Ã:¼:Ç�ÊË

(x+ i)m − xm

i
= mx

m−1
+
m(m − 1)

1 $ 2 x
m−2

i+ $�$�$ + im−1
,C Ã�Á0Å�ÊJ »]ºªú�¼dÃ:¼�Ç�ÊË Å Ë0üZË À	ú}º Ì Ë Ì

mxm−1 A�¼�ÃcÌ	¼ ü º ÇáA�Á�À Ë À@Á�¼°[ Ë LVÁ�À ü ºXÊ½�À?Ì	¼cÅ Ë [ Ë Ç�º Ë Æ�Å5¼ x ý ÷ À],¼:À	¼�Ç Ë Å�½ ü Á;ÇiÇ�º ÇhÊË Å ½�»]º Ã�»f½BA�ÃhÊ½�Å5½¿Î&Á�¼dÅ Ë Lª½;Ç�» Ë Ì,¼dÅ Ë À@Á�¼�[ Ë LSÁ�À ü º�Ê½�ÀPÎ&Á%¼1Ã�º Ç+[;¼ ü ½�»f½�Å�ÊJ »]º>ú�¼dÌ,¼
Å Ë Ç Ë æ�Ê½�À f(x+ i) − f(x)

i

Ì,¼ û ¼:À	Ì	¼�Ç�ÊË Ì,¼�Å Ë L>½�Ç�» Ë Ì,¼CÅ Ë LSÁ�À ü ºXÊ½�ÀfÌ Ë Ì Ë
y = f(x)

ý ÷ À]½;Ç:Ì,¼:À
Ë º À	Ì�º üZË Ç�¼iÃÄú Ë Ì,¼ û ¼:À	Ì,¼ZÀ ü º Ë A*Ì Ë Ç�¼:»f½;Ã Ë Å Ë À@Á�¼°[ Ë LSÁ�À ü º�Ê½�À#¼:Å�À	½�»]Æ�Ç�¼cÌ,¼aLSÁ�À ü º�Ê½�À4Ì	¼�Ç�º�[ Ë Ì Ë A CÅ Ë Ì	¼iÃ�º ]XÀ Ë Ç:¼:»f½;ÃMA ü ½�À ËáC Á�Ì Ë Ì,¼]Á�À Ë�ü ¼:À	ú�½BA û ½�Ç1Å Ë À	½Xú Ë�ü ºXÊ½�À

y � ½ f � (x) . . .
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� �8�G� y �X�<�1�	� y�l�s ~?� y �S�%� l	�3Ô � �dl ��¦C|��}Ú j ¢	ä � ä&£X¢�Ü*¢	ä�� ��l	x �����%���}� z� s¿��l ����| l �X��}| ��l � l | � � l | y%lB��lI�vl � y ��| s#x�w cálculo diferencial
s#w |A� x � l	u ��� x[��l � z�&��� w �}��V�8�%���&�0�1���X�"�S� x diferenciales

s �-�}|C�X� l � l | y � x �}|�ÛC|�� y�l	x ������� l	x	s0��l �	�&| y � � � ��l	x���	�%�S��¦C� l	x � � � l�¨ � wAx �T���8�#���%�}� l �X�K� l Ú l |H¢	ä8à � � t#x	z{ s ���@� l � l �D�C�}� s
d(u s v) =

du s dv s d(uv) = udv+v du
§
d
j
u
v
m = u dv−v du

v2

� � �0��� y%l |C���S� ��lfl	x;y%l � z�&��� w �}�l �X� l ¤ w ������� l | y�l ���S� ��l �f� z�&�}� w �}� ��lv �w�¨ �}��| l	x���l �vl � y �8| sdx � x�l � ��l | y ��ÛA�	��¦1����� Cw�¨ � z��|�| l � y ��|��S��|1���
y
��l?w |A�a�8� ��l |A� � �  Cw�l | y%l ����| l � y � l �T���

t
����| l �d������� l | y%l

dy

dt

��l �S� xD� ��� l � l |C���S��� l	x � l �ª¦A|��}Ú,�S��|A� x � � �"|�� y �&�,� z��| ��l<�dl ��¦C|��}Ú ¥ �<� l � ��w �X� � �
|�� y �	¦C� l � l | y%l�s ���8� x�w � u ���}� � � �ds*l | l ��� z�&��� w �}�D���C�}���	� � �T�a��� x �,� l |C���S� x |A� y�w �X�&� l	x ��cl �%�)���B� w ��� y ��� l �	��� z�8| ��l �P� w � ¥*§�sfy � y�w �S� � � 9 �5ò&�,�	�,��+	�;�*�S�	�3���òX�A��+,�������	�Y���A���[�������;��L@��� s�¥ ���1� x � � � ��l � � � �h�
2.1 CONCEPTO DE DERIVADA

Definiciones� l �
f : (a, b)→ # §

x0 2 (a, b)
� � �4� w |C��� z��|

f
l�x

derivable en x0

x � l,¨ � x;y�ll �d� z{}�T� y%l
� z{��

x→x0

f(x) − f(x0)

x − x0

=
� z{��
h→0

f(x0 + h) − f(x0)

h
.

� | y �&�C��� x � s*� ��� ¥ ��� z{}�T� y�l`x�l � l ��� l	x�l | y �#���8�
f 8 (x0)

§Tx�l �}�S����� la derivada de f
en x0

� � ��� w |C�,� z��|
f
x�l0� ��� l derivable en (a, b)

x �h�}� l	xdl | y � � �
x 2 (a, b)

s&§�s&l |l	x;y%l �	� x � s �S�a� w |A��� z�8| f 8 : (a, b) −→ #
x �→ f 8 (x) x�l �}�S����� la derivada

j ���%�}� l �X�8�
de la función f �� ��� w |A��� z�8|

f : [a, b] → # l	x���l �%������¦C� l x � l	x���l �%�����	¦C� l l |
(a, b)

§Bl�¨ � x;y%l |�S� x derivadas laterales
l |
a
���8�0��� ��l � l � ¥ � §Tl |

b
���8�0�S�a�}Ú	¤ w � l � � � shl	x0��l �,�ª� s�}� x � z{�� � y%l	x

f 8+(a) =
� z{��

h→0+

f(a + h) − f(a)

h

§
f 8−(b) =

� z{}�
h→0−

f(b + h) − f(b)

h
.

Interpretación geométrica
� � � w �&| � � 5

f 8 (x0) = m
s �S� u � z�	ÛA�	� ��l �S��� w |C�,� z��|

f� � �T� y%l�scl | l �]� w | y � j
x0, f(x0) m s�w |A� j�zw |����	��� recta tangente |��[� l � y ���	�&� s�§

m
l�x ��� pendiente

��l`� ��� ¥ �a� l � y � s�l	x���l �,�ª� s ��� y �&| u�l | y%la��l � z�&| u�w �}�D¤ w�l �S�8�%�������| l � x�l � � l � l
OX
� � � l � w �@��� z��| ��lal	x;y ��� l � y � y �&| u�l | y%lal�x,s � w�l	x,s

y − f(x0) = f 8 (x0) � (x − x0) .

� �������}�}|����T�}� ��l ���%�}� l � u ��� � �
T1(x) = f(x0) + f 8 (x0) � (x − x0)

l	xKw |A�
aproximación lineal ���	�X���}� x ���&�}�@� l	x���l �S�<� w |C��� z��| f l | w | l | y �8�%|�� ��l x0� w�§ � error

l	x,s �1�	���G�	� � �
h
l | w |����8��� l	x ����| � � l | y�lal | y �8�%|�� ��l

0
s

f(x0 + h) − T1(x0 + h) = f(x0 + h) − f(x0) − f 8 (x0) � h = e(h) ,
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� � u �&�T� x,s�§[x�lay � l | l
� z{}�
h→0

e(h)

h
=
� z{��
h→0

f(x0 + h) − f(x0)

h
− f 8 (x0) = 0 .

� l�� ��� l l | y ��|C� l	x ¤ w�l �S��� w |C��� z��|
e(h)

sc��l Û�|�� � � l | w |3���8��� l�x ����| � � l | y%lTl | y �8��£
½
(h) +

½
(h) =

½
(h)½

(h) $ ½ (h) =
½
(h

2
)

|�� ��l
0
s¿l	xKw |A� o pequeña

��l
h
s¿§Yx�l[��l |�� y �

e(h) =
�
(h)

j
notación de

Landau ���

dy = f � (x)dx
f � (x) =

dy

dx

� �a� w |C�,� z��|[�}�}| l �&� � fx0
:
#

−→ #
h �→ f 8 (x0) � h x�l �}�S�&��� la diferencial de

f en x0

3 x�lay � l | l � w�l	x	s �1���X�
h
l | w | l | y �8�%|C� ��l

0
ê

f(x0 + h) − f(x0) = dfx0
(h) +

�
(h) .

�>�ª�>�>�>�ª�>�>�ª�>�>�ª�>�>�ª�>�>�>�ª�>�>�>�ª�>�>�>�ª�>�>�ª�>�>�ª�>�>�>�ª�>�>�ª�>�>�ª�>�>�ª�>�>�>�ª�>�>�ª�5�ª�>�>�ª�

�>�ª�>�>�>�ª�>�>�ª�>�>�ª�>�>�ª�>�>�>�ª�>�>�>�ª�>�>�>�ª�>�>�ª�>�>�ª�>�>�>�ª�>�>�ª�>�>�ª�>�>�ª�>�>�>�ª�>�>�ª�5�ª�>�>�ª��������

�����������������������������������������
P

Q
f(x0 + h)

f(x0)

x0 x0 + h

y = f(x)

α(h)

6

?
6
?
dfx0

(h) = f 8 (x0) � h
e(h) =

�
(h)

α0

� z{��
h→0

y�u j
α(h) m =

y�u
(α0)

� l���l Û�| l ê
f
l�x

diferenciable en x0

x � 5
l :
# → #

lineal
y �&��¤ w�l

f(x0 + h) − f(x0) − l(h) =
�
(h)

�1���X�
h
l | w | l | y �8�%|C� ��l

0
� � xvx�l |C���}�}���T� l �?¤ w�l�x�l � l �%�ªÛA�	� > Ê½�Å5½�¼:Å ⇒ ¼iÃ ü º5¼�ÇÄú�½ û8Ë Ç ËLSÁ�À ü º5½�À	¼iÃAÌ,¼A»�ÊË ÃCÌ,¼cÁ�À Ë[ Ë Ç�º Ë ÆXÅ ¼f

l	xv� �}� l � l |A���S�	¦C� l�l |
x0 ⇐⇒ f

l	x4��l �%�����	¦A� l�l |
x0 .

Notas y ejemplos

1.— Si f es derivable en x0, entonces f es continua en x0

s�§ �P¤ w�l �S� zw |����	�
��� x ��¦C�}�}� � � ����l ¤ w�lvl�¨ � x;y � l ��� z{}�T� y%l � z{��

h→0

f(x0 + h) − f(x0)

h

sh��lvw | ������� l | y�l � w�§ �
��l |����T�}|A� � �8� y � l | ��l �

0
shl�x ¤ w�l � z{��

h→0

j
f(x0 +h) − f(x0) m = 0

� �cl �%� l �A� l � z{����%�����
|�� l	x ��� l � y ��ê
1.1.– Puntos angulosos:

� �D� w |C��� z��| S
x
S
=

{
x

x �
x >

− 0

−x
x �
x < 0

l�x ����| y �}| w � s � l �%� |��
l	x4��l �%������¦C� l�l |

0
s � w�l	x

f 8+(0) = 1
§
f 8−(0) = −1

�
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1.2.– Puntos de tangente vertical:
� �	���K�S�T� w |C��� z��|-�,�8| y �}| w �

f(x) = 3
·
x
��� x`� � x��l �%����� � � x �S� y�l �X�&� l	xvl |

0
x ��|

+∞ �
1.3.–

� �a� w |C��� z��|[����| y ��| w �
f(x) =

{
x
x�l | j 1

x
m x �

x 9= 0,

0
x �
x = 0,

|�� l	x���l �%�ª����¦C� l?l |
0
s

� w�l	x |C� l,¨ � x;y�l � z{��
h→0

x�l | j 1
h
m �

1.4.–
� l � w�l	��l |-�}|C��� wCx �<�T� x;y �X��� funciones ¤ w�lDx ��| continuas en todo

#
� l �%��¤ w�l no

x ��| derivables en ningún punto � � � x � u�w � l | y�l4l � l �T�C�}� x�l4��l ¦ l� � � � ��¯�� u � s ¤ w � l |"�}�T� w ¦C�}�}� z� l | � �8¯��}� s�l |3¢	ã8¡
�ê
� l �,�8| x � ��l �X�"���J� w |C��� z��|

K(x) =

{
x 0 <

− x <
− 1/2

1− x 1/2 <
− x <

− 1

§Hx�l�l,¨*y � l | ��l � #
� l �%� z� � ���	�&� l | y�l�s���l ÛC|�� l | � �

K(x + 1) = K(x)
6
x
� � �	���Y�	� � �

N 2 H sDx�l �
TN(x) =

N∑

n=0

1

2n
K(2nx)

� � ��� w |C�,� z��|
T(x) =

� z{}�
N→∞

TN(x)
� l �%��ÛA�	�G�}���&| w |C�,��� � ���

�0��|3| w�l	x;y �%�"¦1� u ��� l �&� y�w �&�0���<��� w�l ¦1� ��l l �}�}� x�l � z{��<¦1� x;y ��| y�l ����� u �*� � l � w�l	��lw |�� ����|��V�8�%�����4�,��|[��� x�w �&���}Ú���� s�y �&�d� l Ú��K���&|�� s �S� xvu � z��ÛC��� xv��l
T1

s
T2

s
T3

s
. . .

2.—
k#l ���)� w |C��� z��|

“pop-corn”
l |

[0, 1]
s
f(x) =




0

x �
x = 0

�
x /2 ±

,
1

q

x �
x =

p

q
����� l	��w �,�ª¦C� l

,§ � x �	¦ l �T� x ¤ w�l�l	x ����| y �}| w � l |
0
§3l |H�}� x �����X�@���}��|A��� l	xT��l

(0, 1)
3 � l �%��|�� l�x��l �%������¦C� lal |J|��}| u�z w |<� w | y �

a 2 [0, 1]
ê��l �&� � x ¤ w�l |�� l,¨ � x;y�l ���

f 8 (a)
�1�	���

a /2 ± 3 l |-�	� x � ��l�l�¨ � x;y �ª� s1x�l � z{S�T� l ��� s� w�l	x ���8� l � l �D�C�}�
f(a+ 1

n
) − f(a)

1
n

= 0
6
n 2 H y �&��¤ w�l

n >
1

1− a
.

�cl �%� x�l �
a = 0 8 a1a2a3 . . .

l � ��l	x �	�����8�}�}� ��l ���}���&� ��l
a
s�§ �1���X�K�	� � �

n 2�H x�l �
hn = −0 8 0 . . . 0an+1an+2 . . .

3 x�l`y � l | lrrrr f(a+ hn) − f(a)

hn

rrrr > 10n � f(0 8 a1a2 . . . an) > 1
6
n 2 H .

á y �&�D������� l	x#��l �%������¦C� l�j ���8�?�S� ��l � l � ¥ ��� l |
0
s � w�l	x

f
j

1
n
m = 1

n

§
f p ² 2

n q = 06
n 2�H �

2.1.–
� �P� w � � �X� � � ��l �S�"� w |C�,� z��|óÞ;���@�C£Z���8�%| ß�s ����| x � ��l �X� � �<���8� l � l �T�C�}� ��l Û�£

|�� � � l | l �P�}| y%l �������}�
[−1, 1]

s
g(x) =




0

x �
x = 0

�
x /2 ±

,
1

q2

x �
x =

p

q
����� l	��w �,�ª¦C� l

,

l	xGy ���G¦C� zl |
����| y �}| w � l |

0
§�l |"�}� x �����X�@���}��|A�&� l�x4��l

(−1, 1)
3 §[x�z����� l	xv��l �%������¦C� l�l |

0
s�x � l | � �

g 8 (0) = 0
� k#l ���&| l �X�[¤ w�l �S� ��l �%�����	¦C�}�}� � � �Y��l w |A�<� w |C��� z��| l | w |3� w | y �"|���}�D�C�}���	�K|�� x ��¤ w � l �X�D����| y �}| w � � � �[l | w | l | y �8�%|�� ��l �d� w | y ���
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3.—
� l �

I 1 # w | �}| y%l �������}��� � l#� ��� l ¤ w�l la función f es de la clase 1 en I
s��l |�� y�z�&| � � x�l

f 2�� (1)(I)
� w �&| � �

f
l�x���l �%������¦C� l`l |

I
§ �S��� w |C��� z��|

f 8 l�x ����| y �}| w �l |
I
� � ���G¦C� zl | x�l���l |�� y �

f 2�� (0)(I)
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3.1.–

� �K� w |C�,� z��|
f(x) =

{
x2
x�l | j 1

x
m x �

x 9= 0,

0
x �
x = 0,

l	x4��l �%������¦C� l�l | # sdx � l | � �
f 8 (x) = 2x

x�l | õ 1
x ö −

��� xRõ 1
x ö x �

x 9= 0
s

f 8 (0) =
� z{��
h→0

h2
x�l | j 1

h
m − 0

h
=
� z{��
h→0

h
x�l | õ 1

h ö = 0 .

�0���T� |�� l�¨ � x;y%l�l �?� z{��
x→0

f 8 (x) s �S� ��l �%����� � � f 8 |�� l	x �,�8| y �}| w � l | 0 �
4.—

� l �
I 1 # w |��}| y%l �������}��� � �

f
l	x���l �%������¦C� l�l |

I
§
f
l	x�l�x;y �%��� y �&� l | y�l�X� l ��� l | y%lBjZ��l �X� l ��� l | y%l � l |

I
s]l | y ��|C� l	x

f 8 (x) >
− 0

j
f 8 (x) <

− 0
�Å6
x 2 I s �,�8� � x�l��l���w � l � z�@���}�}� l | y�l ���C�}�}����| � �<�S� ���%�8�C� l	� � �B��l ����| x�l �%���@��� z��|B�}���	�&� ��l � x � u |�� ��lw |I� z{}�T� y%l � �ùz� x � ��l �S�&| y%l � l � l �T� x ¤ w�lDl �¿� l	x�w � y � � �<� l � z{����%����� ��l3zl	x;y%lDy �������S��V�8�%���

f 8 (x) > 0 j f 8 (x) < 0 ��6 x 2 I ⇒ f
l	x;y �%��� y ��� l | y%l �X� l �,� l | y�l�j:��l �X� l �,� l | y�l �l |
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� � � l | w |-� w | y �

a 2 I x�lKy � l | l f 8 (a) > 0
s?z l�x;y�[�}�D�C�}���	� s ���8���,�8| x�l �����&�,� z��|�}���	�&� ��lDx � u |C� s ¤ wCl 5

δ > 0
y �&�]¤ w�l

f(x) > f(a)
6
x 2 (a, a + δ)

§
f(x) < f(a)6

x 2 (a − δ, a)
s � l �%��|����}�D�C�}���	��¤ wCl ���T� w |C��� z��|

f
x�l � l�x;y �%��� y �&� l | y�l �X� l �,� l | y�ll |-�&� u0z w | l | y �@��|�� ��l

a
� � � l � l �D�C�}� x � u�w � l | y%l �}� �}� wAx;y �X�*ê

4.1.–
� �`� w |A��� z�8|

f(x) =

{
x + x2

x�l | j 1
x
m x �

x 9= 0,

0
x �
x = 0,

l	x0��l ���ª����¦C� l#l | # s1x � l | � �
f 8 (x) =

{
1+ 2x

x�l | j 1
x
m −
��� x j 1

x
m x �

x 9= 0,

1
x �
x = 0.

� l ������¤ wCl �T� x,s � w�l	x,s ¤ w�l
f 8 (0) = 1 > 0

� �¿l �&�T� x ¤ w�lTl |3� w �&��¤ w � l �G�}| y�l �����&�}�
(0, δ)

����|
δ > 0

¥ � § � w | y � x
x
y �&� l	x ¤ w�l

f 8 (x) < 0 s �,��|��}��� w ��� f |�� � w�l���lGx�l ��X� l ��� l | y%l�l |
(0, δ)

s�§ �[¤ w�l ��l�x�l �%�}� s�¥ ��¦�� z{S� ��l � w �D�C�}��� x�l�s ����� � ¥�l �T� x�� ��� ¥ ������%��¦1� s ¤ w�l
f 8 (x) >

− 0
6
x 2 (0, δ)

�ê � ��� � � w |
δ > 0

s�x�l �
n 2\H y �&��¤ w�l 1

2nπ
< δ
� � l | l �T� x ¤ w�l

f 8 j 1
2nπ

m = 0
�t#��l � z� xGj � l �`�S� |�� y � x � u�w � l | y%l �4��� � w |C��� z��|

f 8 l	x`��l �%�����	¦C� lKl | y � � � x 9= 0
s �,��|��l �%�ª��� � �

f 8 8 (x) = 2
x�l | õ 1

x ö −
2

x

�,� xRõ 1
x ö −

1

x2

x�l | õ 1
x ö ,
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��lP� ��| ��l � l�x�w � y �
f 8 8 j 1

2nπ
m = −4nπ < 0

� � | y ��|C� l	x,s �1���X� y � � �
y
l | w |K� l ¤ w�l ©|��x�l � � l | y �@��|�� ��l 1

2nπ

x�l?y%l | � � z�
f 8 (y) < f 8 j 1

2nπ
m s*¥ ��¦C� l | � � � x,z{1� w | y � xP��l (0, δ)� ��| ��l

f 8 l�x | l,u � y �ª���*�
5.— Derivadas sucesivas.
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l	x
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5.1.–
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g 8 8 (x) |C� l�x ����| y �}| w � l | 0 �
2.2 CÁLCULO DE DERIVADAS��l � l �T� x�l |I���%�}� l ��� w�u ������� x � l,u �S� xau�l | l �X��� l	x���l �¿���%��� l	x � ��l ��l �%�����&�,� z��|�ê��l �%����� � � ��l ��� x�w ��� s ���%� ��w � y � § ������� l | y%lT��l � w |A���}�8| l	x`��l �%������¦C� l	x,s �S� ��l �%�����	£� � ��lGw |A� �����D��� x ����� z��| ��l � w |A���}�8| l	x?��l ���ª����¦C� l	x#§ �S� ��l �%�ª��� � � ��lGw |A�T� w |C��� z��|�}|h� l � x �*� k#l	x � w�z l	x � l �1� x ��� l �T� x �S� x4��l �%����� � � xv��l ��� x � w |A���}�8| l	xPl � l � l | y �&� l	x�j ���8£�}�}|����T�}� x,s�l�¨ ���8| l |C���S�&� § �}� u �	� z{ y �T���	� s�y �%� u �8|C��� zl�y �%���	� x ���
Reglas generales de derivación

Proposición 1.
� l �&|

f
§
g
� � x � w |C���}��| l	x ��l ÛC|�� � � xTl | w | l | y �8�%|�� ��l"w |� w | y �

a 2 # � ��| ��lKx ��| ��l ���ª����¦C� l	x 3 l | y ��|C� l	x ��� x � w |C�,����| l	x
f s g s λf j λ 2 # � s
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� x ��| ��l �%������¦C� l	xvl |
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j �S�
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j �}�}�V�
(fg) 8 (a) = f 8 (a)g(a) + f(a)g 8 (a)

j ���C� õ f
g ö 8 (a) =

f 8 (a)g(a) − f(a)g 8 (a)¡ g(a) k 2¨ p%o<´&n,Ò�±�r8%²�·´	q�ç ��l �&�T� x ���8� l � l �T�C��� j �}���V�Xê-�1���X� y � � �
h
l | l � l | y �8�%|�� ��l

0� ��| ��l ��� x ���&�}�8� l	x
f(a+ h)
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g(a + h)

l	x;y�z�&| ��l ÛC|�� � � x,s�x�lay � l | l
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=
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h
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g(a + h) − g(a)

h
+ g(a)

f(a + h) − f(a)

h
,

l�¨ ��� l	x � z��|"� w�§ �K� z{}�T� y�l � w �&| � �
h
y � l | ��l �

0
l�x
f(a)g 8 (a) + g(a)f 8 (a)

s � w�l�x
f
l	x

����| y �}| w � l |
a
�

Proposición 2 (Regla de la cadena).
� l �&|

f
��l ÛC|�� � � l | w |J��| y�l �����&�}�

J
§��l �%�ª����¦C� lGl |

a 2 J s�§ g ��l ÛC|�� � � l | w |��}| y�l �����&�}� I é f(J) §J��l �%������¦C� lGl | f(a)
3l | y ��|C� l�x �S�G� w |C��� z��|J�����T� w�l	x;y �

φ(x) = (g Ð f)(x) = g
j
f(x) m l	x4��l �%������¦C� l�l | a sx � l | � � dy

dx
=
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du
$ du
dx

φ 8 (a) = g 8 j f(a) m � f 8 (a) .¨ p%o<´&n,Ò�±�r8%²�·´	q�ç]� �8� ¥ ��� z� y%l	x � x4x�lay � l | l
f(a+ h) = f(a) + hf 8 (a) + o(h) ,

g
j
f(a) + k m = g

j
f(a) m + kg 8 j f(a) m + o(k) ,

�1���X�
h 2 Bδ(0)

§
k 2 Bε(0)

s1� � u �&�T� x � � �8�`�S� ����| y �}| w � � � �-��l �S�T� w |C��� z��|
f
l |l �]� w | y �

a
s 5
ρ > 0

y �&�f¤ w�l x �
h 2 Bρ(0)

s�l | y ��|C� l	x
f(a + h) − f(a) 2 Bε(0)

�� w �&| � �
h 2 Bδ(0) ¯ Bρ(0)

s ��� ��l � � x0x�wCx�y � y�w �ª�#�	�%�%�ª¦��
k = f(a+h) − f(a)

sh§�x�l
�8¦ y � l | l

g
j
f(a + h) m = g
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j
hf 8 (a) + o(h) m g 8 j f(a) m + o

j
hf 8 (a) + o(h) m

= g
j
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� l ���8� ��l �T� xK��l � y�l ���J�&| y%l �%�}�8�D¤ wCl � w �&| � � w |A�<� w |C��� z��| s¿��l Û�|C� � � l | w |�}| y%l �����&��� s�l	x �,��| y �}| w � l �}| §�l � y ����� sdl | y �8|A� l	x ����� w |C��� z��|B�}|h� l � x � sd��l Û�|�� � � l | l ��}| y%l �����&���H�}��� u�l | sPy ���G¦C� zl | l	x ����| y �}| w � j�l �}| §�l � y �������X� tv¥ �8�X� l	x;y%wC� �S�&�T� x �S���l �%�ª����¦C�}��� � � �H��l �S�[� w |C��� z��|3�}|h� l � x �h� � � x�u � z��ÛC��� x ���	� y%l	x �S�&|A� xG��l
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�f� w �&| � �?�S� u � z��ÛA�	� ��l
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l �h���8��� l	x ����| � � l | y%l � w | y � j
f(a), a m � k?l]¥�l � ¥ �4��� x � l | � � l | y%l	x���l¿l�x;y � x�y �&| u�l | y%l	x����|�� x�l �4�}|h� l � x � xvw |A� ��l � y �X�*�� � ¥ ��� z� y�l�x � xa��l �}| §�l � y ����� � � �Bl | w | l | y �8�%|�� ��l �c� w | y �

a
s | l � l	x ���%�S� l |B���x � u�w � l | y%l ���%�8��� x ����� z��| s |��)¤ w�l	� ���}�D�C�}���	� � �J���8� x�l �

f 8 (a) 9= 0
s � l � wPz l � ��l	x�l"l �l � l �D�C�}� 4.1

��l ��� x�l �,��� z��|)�&| y%l �%�}�8��� �cl �%� x �¿� w�l �X�
f 8 (x) 9= 0
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I
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I
�

Proposición 3 (Derivada de la función inversa).
� l �

f
����| y �}| w � l �}|�£§�l � y ����� l | w |"�}| y%l �������}�

I
s�§[x�l �

a 2 I y ����¤ w�l 5 f 8 (a) 9= 0
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l	x4��l �%�����	¦A� l�l |

b = f(a)
s�§"x�lay � l | ldx

dy
= 1 � dy

dx j
f−1 m 8 (b) =

1

f 8 (a)
.¨ p�o<´&n,Ò�±�r@�²*·´�qaç�k � � �

ε > 0
s ���8�a�S� ¥ �ª� z� y%l	x � xa��l ¤ w�l 5

f 8 (a) 9= 0
x�lKy � l | l�s ���8�w |A���1��� y�l�s ¤ w�lal�¨ � x;y%l�s ���8� l � l �D�C�}� s�w |

δ1 > 0
y �&��¤ w�lrrrr f(x) − f(a)

x− a
− f 8 (a)

rrrr < ε
S
f 8 (a)

S 2
2

,

�1���X� y � � �
x 2 B ;δ1

(a)
�#áó���8�?� y ���D�1�	� y�l�s ���8�a����| x�l �����@��� z��| ��lKx � u |��<�����	�&� ��l �� z{}�T� y�l�s 5

δ2 > 0
y �&��¤ w�lrrrr f(x) − f(a)

x− a

rrrr > 1

2

S
f 8 (a)

S
�1���X� y � � �

x 2 B ;δ2
(a)
� � l �

Bδ(a) = Bδ1
(a) ¯ Bδ2

(a)
3 ���8� x�l �

f−1 ����| y ��| w � l |
b = f(a)

s ���	�X� l	x;y%l | zw � l �%�
δ > 0

5
ρ > 0

y �&�C¤ wCl
f−1(y) 2 Bδ(a)

x �
y 2 Bρ(b)

�� �B� l�x;y �%���,�,� z��| ��l
f−1 � Bρ(b)

l	x �}| §�l � y ����� 3 x�l �
y 2 B ;ρ(b)

����¦C� y �X�	�%�}� 3l | y ��|C� l�xvx�l � z�
f−1(y) = x 9= a

s�§[x�lay � l | l�s �1���X� y%l �%� ��|A����êrrrr f−1(y) − f−1(b)

y − b
−

1

f 8 (a)

rrrr = rrrr x− a

f(x) − f(a)
−

1

f 8 (a)

rrrr = rrrrr 1
f(x)−f(a)

x−a

−
1

f 8 (a)

rrrrr
=

1rrr f(x)−f(a)

x−a

rrr S f 8 (a)
S � rrrr f(x) − f(a)

x− a
− f 8 (a)

rrrr < 2S
f 8 (a)

S 2 � ε S f 8 (a)
S 2

2
= ε .

Notas y ejemplos

1.—
� �)� l � x � z��| Þ w |��}�S� y%l �X�&� ßW��l �S�)� l	u �S� ��l �S�Y�	� ��l |A� s � w�§ � ��l � � x�y �X�@��� z��|� w�l	��l � l � x�l l |<X�¹�9¬¹RÒ � � j � � Ç ! � s�¶�x�±�n,Òa,´*®8±%n�pK²�qY±�p,r	¬4r	q�r	¬ ×An�²�n,s � ���%�}| u�l � s¢	ã�ã ��s � z� u�x �4¢	 
Ü�£Äà s�l	x �S� x � u�w � l | y%l

Propiedad.
� � 5

f 8+(a)
§ 5
g 8 j f(a) m s*l | y ��|C� l�x 5 (g Ð f) 8+(a) = g 8 j f(a) m�� f 8+(a)

�� |�����| y �X� l � l �D�C�}�G¤ w�l4¥ �@� l � l �0¤ w�lvl	x ����� x � l � l | w |C���S� � �G�&� y�l �%|1� y ����� l | l �¤ w�l �S� ��l ���ª��� � �P�S� y%l �X�&��¤ w�l0l�¨ � x;y%lPx�l �v�S� ��l ���4� w |C�,� z��|
g
s �}�`�8�S� l � l |G�S� x � w |C�,����| l�x



52 DERIVADAS

f(x) = −x
6
x 2 # s

g(x) =

{
x
x�l | j 1

x
m x �

x < 0 ,

0
x �
x >

− 0 .

� lDy � l | l ¤ w�l 5
g 8+(0) = 0

s
� l �%�T|�� l�¨ � x�y�l

(g Ð f) 8+(0)
s � w�l	x �S�G� w |C��� z��|J�����D� w�l�x;y � l�x

g
j
f(x) m = g(−x) =

{
x
x�l | j 1

x
m x �

x > 0 ,

0
x �
x <

− 0 .

2. (Un ejercicio).—
� l �

f(x) = 4x(1−x)
��e#�&�}�S���c�}� x � w | y � x�� ��| ��l

F 8 (x) = 0
s

x � l | � �
F(x) = f p f j f(x) m q �k#l |�� y%l �T� x ���8� ��¦�� l ���S���

f2(x) = f
j
f(x) m � � �8�D���"� l,u �S� ��l �S�J��� ��l |A� x�ly � l | l

F 8 (x) = f 8 j f2(x) md� f 8 j f(x) mv� f 8 (x) s � w�l	u � F 8 (x) = 0
� w �&| � �T�&� u�w |�� ��l �}� xy � l	x ���@� y �8� l�xPl	x

0
�

• f 8 (x) = 0
ê
4− 8x = 0

s?z w |����	� x ��� w ��� z��|
x = 1

2

�
• f 8 j f(x) m = 0

ê
f(x) = 1

2

ê
x = 1

4
p 2 s ·

2 q �
• f 8 j f2(x) m = 0

ê
f2(x) = 1

2

ê
f(x) = 1

4
p 2 s ·

2 q ê x = 1
2
s 1

4
? 2 s ·

2
�

� ��|
7
� w | y � xv� � x;y �}| y � x4l | y � y �&�:�

3. Derivada n–ésima de un producto: Regla de Leibniz.—
� l � l £�%��ÛA�	���S�-� z�8�%� w �S� x � u�w � l | y�l�s � w �&| � �

f
§
g
x �8| � � x � w |C���}��| l	xTx�w ÛA��� l | y%l � l | y%l��l �%�ª����¦C� l	x,s�§

n 2�H ê
(fg)(n)(x) =

n∑

k=0

õ n
k ö f(k)(x)g(n−k)(x) ,

� ��| ��l�x�lal | y � l | ��l ¤ w�l
f(0) = f

§
g(0) = g

�¨ p%o<´&n,Ò�±�r8%²�·´	q�ç-� �8�K�}| ��w �	��� z��|�ê j �V�a�1���X�
n = 1

�S�"� z�@��� w �S�"|�� l	x � z� x ¤ w�l ���   Ê¼;úS½XÌ,½¿Ì,¼�º À�Ì8Á üZü ºXÊ½�À�ø> º�ÃZ¼ ü Á�» û Å ¼:ÀÉ�º Ð
P(1)

CÉ�º º Ð
P(n)⇒ P(n + 1)¼:À	ú�½�À ü ¼iÃ

P(n) . n / �
� l	u �S� ��l �S� ��l �%�ª��� � � ��law |[���%� ��w � y ���j �}�V� � w � w�l	x;y �G��� l � y �K���K� z�8�%� w �S���1���X�

n
s�x�l ���D� y�l | l ��ê

(fg)(n+1) = p (fg)(n) q 8 =

(
n∑

k=0

õ n
k ö f(k)g(n−k)

0 8
=

n∑

k=0

õ n
k ö {f(k)g(n−k+1) + f(k+1)g(n−k)

}

=

n∑

k=0

õ n
k ö f(k)g(n−k+1) +

n+1∑

l=1

õ n

l− 1 ö f(l)g(n−l+1)

=

n+1∑

k=0

{ õ n
k ö +

õ n

k− 1 ö } f(k)g(n−k+1)
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=

n+1∑

k=0

õ n+ 1

k ö f(k)g(n−k+1) ,

� � � �G¤ w�l j n
k
m +

j
n

k−1
m =

j
n+1

k
m j �}|C�,� wCx �����	�X� k = 0

§
k = n+1

shl | y�l | � � zl | � � x�l
¤ w�l j

n
−1
m =

j
n

n+1
m = 0

��� �dw�l,u �D�S�K� z�@��� w �S� l	xPy ���G¦C� zl |J�,� l � y �G�1���X�
n+ 1

�

¡ Ë Å Å Ë Ç�Å Ë Ì,¼�Ç�º�[ Ë Ì Ë
n
_CÊ ¼iÃ�º Ï» Ë Ì,¼

e
2x

(ax
2

+ bx+ c)

Derivada de las funciones elementales� |A�v� l Ú���� x;y � l �*� l	x�w � y � � � ��lP��l �%�����	¦A���}� � � �T��l �S�4� w |C��� z��|D�}|h� l � x � s�x�l � w�l	��l�����D�A� l,y ��� w |1� y ��¦C�S� ��lK��l �%����� � � x?��l �S� x � w |C���}��| l	x ¦ z� x ���	� x?��l ��� z�&�}� w ����� � |-���x � u�w � l | y%l ��� l	x�l | y �&�,� z��| x�l,u�w �}�T� xvl �d�}�ª¦���� ��l 9 ô
! ï�j ! ñ � � �
1. Función potencial de exponente entero.—

� l �
f(x) = xn

s�� ��| ��l
n 2�É � � l`y � l | l f 8 (x) = nxn−1 6

x 2 # �
•

� ���X�
n = 0

s
f 8 (x) = 0

y �%�����S���}� l | y%l �
•

� ���X�
n > 0

s�l �¿� l	x�w � y � � � x�l x � u�w�l ���8���}| ��w ��� z��| s � wCx �&| � � l � ��l	x �����%���}�}���l ��¦A��|���� ��� ��l��Pl � y ��|��
•

� ���X�
n < 0

s�l ��� l	x�w � y � � � x�l�x � u�w�l���l �S� ��l �%����� � � ��law |"������� l | y%l �
2. Funciones logaŕıtmica y exponencial.—

� ���X�
f(x) =

�}|
x
s4� ��| ��l

x 2 # +
s�x�lay � l | l

f 8 (x) =
� z{��
h→0

�}|
(x + h) −

�}|
x

h
=
� z{}�
h→0

�}| õ
1+

h

x ö 1/h

=
�}| p e1/x q =

1

x
.

á s � z� xvl | u�l | l �X�&� s �1�	���
g(x) =

�}� u
a x =

��� u
a e � ��| x s (a > 0) sCx�l � z�

g 8 (x) = (
�}� u

a x) 8 =
1

x

�}� u
a e .

� �#� w |C��� z��|
ax
s
(a > 0)

s�l	x �S�?��|*� l � x � ��l
g(x) =

�}� u
a x
s�§ ���8�f����| x � u�w � l | y�l�sl	x#��l �%������¦C� lGl |

g (
# +) =

# � t �C�}��¤ w�l � � x �S�D� l,u �S� ��l �S�T�	� ��l |A�T�D�S�D� ��l | y � � � �
g
j
g−1(x) m = x

s�l	x4��l ����� s ��� u
a(ax) = x

� � lay � l | l

(ax) 8 � 1
ax

�}� u
a e = 1 ,

� w�l,u �
(ax) 8 = ax�}� u

a e
= ax �}| a . � |[���	� y ��� w �S��� s (ex) 8 = ex �

� �	�X�
f(x) =

�}| S
x
S>sA��l Û�|�� � �K�1���X� y � � �

x 9= 0
sAx�l�y � l | l�y �&�G¦C� zl |

f 8 (x) = 1
x
��¿wCl	x�x �

x > 0
s ��| S

x
S
=
��|
x
s�§)x �

x < 0
s �}| S

x
S
=
�}|

(−x)
§ ���8�G�S��� l,u �S� ��l ����	� ��l |A� sj �}|

(−x) m 8 =
1

−x
� (−1) =

1

x
.
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� |A�G| w�l ���D�	�C�}���	�@��� z��| ��l �S��� l,u �S� ��l �S�K�	� ��l |A� s�wCx �&| � � l	x;y � ��l �	�����ª¦1� s�� �j �}| S
g(x)

S m 8 =
g 8 (x)
g(x)

.

3. Función potencial de exponente arbitrario.—
j �V� � �	�X� w | l�¨ ����| l | y�l

b 2 # � w �&��¤ w � l �X�T|�� y � l | lKx�l | y � � ���,�8| x � ��l �X���`���T� w |C��� z��|
xb �1���X� x < 0 � � �	�X�

x > 0
s
xb = eb � ù x

s�§[x�l`y � l | lj
xb m 8 = eb � ù x � b

x
= bxb−1 .

j �}�V� � �
q 2 ± y � l | l"��l |����T�}|A� � �8�T�}�D�1��� l | x�wMl�¨ ��� l�x � z��|W�����T�B�S�X�@�,��� z��|����� l	��w ����¦C� l�s ���`� w |C��� z��|

xq
l	x;y�z� ��l ÛC|�� � � l | u�l | l �X�&���1���X� y � � �

x 9= 0
� k#l �%�����&| � ��}� x4� � x �T� l �G¦��%� x4��l �S�G� ��l | y � � � � �}| S

xq
S
= q

�}| S
x
S5sCx�l`y � l | l

(xq) 8
xq

=
q

x
=⇒ (xq) 8 = qxq−1 .

4. Funciones circulares.—
� |)���%�}� l �G� w�u ��� x�l �

f(x) =
x�l |

x
� � ���X� y � � �

x 2 # x�l`y � l | l�s�w�y �}�}�}Ú��&| � � �S�G� z�8�%� w �S� x�l |
(a+ b) =

x�l |
a
��� x
b+

��� x
a
x�l |

b
s

f 8 (x) =
� z{��
h→0

x�l |
(x+ h) −

x�l |
x

h

=
x�l |

x
� z{��
h→0

��� x
h − 1

h
+
��� x
x
� z{��
h→0

x�l |
h

h
=
��� x
x .

t �1��� y ��� ��l-zl�x;y �G� l	x�w � y �&|
(
��� x
x) 8 = p x�l | j π

2
− x m q 8 = −

��� x j π
2

− x m = −
x�l |

x
6
x 2 #

,

(
y%u
x) 8 = p x�l | x��� x

x q 8 =
�,� x 2 x +

x�l | 2 x��� x 2 x
=

1��� x 2 x = 1+
y%u

2 x
� w �&| � �W��� x

x 9= 0, .

� ���X���}�"¤ wClTx � u�w�l�s � l � w�z l � ��l | x�l ��� x���l Û�|������}��| l	x���l �S� x � w |C���}��| l	x �}|*� l � x � x��lDl	x;y � x � w |C���}��| l	x#y �%� u �8|C�8� zl�y �%�}��� x � � ���X�
x 2 ¡ −π

2
, π

2 k sdx � x�l | x = y
s�x�lGy � l | l

��� x
x = ? 1− y2

j �X� z{}Ú�� w � � �X� � ����� x � y ��������� � | y �8|A� l	x,s
�	�X� x�l |

(
x�l |

x) = x ⇒ (
����� x�l |

y) 8 � ��� x x = 1

⇒ (
����� x�l |

y) 8 =
1��� x
x

=
1? 1− y2

6
y 2 (−1, 1) .

t | z���}� u �&� l | y%l�s �1���X�
x 2 [0, π]

sfx �v��� x
x = y

sfx�l�y � l | l[x�l |
x = ? 1− y2j �X� z{�ÚG� w � � �X� � ����� x � y �����8�X� � | y ��|C� l	x,s

�	�X����� x
(
��� x
x) = x ⇒ (

�����d��� x
y) 8 � (− x�l | x) = 1
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⇒ (
�����d��� x

y) 8 = −
1x�l |
x

= −
1? 1− y2

6
y 2 (−1, 1) .

� �8� zw � y ��� � s
(
����� y%u

x) 8 = 1

1+ x2

6
x 2 # �

5. Funciones hiperbólicas.—
� l � z� w |"� l ¤ w�l ©|�� l � l ���������}�<� ¥ �8�X�K�����D�����@¦��	��S� x � z�8�%� w �S� x

(
� ¥
x) 8 =

� ¥
x

6
x 2 #

,

(
� ¥
x) 8 =

� ¥
x

6
x 2 #

,

(
� ¥
x) 8 =

1� ¥ 2 x
= 1−

� ¥ 2 x
6
x 2 #

,

(
t � u � ¥

x) 8 =
1·
x2 + 1

6
x 2 #

,

(
t � u � ¥

x) 8 =
1·
x2 − 1

6
x > 1 ,

(
t � u � ¥

x) 8 =
1

1− x2

6
x 2 (−1, 1) .

6. Derivación logaŕıtmica.—
� ���X�?�8¦ y%l | l � w |A� l,¨ ��� l	x � z��| �1���X�?�S� ��l �%����� � ���l � w |C���}��| l	x �����T�T�S� x4x � u�w � l | y%l	x ê

j �8�
f(x) = (

y%u
x)
úüû ÷ x

s
j ¦��

f(x) = x2/3 1− x

1+ x2

x�l | 4 x
x�l � 3 x s

j ���
f(x) = xxx s

x�lD¥ �@� l �}� x � u�w � l | y%l ê x�l �
y(x) =

�}| S
f(x)

S 3 l | y ��|C� l�x,s j
y(x) m 8 =

f 8 (x)
f(x)

s���lD� ��|�£
��l
f 8 (x) = f(x)

j
y(x) m 8 s�§ �S� ��l �%����� � � j

y(x) m 8 x�l � w�l	��l �	�&�}� w �S�	� s¿wAx ��| � ���S� x���%�8�C� l	� � ��l	xv��l ��� x ��� u ���%� y � � x �
Ejercicio.–

� l �&|
Pn(x) = dn

dxn

{
(x2 − 1)n

} �1���X�[��� � �
n 2 H j polinomios

de Legendre ��� � �%�8¦1�	�#¤ w�l 6
x 2 # x�l � l �%��ÛC�	�K��� l � w �@��� z��|

(1 − x2)P 8 8n(x) − 2x P 8n(x) + n(n+ 1)Pn(x) = 0 .

� l �
g(x) = (x2 − 1)n � � |A� ��l �%�����&�,� z��|J�}� u ��� z{ y �T���	� � �
g 8 (x)
g(x)

=
2nx

x2 − 1
=⇒ (1− x2)g 8 (x) + 2nxg(x) = 0 .

k#l�� ��| ��l�s���l �%������| � � w |1��� l Ú s�x�l �@¦ y � l | l
(1 − x2)g 8 8 (x) + 2(n− 1)x g 8 (x) + 2ng(x) = 0 .
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á ��l �%�����&| � ���@¤ w�z{
n
� l � l�x,s�wAx ��| � �D�S�G� z�8�%� w ��� ��l��dl ��¦C|��}Ú s

(1− x2)g(n+2)(x) − 2nxg(n+1)(x) − n(n− 1)g(n)(x)

+ 2(n− 1) ¢ x g(n+1)(x) + ng(n)(x) £ + 2ng(n)(x) = 0 ,

¤ wCl�x�l�x ���T�C�}�ªÛA�	� �G�S�G�V�8�%�������%�8� w�l	x�y � s*§ �D¤ w�l
g(n)(x) = Pn(x)

�
2.3 EL TEOREMA DEL VALOR MEDIOe#� x;y ��� ¥ �8�X� x�z���}� y�l | l �T� x?w |A� l	x;y �����@��� z�8|)� w �&�}� y � y �ª��� j�l	x?w |A�T��� l ¤ w�l ©|A���l � l ���%�8� l |����`�����%�S�	¦C� l � ��l � l ���%�8�P����|C�X� l�y �K����� l,y � � � l |��S�������%� ¨ �}���@��� z��|��}�}| l �&���l �c���&�}�8� ��lKw |A�T� w |C��� z��| l | l � l | y �8�%|�� ��lKw |-� w | y � � ��| ��lGl�x`��l �%�ª����¦C� l � � �8�l � l �D�C�}� s�x �A|C� x �C� ��l | w |A� l�x;y �}���&��� z��| ��l �C���&�}�8� ��l 3

·
8.012

s ��� ��l � � xf� ���P����� �� l�x � w�l	x;y �
2.001

s � l | x �&| � � l |"�}� x � u�w � l | y�l ê
f(x) = 3

·
x ; f(8) = 2 ;

f 8 (x) =
1

3
·
x2

; f 8 (8) =
1

12
;

f(8+ 0.012) ¤ f(8) + 0.012 � f 8 (8) = 2.001 .

�cl �%� x �1|�� x �C� ��l |"� ��l � z� x ¤ w�l?l	x�y �}� l � � x�l � l �%�%�8�P�,�8� l�y � � � s*y �&�1� l Ú?|�� x�l �&�T� x�	���1�@� l	x � zw | ��l � l�x ����| ��l ��� � ��� l	x�w � y � � �[¤ w�l�y � y%w �S� l	x;y � x�l �,�,� z��| s1§ ¤ wCl ��� w �1�l | l �}�S� w |"� wCu ���#� l | y ����� s ���D� � ��� w |A��� l	x � w�l�x;y ���
Extremos relativos. El teorema de Rolle

Definición.
� l �

f : I → # sc� ��| ��l
I
l	x4w |-��| y�l �%���&�}�[��¦C� l � y ��� � |�� w | y �

a 2 Il	x?w | máximo
j � l�x � l � y �ª���&� l | y�lDw | mı́nimo � relativo

��l
f
� w �&| � � 5

δ > 0y ����¤ w�l
f(a) >

− f(x)
j � l�x � l � y �ª���&� l | y�l

f(a) <
− f(x)

�Î6
x 2 Bδ(a)

� � |Y� w �&��¤ w � l ��	� x � x�la¥ �	¦C�S� ��law | extremo relativo �� �8� l � l �D�C�}� s �S��� w |C�,� z��|
f(x) = ? S

x
Sdy � l | l[w |M� z{}|��}�T�B� l �S� y ����� j ¤ w�l<l�xy ���G¦C� zl | absoluto

s*l	xP��l ����� s�l �1� l |��8�P���&�}�8�v¤ w�l �&���	�&|�Ú�������� w |C��� z��| l | y � � � x�w� ��� ��|��}�*� l |
0
�� � xal�¨�y � l � � x � l �S� y ���h� x���lTw |A��� w |C��� z��| ��l ���ª����¦C� l ���8��� l	x ���8| ��l |)��� w | y � xÞ l	x;y �@���}��|A�	����� x�ß���lGx�w�u � z��ÛA�	� s�l	x#��l ����� s � w | y � x#� ��| ��l ���K� l � y � y �&| u�l | y%l�l�x4¥ �8£�%�}Ú,��| y �&�:ê

Proposición.
� �
a
l	xPw | l�¨*y � l � �D� l �S� y ���h� ��l

f
§ 5
f 8 (a)

s�l | y ��|C� l�x
f 8 (a) = 0

�¨ p%o<´&n,Ò�±�r8%²�·´	q�çÓ� �8��� l	��w �,�,� z��|ù�&�a�	¦ x�w � � � svx �#� w�l ���-���8� l � l �D�C�}�
f 8 (a) > 0

s5
δ > 0

y ����¤ w�l
f(x) − f(a)

x − a
> 0

6
x 2 (a − δ, a+ δ) ;

§-l | y �8|A� l	x,s�x �
x 2 (a − δ, a)

s�x�l � z�
f(x) < f(a)

3 � l �%� s�x �
x 2 (a, a + δ)

s�x�l � z�
f(x) > f(a)

� �dw�l	u �
a
|�� l	xvw | l�¨�y � l � ���
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Ejemplo.
� x�y�wC� �S���a�}� x`l�¨�y � l �T� x � l �S� y ����� x���l �S� � w |C��� z��|

f(x) = ¥ x2(1+ x)

1− xl | l ���}| y%l �����&���
(−1, 1)

�
� lay � l | l

f(x) =
S
x
S�¦ 1+ x

1− x

s � x	z{c¤ w�l
f 8 (0) |�� l�¨ � x;y%l � �cl �%� f(0) = 0 <

− f(x)6
x 2 (−1, 1)

s � w�l,u �
0
l�x]w |T� w | y � ��l � z{�|��}� ��� l �S� y ����� ji§ ��¦ x ��� w�y �*��� � �@����� l � y � s¤ w�lDx�lGy � l | l

f 8−(0) = −1
§
f 8+(0) = 1

s1l	x;y � x ���&�}�@� l	x?¥ �@� l |-� l �a��� x � l | � � l | y�l�x��l �S� x Þ x�l �T� y �&| u�l | y%l	x�ß �G�S� u � z��ÛC��� l | l ��� w | y �
(0, 0)

�
� �8�4� y �%�T�S� � � s�x �

x 9= 0
s

f 8 (x) =

S
x
S

(1+ x)
1
2 (1− x)

3
2

+
xS
x
S ¦ 1+ x

1− x

=





x

(1 + x)
1
2 (1− x)

3
2

+
¦ 1+ x

1− x

x �
x > 0

s
−x

(1 + x)
1
2 (1− x)

3
2

−
¦ 1+ x

1− x

x �
x < 0

�
� ������| � ����� z��|�| l � l	x ���%�S� ��l]l�¨*y � l �T� s

f 8 (x) = 0
s ����| ��w � l �0�S� l � w �@��� z��|

x2−x−1 =

0
s ¤ wClay � l | l �S� x ��� w �,� z��|-| l,u � y �����

x = 1
2
(1 −

·
5)
s ¤ w�l ���T�D�,�@�%� l	x ����| ��l �`� w |� z� ¨ �}� �Y� l �S� y ����� j �S�)� w |C�,� z��| l	x ��� x � y ����� l | l �`�}| y�l �����&�}�

[−1, 0]
§ ���&� l

0
l |�&��¦�� x0l,¨*y � l �T� x 3 l �A���&�}�8�P� z� ¨ ��� �D¤ w�l �S��� w |A��� z��|[�&���	�&|C� l`l | l�x�l �}| y%l �����&��� s ���8��S�`����| y �}| w � � � �dshx�l �&�}����|�Ú&�	� z� l | w |T� w | y ����| y�l �%�}�8��� � x;y%l � w | y � x�l � z� w | � z� ¨ ��� �� l �S� y ���h� s � ��l � z� x[��l ��¦ x ��� w�y � s#§N��l �&� w�l � � �M����|ù���)�C�%�8��� x �}�,� z��|â�&| y%l �%�}�8�"�����l �%����� � � l | zl � x�l � z�

0
� ��l �%��|�� ¥ � § � z� x ¤ w�lGw |J� w | y ��¤ w�l ��| w � l ��� ��l �%����� � � s� w�l,u � zl�x�lal�xPl ��� z� ¨ �}�T�*�X�

k#l�x � w�z l	x���l �S�[��| y�l �%�}�8� l,¨ �C�}���	�@��� z�8| l | y � l �1��� zl | y%l	x � x |�� xax �8|1�	� z��¦1� x;y �&| y%l�S� ��l � � x;y �X�@��� z��| ��l � x � u8w � l | y�l � l	x�w � y � � ��ê> ¼ û Á%¼ZÌ,¼AÅ5¼Z¼�Ç1É�¼:À]º À�]�Å�Ê ¼�ÃSÐÁ�À ¼Då@ú�Ç Ë�ü úS½ Ì,¼:Åbú�Ç Ë ÏÆ Ëáã ½ ½;Ç�º ]�º À Ë ÅYÌ	¼   º Ïü ¾�¼:Å X ½�Å Å5¼ ü ½�À ü ¼�Ç�À,º5¼:À	ú�¼Ë ¼iÃÄú�¼[Ç�¼�Ã�Á�Åªú Ë Ì	½�A�Ì,½�À,ÏÌ,¼�Ã:¼fú�Ç Ë ú Ëfü ½�Àa¼ ü Á Ë�ü º ½�ÏÀ	¼iÃ û ½�Å º À�Ê ½�»]ºüZË Ã CMü ½�ÀÁ�À3» Ê¼;ú�½XÌ	½�Lª½;Ç�» Ë Å û@Ë ÏÇ Ë ½�Æ	ú�¼:À	¼�Ç�Å5½-Î&Á%¼ û@Ë ÏÇ Ë À	½;Ã:½Xú�Ç:½;Ã�¼iÃ�Å Ë Ì,¼�Ç�º�[ Ë ÏÌ Ë Ì,¼#Á�À û ½�Å º À	½�»]º5½BAA¼:À© ý ÷ ý > »]º>ú}¾¤A#Í > ½	Á;Ç�Ïü ¼ b ½X½,§Hº À   Ë ú}¾	¼:» Ë Ïú}º ü ÃMA © ½B[�¼�ÇMA Â¼�¨�©�½�Ç̂ §�A�,ª P ª A û,û ý � P2«°_ �!¬� ý�Í�¾�ÊJÃ:¼�Ì�º ü ¼�Î�Á%¼�Å Å5¼°[ Ë Ã�Á1À�½�»]ÏÆ%Ç:¼dÌ	¼iÃ:Ì,¼ �,�2®&¬ ý

Teorema (M. Rolle, 1691).
� �
f : [a, b]→ # l	x ����| y �}| w � l |

[a, b]
s���l �%������¦C� ll |

(a, b)
§[x�l`y � l | l

f(a) = f(b)
s�l | y ��|C� l	x 5

c 2 (a, b)
y ����¤ w�l

f 8 (c) = 0
�¨ p�o<´&n,Ò�±�r@�²*·´�qaç � �

f(x) = f(a)
6
x 2 [a, b]

sAl | y �8|A� l	x
f 8 (x) = 0

6
x 2 (a, b)

§"l �� l	x�w � y � � � x�l � w �T�C� l �
� �f|�� scx�l �&|

M
§
m
��� x ���&�}�8� l	x � z� ¨ �}�T� § � z{}|��}�T� ��l �S�<� w |C��� z��|

f
l | l ��}| y%l �������}�

[a, b]
s ¤ w�l<x�l,u�zw | l � y�l �8� l ��� ��l ÔIl � l � x;y ��� x�xDx�l �&���	�&|�Ú��&| l |3� w | y � x��l �v�}| y%l �����&�������0���T� x�w ����| l �T� x ¤ w�l

m < M
s �&�v� l |�� xTw |�� ��l �}� x � � x |��� w�l	��l �����	�&|�Ú&�	� x�l#l |

a
|�� l |

b
s�� ��| ��l4l �C���&���8� ��l �S�a� w |C��� z��| l�xfl �A�T� x �T� s � w�l,u �5

c 2 (a, b)
y ���]¤ w�l�s ���8� l � l �D�A��� s

f(c) = M >
− f(x)

6
x 2 (a, b)

3 l | y �8|A� l	x
c
l	xw |<� z� ¨ �}�T�D� l �S� y ����� ��l

f
§
f
l	xP��l �%�����	¦C� lal |

c
� � �8�P�S�������@��� x ����� z��|J�&| y%l �%�}�8� s�l	x

f 8 (c) = 0
�

Ejemplo.
� ���X�

n 2 H sGx�l � f(x) = (x2 − 1)n � � �%�8¦1���"¤ w�l-l �?�����}�}|����T�}�
Pn(x) = f(n)(x)

y � l | l�l,¨ �@� y �&� l | y�l
n
�X� z{�� l	x#� � x�y �}| y � x4l | l �d�}| y%l �����&�}�

(−1, 1)
�
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� |[���%�}� l �4� w�u ��� x�l � l ¤ w�l
f(k)(x) = qk(x) (x2 − 1)n−k �1���X�

k = 1, . . . , n− 1 ,

� ��| ��l
qk(x)

l	x ��� l � y �M���8�}�}|����T�}� ��lBu �X� � �
k
s � x,z{�¤ w�lIx�lBy � l | l

f(k)(−1) =

f(k)(1) = 0
�1�	���

k = 1, . . . , n− 1
��0��|C�X� l�y �&� l | y%l�s

f 8 (x) = 2nx (x2 − 1)n−1
s � w�l,u �

f 8 ���&� l 0 l | −1
s
0
§
1
3

���8�0�P���}� l�s
f 8 8 y%l | � � z�`�&��� l |�� x]� � x � l �%� xf� � x;y �}| y � x]l | (−1, 1)

� � | y ��|C� l	x,s ���8� w |���%��� l�x � �}| ��w � y ����� ÛC|�� y � j
f 8 8 8 y�l | � � z�T�&��� l |C� x4y � l�x � l �%� x#� � x;y ��| y � x,s . . . s f(n−1)y%l | � � z�J�&��� l |�� x

n − 1
� l �%� xK� � x;y �}| y � xKl |

(−1, 1)
� s]x�l �}� l,u ���"¤ wCl

f(n)
��l ¦ ly%l | l �<���v� l |C� x

n
� l �%� xT� � x;y �}| y � xTl |

(−1, 1)
� ��l ���

f(n)
l	xDw |M�����}��|���� ��� ��lu �X� � �

n
§ �,�8� ��� z� ¨ �}�T� y � l | l

n
� l �%� x#� � x;y ��| y � x � �dw�l,u � y � l | l�l�¨ �@� y �&� l | y�l

n� l �%� xv� � x;y �}| y � x �
El teorema del valor medio y sus consecuencias� � x � l � l �%��� l � � x ��� l � l	x�l |K�}� x�w � l	x ���h�`�&� x � u�w � l | y%l � l	x�w � y � � �`�����T� y%l �8� l �����l �c���&�}�8�a� l	� �}� scj � �`� � sd� ��� l � l |C���S�&��� � ������|C��� wCx � z��| x�l � w�l	��lKw�y �}�}�}Ú���� l | w |A��V�8�%���D���1��� l | y�l � l | y%l � z� x �}���	�&� sC��l � y �����

f(x0 + h) = f(x0) + h f 8 (ξ) , � ��| ��l
ξ
l	x;y�z� l | y � l

x0

§
x0 + h

s
� w ��| � �

f
� l �%��ÛC�	�K��� xv¥ ��� z� y%l	x � x ¤ w�l � ¥ �8�X������� � x ��� l ��ê

(TVM) Teorema (J. L. de Lagrange, 1797).
� �
f : [a, b] → # l	x ����|�£y �}| w � l |

[a, b]
§W��l �%�����	¦C� l"l |

(a, b)
s�l | y ��|C� l	x 5

c 2 (a, b)
y �&�#¤ w�l

f 8 (c) =
f(b) − f(a)

b− a
�¨ p%o<´&n,Ò�±�r8%²�·´	q�ç � l ���C�����	� l � y�l �8� l ��� ��l �P���}� l �I�S�)� w |C��� z��|

φ(x) = f(x) −
f(b) − f(a)

b− a
(x − a)

�

Ejemplo.
� �%�8¦1���v�S� ��l	x � u�w �&� � � � 3

·
8+ x− 2 <

x

12
6
x > 0

�
� � x�l �,�8| x � ��l �X� s �����T�T�&�A�C�%��|A�����C�}� ��l`l	x;y � x�l �,��� z��| s �S��� w |C��� z��|

f(t) = 3
·
t
§x�l ���C�}�}��� j � �`� � l | l �d�}| y%l �������}�

[8, 8+ x]
s�x�lay � l | l

3
·
8+ x− 2 = f(8+ x) − f(8) = x f 8 (ξ) �1���X�K�&� u�z w |

ξ 2 [8, 8+ x] .

�cl �%�
f 8 (ξ) =

1

3
3
·
ξ2
< 1

12

� w �&| � �
ξ > 8

�
� |��S� x � u�w � l | y%l �����@��� x ����� z��| x�l � l | w |A� x ����| x�l � w�l |A���S� x �}�D���8� y ��| y�l	x<��lj � �?� ��� � |"�1��� y ��� w �S��� s�j ���A� � ��� l ¤ w�l�w |A�K� w |C��� z��| s � w |C¤ w�l |�� x�l �T����| y ��| w � sAx �l	x �S� ��l �%����� � � ��l � y �X�4� w |C��� z��| s�l | y ��|C� l	xcy � l | l ���4�����@�A� l�� � �T��l �}� x ���&���8� l�x �}| y�l ��£� l	� �}� x,s1j � �?� �X� � � j �A� � � w |A������| � ����� z��| x�w ÛC��� l | y�l �1���X����� x�l�¨�y � l �T� x � l �S� y �ª�h� x��l�w |A��� w |C��� z��| � � x � l � l	xv��l �%������¦C� l �
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Proposición.
� w ����| u �&�T� x

f : [a, b] → # �,�8| y �}| w � l |
[a, b]

§)��l �%������¦C� l�l |
(a, b)

�
j �S� � �

f 8 (x) 9= 0
6
x 2 (a, b)

s�l | y ��|C� l�x
f
l	x �}| §�l � y ����� l |

[a, b]
� t#��l � z� x,s

f 8��l ¦ l`y%l | l � l ���T� x �T� x � u |�� l | y � � � l ����| y�l �����&�}���	¦A� l � y ���
j ���V� � �

f 8 (x) = 0
6
x 2 (a, b)

s�l | y ��|C� l	x
f
l	x ����| x;y �&| y�l�l |

[a, b]
� j:� ���X�

f =

g−h
s*��l

g 8 = h 8 l | (a, b)
x�l#��l���w ����� z{S�

g(x) = C+h(x)
s ����|

C
�}| ��l � l | � � l | y�l��l

x
s � x�l � s ����| x;y ��| y�l�s �1�	��� y � � �

x 2 [a, b]
�>�

j ���}�V� � �
f 8 (x) > 0

6
x 2 (a, b)

s¿l | y ��|C� l	x
f
l	xKl	x;y ���}� y �&� l | y�l �X� l ��� l | y%l<l |

[a, b]
�Pá x �

f 8 (x) < 0 6 x 2 (a, b)
sAl | y �8|A� l	x

f
l�x4l�x;y �%��� y �&� l | y�lD��l �X� l ��� l | y%lGl |

[a, b]
�
j �ª�A� (TVI) para una f 8 .— � l �

f(x)
��l �%�ª����¦C� l4l |

[a, b]
� � w ����|�� l | � �a���8�l � l �D�C�}�

f 8 (a) < f 8 (b) s¿x�l � c 2 ¡ f 8 (a), f 8 (b) k � � | y ��|C� l�x 5 ξ 2 (a, b)
y ���P¤ w�l

f 8 (ξ) = c
�

j �C� Condición suficiente para un extremo relativo.—
� � 5

f 8 (a) = 0§ 5
f 8 8 (a) > 0

s �S�Y� w |C��� z��|
f
y � l | lIw |N� z{}|��}�T�M� l ��� y �ª�h� l | l �a� w | y �

a
� � �5

f 8 (a) = 0
§ 5
f 8 8 (a) < 0

s �S�G� w |C��� z��|
f
y � l | l�w |[� z� ¨ �}�T�T� l �S� y ����� l |

a
�¨ p�o<´&n,Ò�±�r@�²*·´�qaç0j �V� � l �&|

x, y 2 [a, b]
����|

x < y
� t �A�����	�&| � � j � �?� � s 5

ξ 2 (x, y)y ����¤ wCl
f(y) − f(x) = (y− x) f 8 (ξ) 9= 0

s � w�l,u �
f(y) 9= f(x)

§
f
l	x �}| §�l � y �����*�

� | y ��|C� l	x,s ���8�#�S�T����| y �}| w � � � �"l |
[a, b]

sAx�lG��l	��w � l ¤ w�l
f
l	x4l	x;y �%�}� y �&� l | y�l�T��| z� y ��|A� l |

[a, b]
s&��lf� ��| ��l � x�w � l Ú y �&��¦C� zl | ¥�l �T� x ��� x;y � § �P¤ w�lfx�lfx � u�w�l�s ���8��S� ��l ÛC|������ z��| ��l#��l �%����� � � s ¤ w�l ��¦C� l | x�l � z�

f 8 (x) >
− 0
�a¦A� l |

f 8 (x) <
− 0

6
x 2 (a, b)

��cl �%�
f 8 | w |C�	� l	x � l ��� l | (a, b)

s � w�l,u �)�I¦C� l |
f 8 (x) > 0

s �I¦C� l |
f 8 (x) < 06

x 2 (a, b)
�

j ���V� � l �
x 2 (a, b]

� t �C�����	�&| � � j � �?� � s 5
ξ 2 (a, x)

y �&��¤ w�l
f(x) − f(a) =

(x − a) f 8 (ξ) = 0
s � w�l,u �

f(x) = f(a)
�

j ���}�V� � �
f 8 (x) > 0

6
x 2 (a, b)

s¿x�l �&|
x, y 2 [a, b]

�,��|
x < y

� t �C�}�}����| � �j � �?� � s 5
ξ 2 (x, y)

y ����¤ w�l
f(y) − f(x) = (y − x) f 8 (ξ) > 0 s � w�l,u � f(y) > f(x)§

f
l	xPl�x;y �%��� y �&� l | y�l �X� l �,� l | y�l�l |

[a, b]
�

j �ª�A� � l �
g(x) = f(x) − cx

�1���X�
x 2 [a, b]

� � | y ��|C� l	x
g
l	xK��l �%������¦C� l<l |

[a, b]
§
g 8 (x) = f 8 (x) − c

s � wCl,u �
g 8 (a) < 0 < g 8 (b) � � | y ��|C� l�x 5 ξ 2 (a, b)

y �&�¤ w�l
g 8 (ξ) = 0

s � w�l�xfx �A|�� s ���8� l �C� � x � ���X�&Ú,��|A�&�T� l | y �K¤ w�l4l |���� ��l �T� x;y �X�@��� z��|��lDj �V� x�l�x � u�w�l ¤ w�l
g 8 ��l ¦ l`y%l | l � l �d�T� x � � x � u |�� l | y � � � l �d�}| y%l �������}� � l ���X� � � 3� l �%�

g 8 (a)g 8 (b) < 0 s ��¦ x�w � � ���j �C� � �8�P����| x�l �����@��� z��|��}�*����� ��l � x � u |�� ��l �1� z{}�T� y%l
f 8 8 (a) > 0

shl,¨ � x;y�l`w |
δ > 0y ���1¤ wCl

f 8 (x) < f 8 (a) = 0
x �
x 2 (a−δ, a)

§
f 8 (x) > f 8 (a) = 0

x �
x 2 (a, a+δ)

��cl �%� l | y �8|A� l	x,s ���8� j ���}�V� s
f
l	x���l �X� l ��� l | y�l`l |

[a− δ, a]
§ �X� l �,� l | y%l?l |

[a, a+ δ]
3

� w�l,u �
a
l	xvw |"� z{}|��}�T� � l �S� y �������
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Ejercicios

1.—
� l �

f 2 [0, 1] → [0, 1]
��l �%������¦C� l�§3y ���4¤ w�l¶S

f 8 (x) S <
− k < 1

6
x 2 [0, 1]

�� | y ��|C� l	x
f
y � l | l�w | zw |��}�,�K� w | y �DÛ��;� l |

[0, 1]
�� �}� � x�l | l � y�l ���"�&| y%l �%�}�8�K¤ w�l

f
��l ¦ lDy%l | l �K�&�f� l |�� x�w |)� w | y �"Û��;� scl	x��l ����� s 5

c 2 [0, 1]
y ���a¤ w�l

f(c) = c
� � � y%w ��� l �X� � � x � w | y � x Û��;� x<� � x;y ��| y � x,s� � u �&�T� x

c1 < c2

s ���C�}���	�&| � � j � �`� � l | l �4�}| y�l �����&�}�
[c1, c2]

s � l	x�w � y ��� z{S�-¤ wCl5
ξ 2 [c1, c2]

y �&��¤ wCl
f 8 (ξ) = 1

s ��¦ x�w � � ���
2.—

� �
f(x)

l	x���l �%�����	¦C� l l | # §
f 8 (x) = f(x)

6
x 2 # s]l | y ��|C� l	x

f(x) = Cex����|
C
����| x�y �&| y%l �

�0��| x � ��l � l � � x �S�G� w |C��� z��|
φ(x) = f(x) e−x 3 x�l`y � l | lj

f(x) e−x m 8 = e−x
j
f 8 (x) − f(x) m = 0

6
x 2 #

,

� w�l,u � s ���8� j �}�V� l |J��� � �K��| y�l �%���&�}���@��� y � � � ��l # s
f(x) e−x = C

s ����|
C
�}| ��l � l |�£� � l | y�l���l

x
s�§<y �&��¦C� zl |���| ��l � l | � � l | y�l���l �d�}| y�l �����&�}���

3.—
� l �

f(x) = ex2 � � |C����| y �X��� w |A��� w |C��� z��|
g(x)

��l �%������¦C� lTl | w |)�}| y%l �������}�
(a, b)

����|
a > 1

2

�1���X���S�D� w �&� x�l � l �%��ÛC¤ wCl
(fg) 8 (x) = f 8 (x)g 8 (x) �1���X� y � � � x �� la��l���w � l`l |[���%�}� l �4� w�u ���4¤ w�l�x�l � z�

(2x− 1)g 8 (x) = 2x g(x)
�1���X� y � � �

x
�� � x�w ����| l � � x

g(x) 9= 0
���	�X� y � � �

x
§
x 9= 1

2

s�x�l�x � u�w�l
g 8 (x)
g(x)

=
2x

2x− 1
=
2x− 1+ 1

2x − 1
= 1+

1

2x− 1
.

�cl �%� g 8 (x)
g(x)

=
j ��| S

g(x)
S m 8 § 1+

1

2x− 1
=

j
x+ 1

2

�}| S
2x− 1

S m 8 3 �S�#� u�w �&� � � �Dl | y � ll	x�y � x4��l �%����� � � x4� � s ���C�}�}����| � � j ���V� s �1���X�
x > 1

2

s
�}| S
g(x)

S
= x +

�}| ·
2x− 1+ C =

�}| p ex
·
2x− 1 q + C .

t#x,z{ s ���@� l � l �T�C�}�T�1���X�
C = 0

y�l | l �T� x ��� x ��� w ��� z��|
g(x) = ex

·
2x − 1

�
4.—

t ��� y ���c�S� x �X� z{�� l	x � l �&� l�x���l �S� l � w �@��� z�8|
3x4+56x3+294x2+432x−385 = 0

�

5.— e?���}�S��� l �����&���8�#� z{}|��}�T� ��l �S�G� w |C��� z��|
f(x) =

n∑

k=1

S
x − k

S �
6.—

k ��¦ w �%�	�4�S� u � z��ÛC�	� ��l �S�K� w |C��� z��|
y =

(x − 1)2(3x2 − 2x − 37)

(x + 5)2(3x2 − 14x− 1)

jKÔar	±�µO× ���
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Derivación paramétrica e impĺıcita� |M��� ��l �T� x;y �X�@��� z��| ��l ��� xD� � x �����8�1� x �����}��| l	xD��l�l�x;y�l ���1��� y � � � y ���G¦C� zl |�}| y%l ����� l | l | l � j � �?� ������� u�w |A� ��lIx�wCx �,�8| x�l � w�l |A���S� x �}|�� l	� �S� y � xJ��l �T� � �l	x�l |C���S���:�
Proposición 1 (Derivación paramétrica).

� l �&|
X(t)

l
Y(t)

� � x � w |C���}��| l	xdy

dx
=

dy

dt
dx

dt
����| y �}| w � xcl |

[a, b]
§K��l �%������¦C� l	x�l |

(a, b)
s@§Dx�w ����| u �&�T� x � ��l � z� x ¤ w�l

X 8 (t) 9= 06
t 2 (a, b)

� � | y ��|C� l	x,s �S� x#l � w �@���}��| l	x �1�	����� zl�y ���}��� x { x = X(t)

y = Y(t)

��l Û�| l | w |A�
� w |C��� z��|

y = φ(x)
¤ w�lal	x4��l �%�����	¦A� l�l | j

X(a), X(b) m §[x�l`y � l | l φ 8 (x) =
Y 8 (t)
X 8 (t) �¨ p�o<´&n,Ò�±�r@�²*·´�qaç[� �<� w |A��� z��|

x = X(t)
l�x �,��| y �}| w � §)l	x;y ���}� y �&� l | y�l �T��| z� y ��|A� s� w�l,u � y � l | l<w |A�[�}|h� l � x �

t = X−1(x)
����| y �}| w � §H��l �%�����	¦C� l[l |M�	� � �[� w | y � ��lj

X(a), X(b) m x�l,u�zw | l � y�l �@� l ��� ��l �S�4� w |C�,� z��|T��|*� l � x �h� � l � φ(x) = Y
j
X−1(x) m =

y
� � �@�4�S��� l,u ��� ��l �S�K�	� ��l |A� s

φ 8 (x) = Y 8 j X−1(x) m4� j X−1 m 8 (x) =
Y 8 (t)

X 8 (X−1(x))
=
Y 8 (t)
X 8 (t) .

Ejercicio. �0��| x � �0z l � l	x�l �S�Y� w �����3¤ w�lBl	x;y�z� ��l ÛC|�� � �I���8�"�S� x[l � w �@���}��| l	x �1��£
�X�&� zl�y �%���	� x { x = a

��� x 3 t
y = a

x�l | 3 t

� ��| ��l
a > 0

§
0 < t < π

2

j:w |R� w � � �X�&| y%l"��l
astroide ��� � �%�8¦1���v¤ w�l`l � x�l,u � l | y � ��l`w |A��� w �&��¤ w � l �X� ��lax�wCx0y �&| u�l | y%l	x �}| y%l ��£� l � y � � �J���8�D��� xKx�l �T� l � l	x ��� x � y ����� xD��l �,�h�8� ��l |A� � � xay � l | l�w |1�[����| u � y%wC� ����| x £y ��| y�l �

� l �
0 < t0 <

π
2

s&§
(x0, y0) =

j
x(t0), y(t0) m � � lfy � l | l y 8 (x0) = −

y�u
t0 . . .� ���}��| u � y�wA� ����| x�y �&| y%lal�x

a
�

� � x�l,u�w | � ��� l	x�w � y � � ��� l ¤ w � l � lKw |A� x |������}��| l	x#y%ldz�8�%���	� x ��� l ���S� x ¤ w�l � l � y%l £| l � l |I�&�¿�&| z�&��� x � xa��l �S� x � w |C���}��| l	x � l �&� l	x`��lK� � x �����%�S�	¦A� l�x,sA§ ¤ w�l �����&|�Ú��&�T� x �����| y �}| w �@��� z��|�� � |"�S� ��l �T� x;y �X�&�,� z��| x�l,u�w �}�T� xvl � y%l�¨�y � ��l<¼�� óc� Ç ��þ �
Definiciones.

� l �
a 2 # 2 = {(x, y) : x, y 2 #

}
� � � bola abierta de centro

a y radio ρ
l	x�l ������|�� w | y �

Bρ(a) =
{
(x, y) : x2 + y2 <

− ρ
2
} � � | conjunto

A 1 # 2
l�x

abierto
x ������| y � l | l�w |A��¦����S�D�	¦A� l � y � ��l �	� � � w |�� ��l�x�wCx � w | y � x �

� l �
F : A → # w |A�T� w |C��� z��| ��l ÛC|�� � � l | w |)��¦C� l � y �

A 1 # 2
l | y � � � l�x;y �¤ w�l�x � u�w�l � � l�� �}� l ¤ w�l

F es continua en a = (x0, y0)
� w �&| � �<6

ε > 0
5
δ > 0y ����¤ wCl

(x, y) 2 Bδ(a) =⇒ S
F(x, y) − F(x0, y0)

S
< ε .

� l � l ���ªÛA�	� w |A�`���%�8�C� l	� � ����l ����| x�l �����@��� z��|��}�*����� ��l`x � u |C�D�&| z�&�}� u ���a�S��¤ w�lx�l ���}� l | l ����� x � ��l � w |C���}��| l	xv��law |A�������%�S�	¦C� l ê
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Propiedad.
� �
F
l	x ����| y �}| w � l |

a 2 A § F(a) > 0
s 5
δ > 0

y �&�1¤ wCl
F(x, y) > 06

(x, y) 2 Bδ(a)
�

� � x derivadas parciales de F
s � l	x � l � y � ��l

x
§ � l	x � l � y � ��l

y
s
en el

punto (x0, y0)
x ��|"�}� x ���&�}�8� l	x4��l �}� x � z{}�T� y%l	x#x � u�w � l | y%l	x,sCl |J�	� x � ��l�l�¨ � x;y �ª��ê

Fx(x0, y0) =
� z{��
h→0

F(x0 + h, y0) − F(x0, y0)

h
,

Fy(x0, y0) =
� z{��
h→0

F(x0, y0 + h) − F(x0, y0)

h
.

� w �&| � � l,¨ � x;y�l |
Fx

§
Fy

l | y � � �G� w | y � ��l
A
§<x ��|[����| y �}| w � x,s�x�la� �}� l ¤ w�l

F
l�x��l ���S� x�l�w |�� §[x�lal�x �X�%��¦ l

F 2�� (1)(A)
�

Proposición 2 (Existencia y derivabilidad de una función impĺıcita).� l �&|
I
§
J
�}| y%l �����&��� x �	¦C� l � y � xD��l # s

A = I ¯ J § F : A → # ����| y �}| w � §)y �&�¤ wCl 5
Fy(x, y)

l |
A
§Rl	x ����| y ��| w �*� � l �

(a, b) 2 A
y �&�a¤ w�l

F(a, b) = 0
§

Fy(a, b) 9= 0
�j �V� � | y ��|C� l	xPl,¨ � x;y�l |

s > 0
§
t > 0

y �&� l	x ¤ wCl
�1���X�G��� � �

x 2 (a − s, a+ s)¥ � §<w | zw |������
y 2 (b − t, b + t)

y �&��¤ w�l
F(x, y) = 0 .\ w�l	� � ��l ÛC|�� � � j impĺıcitamente ��� x	z{ w |1�I� w |C��� z��| j � l �&� s?��l-w |1�B���	�%�S��¦C� l �

f : (a − s, a+ s)→ (b− t, b + t)
y �&��¤ w�l

y = f(x) ⇔ F(x, y) = 0
�j �}�V� � x�y �G� w |A��� z��|

f
l	x ����| y ��| w � l |

(a− s, a+ s)
�j �}�V� t#��l � z� x,s�x �

F 2c� (1)(A)
s �S�T� w |C�,� z��|

f
l�x#y ���G¦C� zl | ��l �,��� x�lDw |�� l | x�w� ��� ��|��}� s1§Bx�lGy � l | l

Fx(x, y) + Fy(x, y) f 8 (x) = 0
j
derivación impĺıcita)

s�l	x��l ����� s

f 8 (x) = −
Fx

j
x, f(x) m

Fy

j
x, f(x) m 6

x 2 (x0 − s, x0 + s) .

¨ p%o<´&n,Ò�±�r8%²�·´	q�ç"j �V� � w ����| u ��� � x,s ���8� l � l �D�C�}� s ¤ w�l
Fy(a, b) > 0

� � �8� x�l �
Fy����| y �}| w � l |

(a, b)
s�¥ � §�w |"� w � � �X� � �

C
��l �S� � � x �1���X�&� l ��� x ���}� xvl � l	x,s � l | y �X� � �l |

(a, b)
§"��l �S� � � s�� � u �&�T� x,s

2t
s ����|

t > 0
s*y �&��¤ w�l

Fy(x, y) > 0
6
(x, y) 2 C �� |��1��� y ��� w ����� s

Fy(a, y) > 0
6
y 2 (b− t, b+ t)

� �dw�l	u �K�S��� w |C�,� z��| jZ��l?w |A������%����¦C� l �
F(a, y)

l	xGl	x;y �%��� y ��� l | y%l �X� l ��� l | y%l�l | l ���}| y%l �������}�
(b − t, b + t)

s�§hs
����� �

F(a, b) = 0
s�x�l`y%l | � � z��|�ê

F(a, b− t) < 0 =⇒ F(x, b − t) < 0
6
x 2 Bδ1

(a) ,

F(a, b+ t) > 0 =⇒ F(x, b + t) > 0
6
x 2 Bδ2

(a) .

� l �
s =

� z{}|
{δ1, δ2} > 0

��á x�l �D� ¥ �8�X�
x0 2 (a− s, a+ s)

� w ����¤ w � l �X��� l �%�KÛ������t �C�}���	�&| � � l � y�l �8� l ��� ��l�Ù �8�}Ú��&|�� ���S��� w |C�,� z��| jZ��l �S�a���	�%�S��¦C� l
y
�
F(x0, y)

l | l �
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�}| y%l �������}�
[b− t, b+ t]

s���l ¦ lvl�¨ � x�y ��� w |
y0 2 (b− t, b+ t)

y �&�C¤ w�l
F(x0, y0) = 0

�� x�y�l
y0

l	xMzw |������ s � w�l	xGx � ¥*w ¦C� l ����� y ���
y1 9= y0

s
y1 2 (b − t, b + t)

y ����¤ w�l
F(x0, y1) = 0

s �1�8� l � y%l �8� l ��� ��l �P���}� lGx�l � z{S�
Fy(x0, η) = 0

�1���X�D�&� u0z w |
η
l | y � l

y1

l
y2
� ��l ��� l	x�y � l�x ��¦ x�w � � � s ���8��¤ wCl

(x0, η) 2 C § Fy(x, y) > 0
6
(x, y) 2 C ��dw�l,u �`�S�v� l ���@��� z��|

x0 �→ y0

� � w |A�4� w |A��� z�8|
f : (a−s, a+s)→ (b−t, b+t)

�
j ���V� � l �

x0 2 (a − s, b + s)
s
f(x0) = y0

§
ε > 0

�[�0���T�
F(x0, y0) = 0

s
��� u�w � l | y �&| � �a�����T� l | j �S� s 5

σ > 0
§
0 < τ < ε

y �&� l�x ¤ w�lPx �
x 2 [x0−σ, x0+σ]

sl | y ��|C� l�x
y = f(x) 2 [y0 − τ, y0 + τ]

s � w�l,u � S
f(x) − f(x0)

S
< ε

�
j ���}�V� � ���X� �	� � �

x0 2 (a − s, b + s)
s�x�l �

f(x0) = y0

§�x�l �&|
σ, τ > 0

�����T�l | j �S�X� � � S
h
S
< σ

s�x�l#y � l | l
f(x0 +h) = y0 + k

����| S
k
S
< τ

� t �A�����	�&| � � j � �`� �� � x � l � l	x,s
0 = F(x0 + h, y0 + k) − F(x0, y0)

= F(x0 + h, y0 + k) − F(x0 + h, y0) + F(x0 + h, y0) − F(x0, y0)

= k � Fy(x0 + h, η) + h � Fx(ξ, y0) ,

� ��| ��l
η
l�x;y�z� l | y � l

y0

l
y0 + k

s�§
ξ
l | y � l

x0

§
x0 + h

� k#la� ��| ��l`x ��� l�s�§ ��¤ w�l
Fy 9= 0

l | l � � ��� ��|C��� ��|*����� w �X�X� � � s
f(x0 + h) − f(x0)

h
=
k

h
= −

Fx(ξ, y0)

Fy(x0 + h, η)
;

§ �	�&��� w �S�&| � � l �¿� z{}�T� y�l � w �&| � �
h → 0

sdwCx �&| � �"¤ w�l
Fx

§
Fy

x ��|)����| y �}| w � x`l |
(x0, y0)

s � l	x�w � y �K¤ w�l
f
l	x4��l �%������¦C� l�l |

x0

s�§ ¤ wCl

f 8 (x0) = −
Fx(x0, y0)

Fy(x0, y0)
.

� �`� w |C��� z��|
f 8 s Û�|A�&�}� l | y�l�shl	x ����| y �}| w � l | [a− s, a+ s]

���8� x�l � w |�������� l | y�l��l � w |C���}��| l	x ����| y �}| w � x ����| ��l |����T�}|A� � �8� � � x;y �}| y � ��l � l �%���
Ejercicio.

� l �
Ax2 + 2Bxy + Cy2 + 2Dx + 2Ey + F = 0

�S� l � w �@��� z��| ��lGw |A�
cónica �cK&� w4z�&� l	x �S�"����| � ����� z��|H¤ w�l�x�l<��l ¦ l � w �T�C�}�ª�K���	�X�"¤ w�l�l�x;y � l � w �@��� z��|��l ÛC|A�?�}�D�C� z{���� y �&� l | y%l

y(x)
l | l � l | y �@��|�� ��l4w |T� w | y �

(x0, y0) M � �%�8¦1���0¤ w�l ���l � w �&�,� z��| ��l �S� y �&| u�l | y%l �?�S�a� z��|����	� l | l ��� w | y �
(x0, y0)

l	x �S�#� l � y � ��lvl � w �@��� z��|
Ax0x + B(x0y + y0x) + Cy0y +D(x + x0) + E(y + y0) + F = 0 .

La regla de L’Hôpital�[w � ¥ � x¿��l �S� x � ��l � x]��l ��� z�&��� w �}� � �}� l � l |A���S��� ��lv�dl ��¦C|��}Ú x�lv¥ �}�,� l �%��|T� zw ¦C�}���	� xl | l � ¶4q�r	¬ ×AnXpHµ�p�n�²}qyx�qC²�o[p%q1ÒT³]p�Ò�²:Ò�n,sD� �	� z{ x,s ¢	ä8ã�ä sK��l ~ w �}�}�S� w � l ê � t � ��l��° e#±�8�C� y ��� j ¢,ä�ä�¢�1¢�Ü@¡�¢�� s |��8¦C� l �S�X��|A� zl	x ¤ w�l � w�l ��� y�l � z� y �����B��ÛC���}��|A� � ��� � | l	x £y �J�8¦��X�B�	�1��� l � l ���8�D���%�}� l �X�J� l Ú[�S�J� l,u �S�"���	�X���}� x � z{�� � y�l	x���l � y �ª��� 0
0

s � w�§ �� w�y �8� z{S�)� w�l � l ���S����� � �I���8� l �?��� y%l � z� y �}�,� x�w �}Ú,� Ý � ¥ ��|�| Ù¿l �%|�� w �}��� l |ó¢�Ü@¡ � �
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� �"��� u�w � l | y �@��� z��| ��l �S�MÞ ��l �T� x;y �X�@��� z��| ß �8�%� u ��|A�&� l�x � w�§)x�l |A���}���S� sc§ ����| x � x;y%ll	x�l |C���S�&��� l | y%l�l |"�}� x � u�w � l | y�l ê� �
u(a) = v(a) = 0

s�x � l | � �
u(x)

§
v(x)

� � x �	�&| y � � � ��l	x Þ � �}� l � l |C���S��¦C� l	x�ß��l � l | � � l | y%l	x0��l �S�`�����%�S��¦C� l
x
shl | y ��|C� l	x]l �C�����}�8�

y(a)
��l �1������� l | y%l

y(x) =
u(x)

v(x)� w ��| � �
x − a

x�lG¥ �&� l ��|�ÛC|�� y �&� l | y%l � l ¤ w�l ©|�� l	x � u8w ���¿�&�����&���8�?�1���X�
x = a

��l �������� l | y�l���l ��� x4� ��� l � l |C���S��� l	x#��l
u
§
v
s � w�l	x

� z{}�
x→a

u(x)

v(x)
=
� z{��
x→a

u(x) − u(a)

v(x) − v(a)
,

§hs � w �&| � �
x−a

l	x �}|�Û�|�� y �&� l | y%l � l ¤ w�l ©|�� s
u(x)−u(a) = du

§
v(x)−v(a) = dv

�
� ���C�%��� l � l � l �T�C����¤ w�l�� � � ° e#±�8�C� y ��� l	xvl � x � u�w � l | y�l ê
� z{}�
x→a

·
2a3x − x4 − a

3
·
a2x

a −
4
·
ax3

=

a3 dx−2x3 dx² 2a3x−x4
− a2 dx

3
3² ax2

− 3a dx

4
4² a3x

rrrrrr
x=a

=
−4

3
adx

−3
4
dx

=
16

9
a .

� |1� ��l �T� x;y �X�@��� z��| x � y � x �i�@� y �8�%�S�����	�X� l ���%� u �8��� � ��l �%|��v� w�l���lf� ��� x�l �0���	� y �����l � x � u�w � l | y%l � l�x�w � y � � �D�C� l ���}��ê
(TVMC) Teorema del valor medio de Cauchy.

� �
f, g : [a, b] → # x ��|� � x � w |C���}��| l	x �,��| y �}| w � x#l |

[a, b]
§���l �%�����	¦C� l	x?l |

(a, b)
sAl | y ��|C� l	x 5

c 2 (a, b)y ����¤ w�l
f 8 (c) j g(b) − g(a) m = g 8 (c) j f(b) − f(a) m �¨ p%o<´&n,Ò�±�r8%²�·´	q�ç � l �	�C�}���	� l � y%l �8� l ��� ��l �P���}� l ���S��� w |C�,� z��|

φ(x) = f(x)
j
g(b) −

g(a) m − g(x)
j
f(b) − f(a) m �t4��l � z� x,sCx �
g 8 (x) 9= 0

6
x 2 (a, b)

s ���8� j � �`� � x�l�y � l | l ¤ w�l
g(a) 9= g(b)

s§ �S�K����|C��� wCx � z��| x�l � w�l	��lal	x ���%��¦C�ª� l |"�S�G�S�8�%���
f(b) − f(a)

g(b) − g(a)
=
f 8 (c)
g 8 (c) .

� � l | w |C���S� � � ��l �S�?� l,u ���`� wCl	��l?x�l �0� z� xfu�l | l �X�&�A¤ w�l#l �1�8�%� u �}|A�&� s � w ¦��%� l | � �y ���G¦C� zl | l ���	� x �T�}| ��l�y%l �%� ��|1� � � ∞
∞
ê

(L 8 H) Regla de L’Hôpital.
� l �

I
w |-��| y�l �����&�}�[��¦C� l � y �<����| w | l�¨�y � l � � l |

a
s0� ��| ��l

a 2 # n { s ∞}
� � w ����| u ��� � x ¤ w�l

f, g : I → # x ��| � � x � w |C���}��| l	x��l �%�ª����¦C� l	x�l |
I
s ¤ w�l

g 8 (x) 9= 0
6
x 2 I j � w�l	u �J��� ��l � � x ����| x � ��l �X��� s �����T� § �¥�l �T� x ��� x�y � s ¤ wCl`y �&�G¦C� zl | l	x

g(x) 9= 0
6
x 2 I � § ¤ w�l�l�¨ � x;y%lal � x � u�w � l | y%l � z{}�T� y�lj �S� y%l �X�&� sC��l �@� w�l � � � ����|"�S� ¥ ��� z� y�l	x � x �Xê

� z{}�
x→a

f 8 (x)
g 8 (x) = l 2 # n { s ∞} .

� w ����| u ��� � x ¤ w�l � ��l � z� x	s �T¦C� l |
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•

j �V�[� z{��
x→a

f(x) =
� z{��
x→a

g(x) = 0
s �D¦A� l |

•

j �}�V�[� z{��
x→a

S
g(x)

S
= +∞ �

� | y ��|C� l	x,s�y �&��¦C� zl | l�¨ � x;y%lal �G� z{��
x→a

f(x)

g(x)
= l
�

¨ p�o<´&n,Ò�±�r@�²*·´�qaç4�¿l �T� x`x�z����� l ����� x � j �S�#����|
a 2 # § � z{��

x→a+

f 8 (x)
g 8 (x) = l 2 # � � l �

ε > 0
3 5
δ > 0

y �&��¤ w�l�s�x �
0 < x − a < δ

s�l | y ��|C� l	x rrr f ² (x)

g ² (x)
− l

rrr < ε ��cl �%� s �1���X�"��� � �
x
� l �%��ÛC����| � �

0 < x − a < δ
s]x�l ���C�}���	� j � �`� �v� l | l ��}| y%l �������}�

[a, x]
s�§[x�lay � l | l

f(x) − f(a)

g(x) − g(a)
=
f(x)

g(x)
=
f 8 (c)
g 8 (c) , c 2 (a, x) .

á l | y ��|C� l	x,s �,���T�
0 < c− a < δ

s � l	x�w � y �rrrr f(x) − f(a)

g(x) − g(a)
− l

rrrr =

rrrr f 8 (c)g 8 (c) − l

rrrr < ε .

Ejercicios.— e?���}�S���4�}� x � z{}�T� y�l�x
(a)

� z{��
x→0

(x − 2)e2x + (x + 2)ex

(ex − 1)
3

;

(b)
� z{��
x→0

õ xy�u
x ö 1/x2

;

(c)
� z{}�

x→+∞
p π
2

−
����� y%u

x q 1/ � ù x

.ë � ��{@�!³ ´ 1. Contraejemplo de Stolz.
� �	�X�)�S� x � w |C���}��| l	x

f(x) = x +x�l |
x
�,� x
x
s
g(x) = e ÷áø+ù x f(x)

s�x�lay � l | l
� z{��

x→∞
f 8 (x)
g 8 (x) = 0 ,

§ |�� l�¨ � x;y%l�l � � z{}�
x→∞

f(x)

g(x)
.

� � w ���%� l | � � �@¤ w�z{�¤ wCl
g 8 (x) l	x 0 j � w �&| � � ��� x x = 0

� l | y � � � l | y �@��|�� ��l ∞ �
2.
� �	�����S� x � w |C���}��| l	x

f(x) = x −
x�l |

x
s�§
g(x) = x +

x�l |
x
s�x�lay � l | l

� z{��
x→∞

f(x)

g(x)
= 1 ,

§ |�� l�¨ � x;y%l�l � � z{��
x→∞

f 8 (x)
g 8 (x) .

3. Proposición.
� �
f
l	x ����| y �}| w � l |

a
s¿��l ���ª����¦C� l�l | w | l | y �8�%|��"� l���w ��� � �µ

f �+(a) = f � (a+
) ¶

B ;δ(a)
§ 5 � z{}�

x→a
f 8 (x) = l

s�l | y ��|C� l	x 5
f 8 (a) = l

�
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¨ p%o[´&n,Òi±�r8%²�·´�qaç �0��� �
f
l	x ����| y �}| w � l |

a
s 5 � z{��

x→a
f(x) = f(a)

� � l � w�l	��ll | y ��|C� l�x ���C�}���	��� j:� 8 e`�P�&�d� z{}�T� y�l ¤ w�l���l ÛC| l f 8 (a)
ê

� z{}�
x→a

f(x) − f(a)

x− a
=
� z{}�
x→a

f 8 (x)
1

= l .

El error en el método de Simpson� �1� zl,y � � � ��l � ���T� x ��| l	x�w |�� ��l ��� x � zl�y � � � x�l � l � l | y �&� l	x ���	�X� l �d� z�&�}� w ��������%� ¨ ����� � � ��l ��| y�l	u ����� l	xG��l Û�|�� � � x � � � x |C�*���}��| l	xG��l � z����� w ���J�}| y�l,u �X�&��¤ w�l�x�l� l ¤ w � l � l |M�@¤ w�z{ x ��|)¦ z� x ���	� x�§ ��� ��l � � xGx�w ���8| l �K¤ w�l l � l	x;y%wC� �S�&| y�l �S� x �,��|��*� l§ � l | l	x;y%l � �8� l | y �<���8��� w � x � x �&| y%l �%�}�8� l	x � � � � z� x �X���&|�Ú�� � � l	xal � teorema
fundamental del cálculo ¤ w�l?� ��� l ¤ w�l�s*x � f l	x ����| y �}| w � l | [a, b]

s �S�a� w |C��� z��|
F(x) =

∫x

a
f(t)dt

l�xv��l ���ª����¦C� l`§
F 8 (x) = f(x)

6
x 2 [a, b]

�� � xD� � x ������� l �%� x ���1��� y � � � xK��l ���"�����@��� x ����� z��|W¤ w�l[x � u�w�l ����| x;y � y�w�§hl | l �l | w |C���S� � � ��l4w | ���%�8¦C� l ���?���%�8� w�l	x�y � j � z� u �v¢,ã�¢ s |Z·�¢,¡h� l | l �C�}�ª¦C�%� ÿd®8q�µCr,o[p%qA×Ò;´&n?µ�p�r	qK·r	¬�²�n�²�n4o<´*µ�p%±�q�´hs � l � l � y�z l�s ¢	ã-Ü
	 s���l ¸�¹H7=Ç � ñ ó �c�7� í� �
Proposición.

j ��� � �
g
l	x�w |A�I� w |C��� z��|�� l �&�`���T�1��� s4��l Û�|�� � � § ���}|C���3� l � l�x��l �%�ª����¦C� lKl | w | l | y �@��|�� x �}� zl�y �%�����

I
��l
0
l | # scl | y ��|C� l	x	s �1���X� �	� � �

x 2 I x�ly � l | l

g(x) =
x

3

j
g 8 (x) + 2 g 8 (0) m −

x5

180
g(v)(ξ) ,

� ��| ��l
ξ
l	xvw |<� w | y � ��l ����| y�l �����&�}���	¦A� l � y � ��lal�¨*y � l � � x

0
§
x
�

j ¦�� � �
f
l	x�w |A�P� w |C��� z��|G� l �&� s8��l Û�|�� � � § �,��|C�,�4� l � l�xc��l �%�ª����¦C� l0l | l �*�}| y%l �����&���

[a, b]
s�l | y ��|C� l	xvx�l`y � l | l

f(b) − f(a) =
b − a

6 ¸ f 8 (a) + f 8 (b) + 4 f 8 õ a + b

2 öº¹ −
(b − a)5

2880
f(v)(ξ) ,

� ��| ��l
ξ 2 (a, b)

�
j �&� � l �

f
w |A�P� w |C��� z��|G� l �&� s���l ÛC|�� � � § � w � y �%�4� l � l�xc��l �%�����	¦C� l�l | l ���}| y%l �����&���

[a, b]
� � ���X�

n 2¶H s]x�l ��| x0 = a
s
xk = a +

k(b− a)

2n
����|

k = 1
s
2
s
. . .
s
2n�}� x � w | y � x ¤ w�l�� ����� ��l | l �#�}| y%l �����&���

[a, b]
l |
2n
x�w ¦C�}| y%l �������}� x���l �S�B�T� x ����}��| u � y�wC� � � ��| u �&�T� x

yk = f(xk)
�1���X����� � �

k
� � | y ��|C� l	x 5

ξ 2 (a, b)
y ���f¤ w�lj

fómula de Simpson �
∫b

a

f(x)dx =
b − a

6n

{
y0 + 4y1 + 2y2 + 4y3 + . . .+ 2y2n−2 + 4y2n−1 + y2n

}

−
(b− a)5

2880n4
f(iv)(ξ) .¨ p%o<´&n,Ò�±�r8%²�·´	q�ç�j ��� � |����%�}� l �a� wCu ��� s ���8�`���T�}�T�1�	��� � � �B��l

g
x�l�y%l | � � z�

g(0) =

g 8 8 (0) = g(iv)(0) = 0
s �����T� x�l �����T���%�8¦1��� z��� z�@���}�}� l | y%l �
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�0��| x � ��l � l �T� x �S� x � w |C���}��| l	x � w�¨ �}���S��� l	x
φ(x) = g(x) − x

3

j
g 8 (x) + 2 g 8 (0) m§

ψ(x) = x5 � � l�y � l | l φ(0) = φ 8 (0) = φ 8 8 (0) = 0
s
φ 8 8 8 (x) = −x

3
g(iv)(x)

3§Hy ���G¦C� zl |
ψ(0) = ψ 8 (0) = ψ 8 8 (0) = 0

s
ψ 8 8 8 (x) = 60 x2 � � l � x > 0

l |
I
�t �C�}�}����| � � y � l	x � l � l�xvx�l,u�w � � � xaj � �`� �v� y%l | � � l � � x

φ(x)

ψ(x)
=
φ 8 (ξ1)

ψ 8 (ξ1)
=
φ 8 8 (ξ2)

ψ 8 8 (ξ2)
=
φ 8 8 8 (ξ3)

ψ 8 8 8 (ξ3)
= −

1

180
� g(iv)(ξ3)

ξ3

,

� ��| ��l�s�x�w � l	x �����&� l | y%l�s
ξ1 2 (0, x)

s
ξ2 2 (0, ξ1)

s
ξ3 2 (0, ξ2)

� ê ��|1���}� l | y�l�s���8� j � �`� � x�lay � l | l�s�� � � � ¤ w�l
g(iv)(0) = 0

ê
g(iv)(ξ3)

ξ3

= g(v)(ξ) ,

����|
ξ 2 (0, ξ3)

s�§<¥�l �T� x�y�l �%�T�}|A� � ���
j ¦�� � l �

F(t) = f
j
t + a+b

2
m sc��l Û�|�� � ���1�	��� t 2 ¡ −b−a

2
, b−a

2 k s�§ G(x) =
F(x)−F(−x)

2

3 �S�<� w |C�,� z��|
G
� w �T�C� l�l | y �8|A� l	x �S� x�¥ ��� z� y%l	x � xG��l �P���1��� y � � � j ��� sc§hs���8�#����| x � u�w � l | y%l�s �1���X�K�	� � �
x > 0

5
ξ 2 (0, x)

y �&��¤ wCl

G(x) =
x

3

j
G 8 (x) + 2G 8 (0) m −

x5

180
G(v)(ξ) .

� |R�1��� y ��� w ����� s �1���X�
x = b−a

2

s 5
z 2 j

0, b−a
2

m y �&�?¤ w�l)j:x�wAx;y � y%w�§�l | � � §�8� l �X�&| � �*�

f(b) − f(a) =
b− a

6 ¸ f 8 (a) + f 8 (b) + 4 f 8 õ a+ b

2 öº¹ −
(b − a)5

2880
G(v)(z) .

�cl �%�
G(v)(z) =

F(v)(z) + F(v)(−z)

2

s�§)l	x;y%l�l	x�w |3���&�}�8�K�}| y�l �%� l	� �}� j �S�[� l	� ���
���%� y � zl�y ���	��� l | y � l

F(v)(z)
§
F(v)(−z)

� � �8� l � j � �?� �P�1�	��� w |A� ��l �%����� � � s 5
ξ1 2

(−z, z)
y �&��¤ w�l

F(v)(z) + F(v)(−z)

2
= F(v)(ξ1) ;

ÛC|A���}� l | y%l�s
F(v)(ξ1) = f(v)(ξ)

����|
ξ 2 (a, b)

�
j ��� t �C�}���	�&| � � l �C� l�x�w � y � � � ��l �����1��� y � � � j ¦��f������� w |A��� z��|

F(x) =
∫x

a
f(t)dtx�w � l�x �����&� l | y�lBl |ù�	� � � w |C� ��l ��� x[x�w ¦C�}| y�l �����&�}� x

[a, x2]
s
. . .
s

[x2n−2 , b]
s4§x�w ����| � � s � l	x�w � y ��� z�

∫b

a

f(x)dx =
b− a

6n

{
y0 + 4y1 + 2y2 + 4y3 + . . .+ 2y2n−2 + 4y2n−1 + y2n

}

−
(b − a)5

2880n4

{
f(iv)(ξ1) + . . .+ f(iv)(ξn)

n

}
,
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����|
ξk 2 [x2k−2 , x2k ]

� ��l �%� ��� zw � y �}���D���X�@�,�,� z��| l | y � l �}�S��� l	x#l	xvw |"���&�}�8�#�}| y%l ��£� l	� �}� l | y � l4l �A��� § �8� §Tl �A� l |��8� ��l �}� x ���&�}�8� l	x
f(ξk)

s � w�l,u �����8� l � j � �#� �c�1�	���w |A� ��l ���ª��� � � s 5
ξ 2 (a, b)

y ����¤ wCl
f(iv)(ξ1) + . . .+ f(iv)(ξn)

n
= f(iv)(ξ) .

2.4 LA FÓRMULA DE TAYLOR� | l	x;y � zw � y ����� x�l �,��� z��| l	x;y%wC� �S��� l �T� x ���I�����%� ¨ �}���@��� z��|W�����}��| z�8� ���	�B�}���	�&���l �S� x � w |C���}��| l	xG��l �%�����	¦A� l�x,sc§ �&� u�w |A� x ���C�}���	�@���}��| l	x � � � � �}�"���8�����%�}� l �X�<� l ÚÙ �%�*�8¯ � � § �}�8� j ¢	ä@à"	¤1¢�ÜÃ�¢�� s�l | x�w Ñ
p�Ò æ ´*µ1®�n¿²}q�%±�p%o[p%q1Ò;´�±�®8oÿµh²}±�p,&ÒÄrw»�²}q1U8p%±%nXr�s� ��| � � l	x	s ¢�Ü�¢�	*� � �����%�}� l � l	x;y%wC� �}�T�%� u�w �%� x � ��l � l �%�%�8� x�l���l ¦ l �T�P� w � ¥*§ �

Polinomios de Taylor. Resto de Lagrange

Teorema 1. (Fórmula de Taylor).
� l �

I 1 # w |��}| y%l �����&�}�T�	¦C� l � y � §
f
w |A�� w |C��� z��|

n+ 1
� l � l�x���l �%������¦C� l`l |

I
� � ���X����� � �a�1��� ��l � w | y � x

a
§
x
��l
I
l�¨ � x;y%lw |

ξ
� l � y�l | l ��� l | y�l �&�d�}| y%l �����&������¦C� l � y � ��lal,¨*y � l �T� x

a
§
x
y �&��¤ w�l

f(x) = f(a) + (x − a) f 8 (a) +
(x − a)2

2
f 8 8 (a) +

(x − a)3

3!
f 8 8 8 (a) + . . .

+
(x − a)n

n!
f(n)(a) +

(x − a)n+1

(n+ 1)!
f(n+1)(ξ) .

t#x,z{ s
f(x) = Tnf(x;a)+Rnf(x;a)

sh� ��| ��l
Tnf(x;a)

l�x�l � polinomio de Taylor

de grado n de f(x) en torno al punto a
s8§
Rnf(x;a) =

(x−a)n+1

(n+1)!
f(n+1)(ξ)l	xvl � resto n–ésimo en la forma de Lagrange (1797) �¨ p%o<´&n,Ò�±�r8%²�·´	q�ç � |B�}�[¤ wClDx � u8wCl�s

x
§
a
x�l ����| x � ��l �X�&|-Û���� x � � w ����| u �&�T� x,s ���8�l � l �D�C�}� s

a < x
� � � x�l ����| x � ��l �X�&|��S� x � w |C���}��| l	x � w�¨ �}�}�S�	� l	x,s4��l Û�|C� � � x�l | l ��}| y%l �����&���

[a, x]
ê

φ(t) = f(x) − f(t) − (x − t) f 8 (t) −
(x − t)2

2
f 8 8 (t) − . . .−

(x− t)n

n!
f(n)(t)

§
ψ(t) = (x − t)n+1,

x�lay � l | l
φ(x) = ψ(x) = 0

� t �A�����	�&| � � j � �`� �v� s 5
ξ 2 (a, x)

y �&��¤ w�l
φ(a)

ψ(a)
=
φ 8 (ξ)
ψ 8 (ξ) ,

� w�l,u �
φ(a) =

(x − a)n+1

(n + 1)!
f(n+1)(ξ)

�
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Notas y ejemplos> Á�¼�ÇÄú�¼ ü ½�ÀPÅ5½;Ã1À¿ÊÁ�»f¼�Ç:½ÄÃZø
. . .
÷ À?Å Ë Ã Ë Å Ë Ì,¼]¼iÃÄú Ë ÇMAÁ�À	½;ÃÿÌ,¼ » Ë úS¼:»�ÊË ú}º üZË Ã¾ Ë ÆXÅ Ë Æ Ë À�Ì,¼ZÅcÌ,¼iÃ Ë ÇiÇ:½�Å Å5½¼:ÀcÃ:¼�Ç�º5¼CÌ,¼

ex A�¼:À]¼:Å	Î&Á%¼üZË Ì Ë ú	Ê¼�Ç�»]º À�½�Ã:¼¿½XÆ,ú}º5¼:À	¼»�Á�Åªú}º û Å º üZË À	Ì	½ û ½�Ç
x
¼:Å

û Ç:¼ ü ¼ZÌ,¼:À	úS¼KA C Ì�º�[�º Ì,º ¼:À�Ì,½û ½�Ç�¼:Å*Ã�º ]@Á�º ¼:À	úS¼�À¿ÊÁ�»f¼�Ç:½À Ë úZÁ;Ç Ë Å
. . .

ÍdÅ�½�º Ç ËË Î&Á�¼:Å Å5½;Ã3ú�ÊJ ½;ÃI»�Á;Ç�»PÁ;Ç�Ê¼Ë Å ],½TÃ:½XÆ%Ç:¼KÅ5½�L�Ê Ë�ü º Å0Î&Á%¼¼�Ç ËéüZË Å ü Á�Å Ë Ç ü Á Ë Å5Î&Á�º ¼:Çû ½Xú�¼:À ü º Ë Ì,¼
e
ü ½�À¿¼iÃ Ë Ã:¼:ÏÇiº5¼

. . .
¸�Í�¾�A µ Ã�ÊJ ¶ ÈüAº¼»]¼#Ì�º ã ¼�Ç:½�À=¼Tý�¸ b Á�¼:À�½�Aû Á�¼iÃG¼:À	úS½�À ü ¼iÃMA µ ü ÁCÊË À	ú�½¼iÃ

e
¼:Å5¼°[ Ë Ì,½ Ë «%ý « ¶ È�Ì,º Ïã ½GÁ�À�]@Á Ë ÃhÊ½�À�Ad»f¼ û8Ë Ç:¼:Ïü ¼PÎ&Á�¼`¹hÁ�§X¼ C ý X ¼�Ã û ½�À,ÏÌ,½%øJ¸ ÷ ÃP»PÁ C L�ÊË�ü º Å A�Ã:½�À��� ý ��� È;ý . . . ¸ ÷ ¾¤A µ ü Ê½�»f½Å ½�¾ Ë Ã�¾	¼ ü ¾	½ ¶ È . . . ¸ > ¼¼iÃÄú&ÊË Å Ë Çð] Ë À	Ì,½TÁ�À üZË ÇVÇ:¼:Ïú�¼KA C	Ë`ü ½�À	½ ü Ê¼:º Ã ËÅ` ¼ C À,Ï» Ë À,À�ý > ¼D]8Á;Ç:½�Î&Á�¼�À�½Ì Ë ¼�Ã:½,È;ý

. . .
> ¼�[ Ë ÀË Æ&ÁÄÃ üZË Ç"Á�À Ë ú Ë ÆXÅ Ë A C»¿º5¼:À	ú�Ç Ë Ãcú Ë À	úS½�[�½ CvC ½ CË âÀ Ë Ì,½<Á�À Ë Ã ü Á�ÊË À,ú Ë Ã ü º ÏL Ç Ë Ã�»�ÊË ÃZøv¸ �h� ý �2���!¬ ÈüAhÅ5¼iÃÌ�º ],½�ý7?�½�ÀXÃ�Á�Åªú Ë ÀP¼:Å-[ Ë Å5½�Ç¼:À?Å Ë ú Ë Æ�Å Ë ý�¸ ÷ Ã ü ½;ÇiÇ:¼ ü Ïú�½�A û ¼:Ç�½ µ ü Ê½�»f½DÌ�º Ë Æ�Å5½;ÃÅ ½�¾ Ë Ã�¾	¼ ü ¾	½ ¶ È½¼B¸ û Á�¼iÃÃ�Á�» Ë À�Ì,½�Å Ë Ã:¼�Ç�º5¼%È
. . .?hºªú Ë Ì	¼ X ý ` ¼ C À,» Ë À,À�A¼:À µ ÷ Ã;ú�ÊË ÁÄÃÄúS¼ZÌ Ì,¼`Æ%Ç:½�Ï» Ë A   ÇZý ` ¼ C À	» Ë À,À ¶Í�Å º Ë À æ Ë ¼ÄÌ	ý

1. Fórmula de Maclaurin.—
� l �}�S�&���Y� x,z{`�S�I� z�8�%� w �S� ��l � � § �}�8�[� w �&|�£� �

0 2 I §Yx�l�y ����� a = 0
j �0���}�}| � �@���S� w �%�}| j ¢	ä�ã8à@£�¢�Ü � ä�� s¿l | ¶ å ±�p,r�Ò�²}n�p<´ Áÿ�¬:®OÙ�²i´	qAn,s � � �}��¦ w � u � s ¢�Ü �  ���� � x �X�%��¦C�}�T� x �D����| y �}| w �@��� z��|I��� u�w |A� x � z�8�%� w �S� x#��l� �@���S� w �%�}| � ��| ��l �&�#� l	x;y � ��l�� � u �X�&| u�lJx�l � l�¥ � � � � �3�S�B�V�8�%���

Rnf(x; 0) =

xn+1

(n+ 1)!
f(n+1)(θx)

s �,�8|
θ 2 (0, 1)

�

e
x

= 1+ x+
x2

2
+ . . .+

xn

n!
+

xn+1

(n+ 1)!
e

θx
, x /<E .

)�$�% x = x−
x3

3!
+ . . . + (−1)

n−1 x2n−1

(2n − 1)!
+ (−1)

n x2n+1

(2n + 1)! ¾ ' ) (θx) , x /<E .¾ ' ) x = 1 −
x2

2
+ . . .+ (−1)

n x2n

(2n)!
+ (−1)

n+1 x2n+2

(2n + 2)! ¾ ' ) (θx) , x /<E .�¿% (1+ x) = x−
x2

2
+ . . .+ (−1)

n−1 x
n

n
+ (−1)

n+1 xn+1

(n+ 1) (1+ θx)n+1
, x > −1 .

(1+ x)
r

= 1+ rx+
õ r
2 ö x2

+ . . .+
õ r
n ö xn

+
õ r

n+ 1 ö xn+1
(1+ θx)

r−n−1
, x > −1 .

� � zw � y �}�������&� l �1���X� y � � �
r 2 # s?��l ÛC|�� � � l �#��� l ÛC�,� l | y�l ¦C�}| z���T����� õ r

k ö =

r(r− 1) ����� (r− k+ 1)

k!
�1���X� y � � �

k 2\H � � �8� l � l �D�C�}� s õ 1/2
3 ö =

1

16

�ve l �T� x
w�y ���}�}Ú�� � �T�����%��¦1�`�S� x�x � u�w � l | y�l�xfl,¨ ��� l	x �}��| l	x �1�	���`�S� x ���8��� l�x ����| � � l | y%l	x0��l �%����� � � x
n
 zl	x �}��� x ê

(ex)(n) = ex ; (
x�l |

x)(n) =
x�l | p x+

nπ

2 q ;

(
�,� x
x)(n) =

��� x p x +
nπ

2 q ;
j �}|

(1+ x) m (n)
= (−1)n−1 (n− 1)!

(1+ x)n
;j

(1+ x)r m (n)
= r(r − 1) ����� (r− n+ 1)(1+ x)r−n .

2. Series de Taylor y Maclaurin.— � w �&| � � w |A�[� w |C�,� z��|
f
l	xK��l ���S� x�l� (∞)

l | w |B�}| y%l �����&�}�
I
s�l,¨ � x;y�l |)�}� x �����}��|���� ��� x���l � � § �}�8� ��l � w �&��¤ w � l � u �X� � �� l | y �X� � � xKl | w |H� w | y �B� w �&��¤ w � l �X�

a 2 I � � l �C�S�&| y%l � l | y ��|C� l	xDl �����%�8¦C� l �����l �S� representación de la función por su serie de Taylor
sfl	xT��l ����� s�S� ���&�}� ��l Ú j ����|*� l � u�l |A���S� ��l �S� serie de Taylor �&�����&�}�8� ��l �S� � w |C��� z��|1� ��l �S�l�¨ ��� l	x � z��|

f(x) =

∞∑

n=0

f(n)(a)

n!
(x− a)n =

� z{}�
N→∞

N∑

n=0

f(n)(a)

n!
(x − a)n .

�1���X� y � � �
x 2 I � � |D�	� x �a��Û��%��� y ����� s �S�v� w |C�,� z��| f x�l �}�S����� anaĺıtica en I � � �8�l � l �D�C�}� s �S� xPx�l �%� l�xP��l�� �@���S� w ����| ��l �S� x � w |C���}��| l	x

ex
s�x�l |

x
§ ��� x

x
� l ��� l�x�l | y ��|� l	x;y � x � w |C�,����| l�xcl | y � � � # § �S� x¿��l �}|

(1+x)
§

(1+x)r
l | l ����| y�l �%���&�}�

(−1, 1)
�
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� |J�	�&�G¦C�}� j contraejemplo de Cauchy � s �S�G� w |C��� z��|

f(x) =

{
e−1/x2 x �

x 9= 0

0
x �
x = 0

s
l	x#��l ���S� x�l � (∞)(

#
)
§"x�lay � l | l

f(n)(0) = 0
6
n 2�H sd��l ���&| l �X�K¤ w�l �S� x�l �%� l���l ←↩

Y ÀP¼ ã ¼�Ç ü º ü º ½� �@���S� w �%�}| l	x � �0z l | y ���	�&� l | y%l | w �S� §�l |"�	�&��¦C�}�
f(x) 9= 0

x �
x 9= 0

s � w�l,u �K�S� x�l �%� lx�z���}�T� l ��� l�x�l | y �K�K���K� w |A��� z�8| l | l ���8�%� u�l |��� |<�S�a� z� u �}|A�K 
	 �D��l �1�}�ª¦C�%� ��l 8�¹:F ! Ç ��� �h»lý ¹1À ! �7� � ��s�¶4q�r	¬�×Cn�²�n Ø ×"m�Ò:nÔ4²�n,ÒÄ´�±+×�s � ���%�}| u�l ��£ ��l �%�S� u�s ¢	ã�ã
	 s�x�l � w�l	��l`l |C����| y �X��� l � l � l �D�A��� ��law |A��� w |C�,� z��|��l ���S� x�l ��|�ÛC|�� y � l | # � w�§ � x�l �%� l���l � � § �}�8� � ��� l � u�l �1���X� y � � �
x 9= 0

�
3. Otras formas no integrales del resto.— �0��|�� ��l � w � � � x � w |C���}��| l	x� w�¨ �}�}�S�	� l	x�l | w |1� ��l � � x;y �X�@��� z��| ��l � y ����� ��l �S� ¥�l � ¥ ���1���X� l � teorema 1

s�x�l
� w�l���l �8¦ y�l | l �v�1���X� l ��� l	x�y �

n
 zl	x �}�T� ��l �S�K� z�8�%� w �S� ��l � � § �}�8�4�S�G�V�8�%��� ←↩ Á ú}Ç�½]¼ ã ¼�Ç ü º ü º5½

Rnf(x;a) =
f(n+1)(ξ)

s � n!
(x − a)s(x − ξ)n+1−s ,

� ��| ��l
ξ 2 (a, x)

§
s > 1

l�xTw |R| zw � l �%�Y����¦C� y �X���%����� z� x;y � l	x �S� forma de
Schlömilch � � ���X� s = 1

s�l	xv��l ����� s

Rnf(x;a) =
f(n+1)(ξ)

n!
(x − a) (x − ξ)n ,

� ��| ��l
ξ 2 (a, x)

sCx�l �}�S����� forma de Cauchy �
El resto integral de Cauchy� |)�S� x � u�w � l | y�l ���%�8��� x ����� z��| l �¿� l	x;y � ��l �S�<� z�8�%� w �S� ��l � � § �}�8�D�	�1��� l � lTl |�V�8�%��� ��l w |1�<��| y�l,u �X�&� sc§ � w�l	��l �,��| ��w �����T� l	x;y �}���@���}��| l	x | w � zl ���}��� xGx�l |C���}�}��� x��l � l ���%�8������� l�y � � �)�&�4�����%� ¨ ������� w |A�J� w |C��� z��|Y���8� x�w �������}|����T�}�

n
 zl�x �}�T� ��l� � § �}�8��� �vw�l ���&� l | y%l �@¤ w�z{ l�x;y �&�T� x � ��l ���&| y �&| � ���&� u�w |A�D��� x �T¤ w�l � l � l �T� x ����|�%� u �8� l | l � y�l ��� x � u�w � l | y%l �

Proposición (Cauchy, 1821).
� l �

I 1 # w |b�}| y�l �����&�}�W�	¦C� l � y � §
f
w |A�� w |C��� z��| ��l ���S� x�l

n+ 1
l |
I
� � �	���G�	� � ���1��� ��l � w | y � x

a
§
x
��l
I
x�lay � l | l

f(x) = f(a) + (x − a) f 8 (a) +
(x − a)2

2
f 8 8 (a) + . . .+

(x − a)n

n!
f(n)(a)

+

∫x

a

(x− t)n

n!
f(n+1)(t)dt .¨ p%o<´&n,Ò�±�r8%²�·´	q�ç]� �8�4�}| ��w �	��� z��| s �1���X�

n = 0
l	x ��� l � y � s � w�l	x

R0f(x;a) = f(x) − f(a) =

∫x

a

f 8 (t)dt
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|�� l	x � z� x ¤ w�lal � y�l �8� l ���G� w | � �&� l | y ��� ��l ��� z�&�}� w �����
� w � w�l	x;y � ��� l � y �T���	�X�

n− 1
s�l	x4��l ����� s

Rn−1f(x;a) = f(x) − f(a) − (x − a) f 8 (a) − . . .−
(x − a)n−1

(n− 1)!
f(n−1)(a)

=

∫x

a

(x− t)n−1

(n− 1)!
f(n)(t)dt ,

� l	x�w � y � s*x � x�l4¥ �@� l4l�x;y �a�}| y%l,u �X�&� por partes
s�y �����&| � �

u(t) = f(n)(t)
§
v 8 (t) =

(x − t)n−1

(n− 1)!

s

Rn−1f(x;a) =
(x − a)n

n!
f(n)(a) +

∫x

a

(x− t)n

n!
f(n+1)(t)dt .

�cl �%� s�� � � ���S�G|�� y �&�,� z��|J¤ w�lal	x;y �&�T� xvwCx �&| � � s�l	x

Rn−1f(x;a) =
(x − a)n

n!
f(n)(a) + Rnf(x;a) ;

�dw�l,u �
Rnf(x;a) =

∫x

a

(x− t)n

n!
f(n+1)(t)dt

s�§<l�x ��� l � y �T�1���X�
n
�

Desarrollos polinómicos limitados� |Y��� u�w |A� x ���C�}���	�@���}�8| l	x,s �����T� l �f� z�&��� w �}� ��l �,� l � y � x � z{}�T� y%l	x,s � ��l ��� l � y � x�}| y%l,u �X�&� l�x,s@x�l � w�l���l | w�y �}�}�}Ú������}� x���l	x �����%���}�}� xd��l � � § ���8��¦1� x;y ��| � � w |A� l	x�y �}���@��� z��|� w �&�}� y � y �ª��� ��l � l �����@�&��� l ���8� ��l � � x ¤ w�l4x�lvl�x �X�%��¦ l
f(x) =

� j
g(x) m l | w | l | y �8�%|����l

0
� w �&| � �3� z{��

x→0

f(x)

g(x)
= 0

�
Definición.

� l �
f(x)

w |A�#� w |C�,� z��|T� l ��� ��l Û�|C� � � l | w | ��| y�l �����&�}�K�	¦C� l � y �
I 1 # �� �d�����}�}|����T�}�

pn(x)
��lau �X� � �

n 2�H l	x el desarrollo limitado de orden n
de f en torno al punto a 2 I x �

f(x) = pn(x) +
� j

(x − a)n m , l�xv��l ����� s�x � � z{}�
x→a

f(x) − pn(x)

(x − a)n
= 0 .

� �&� ��l	x �����%���}�}� s � w �&| � � l�¨ � x;y%l�s@l	xDzw |������ s � w�l	x�x � ¥�w ¦C� l �X� � � x���l	x �����%���}�}� x���l �8� ��l |
n
s�� � u �&�T� x

pn

§
qn

s �1���X���S� � � x ����� w |C��� z��|
f
s ��� � �}� l � l |C���S�

pn(x) − qn(x)��l ¦ l � z{�� x�l � w |A�`� j
(x−a)n m s � l �%�K�&� x�l � w |������}��|C�8� �}� ��l#u �X� � ��� l |��8���G� u8w ���¤ w�l

n
l |

(x− a)
s�l	x�y � l	x �}�D��� x ��¦C� l �

Teorema 2. (Fórmula de Young).
� l �

f : I→ # w |A�K� w |A��� z�8|
n − 1

� l � l	x��l �%������¦C� lal | l �d�}| y�l �����&�}�
I
§�y ����¤ w�l 5

f(n)(a)
s �1�	���

a 2 I � � | y ��|C� l�x,s
f(x) = Tnf(x;a) +

� j
(x − a)n m ,
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l	xv��l ����� s�l �1�������}|����T�}� ��l � � § �}�8� ��l`u �X� � �
n
l	x�l � ��l	x �����%���}�}�D�}��� � y � � � ��l �8� ��l |

n
��law |A�G� w |C��� z��|J¤ w�l � l �%��ÛC¤ w�lal	x;y � xv¥ ��� z� y�l	x � x �¨ p%o<´&n,Ò�±�r8%²�·´	q�ç � l �

R(x) = f(x)−Tnf(x;a)
3 l�x;y ��� w |A��� z�8| l	x

n−1
� l � l	xd��l �%������¦C� ll |

I
§ 5
R(n)(a)

3 x�l`y � l | l
R(a) = R 8 (a) = ����� = R(n)(a) = 0

� t �C�����	�&| � �
n− 1� l � l	x4x�l,u�w � � � xajZ� 8 e?� § ÛC|A�&�}� l | y%l �S� ��l Û�|������ z��| ��l R(n)(a)

s�x�lay � l | l ê
� z{}�
x→a

R(x)

(x − a)n
=
� z{��
x→a

R(n−1)(x)

n(n− 1) ����� 2 (x − a)
=
R(n)(a)

n!
= 0 .

ë � ��{@�=³ 1.—
� � w |A�T� w |A��� z�8|)� � �T� y�lD��l	x �����%���}���<�}�}�T� y � � � ��l �8� ��l |

n
l | y �@��|���&�0� w | y �

a
l	xD��l �%������¦C� l

n − 1
� l � l	xGl |

a
3 � l �%�-|�� y � l | l ���8�D¤ w�z l�l�¨ � x;y ��� l ������}�}|����T�}� ��l � � § �}�8� ��l�u �X� � �

n
� l | y �X� � � l | � �}� ¥ �T� w | y ��� � �8� l � l �D�C�}� s �1�	����S�K� w |A��� z�8|

f(x) = 1+ x+ x2 + x3 d(x) ,
����|

d(x) =

{
1
x �
x 2 ±

0
x �
x /2 ±Is

x�lay � l | l
f(x) = 1+ x + x2 +

�
(x2)

l | y �8�%|C� �&�
0
s � l �%�T|�� l�¨ � x;y%l

f 8 8 (0) �
2.—

� � l ���%�8�
f(x) − Tnf(x;a)

� w�l	��l�x�l � l |Y���	� x �}��| l	xGw |1�[� j
(x − a)m m ����|

m > n
s ���8� l � l �D�A������� x

x = 1− x2

2
+
�
(x3)

�
3.—

� x ���%�ª¦ z{��&�T� x
f ∼ lφ

s � w ��| � �
x → a

s1x �T� z{��
x→a

f(x)

φ(x)
= l 9= 0

� � ���X�
x → 0

�S� x � w |C���}��| l	x
x
s
x2
s
x3
s
. . .
�V�8�%���&| w |1� l	x �	�&�S� l |[���G¤ w�l ��� � ��� � l ��¦��%� y � l | ��l�

0
� z� x � z���C� � ��� l | y%l ¤ w�l4l ����� l � l	��l | y�l�s�§ �a¤ w�l

xn+1 =
�
(xn)

6
n 2�H � � ��� l � ll | y ��|C� l�x |A� y�w �X�&� wCx ���%�S�[�1�	���[� l	� ��� l �DÞ��8� ��l | ��l � l ¤ w�l ©| l Ú ß���l�w |A�"� w |C�,� z��|¤ wCl4y � l | ��l �

0
�,��|

x
� t#x,z{ s�x �

f(x) ∼ l xm ����|
l 9= 0

� w �&| � �
x→ 0

��l �,��� � x ¤ w�l
f(x)

l	xvw | infinitésimo de orden m ���l �%�W�S� l	x �	���S�M|�� l	x �����D�C� l�y �h� � � x �}¤ w � l �X�W� � �T� y � l | � � z�8� ��l | l	x �S�X�@�X£���}��|A���%�}� x�l �����X�@���}��|A�&� l�x,sP§ �I¤ w�l�s ���8� l � l �T�C��� s4��l ·
x
��l ¦C� zl �X�&�T� x���l �����<¤ wCly � l | l �@� ��l | 1

2

s0§���l ·
x −

· x�l |
x
¤ w�l[y � l | l �8� ��l | 5

2

� �¿wCl	x,s ���8� l � l �D�C�}� s
f(x) = x

�}� u
x =

�
(xr)

6
r < 1

� w �&| � �
x→ 0+

s � l �%� � z{��
x→0+

f(x)

xr
=∞ 6

r > 1
�

Cálculo de/con desarrollos limitados� |[��� x ���%�8��� x �����}��| l	x ¤ w�lax � u8wCl | x�w ����| � � l � � x ¤ w�l �S� x � w |C���}��| l	x ¤ w�l ���1��£� l � l | l	x;y�z�&| ��l ÛC|�� � � xPl |"��| y�l �����&�}� x ��¦C� l � y � x �,�8|*� l |C� l | y�l�x,s�§ ¤ wCl
n 2�H �

Proposición 1.
� �f�S� x � w |C���}��| l	x

f
§
g
� � �T� y�l |H�����T� ��l	x �����%���}��� x �}�}�T� y � � � x��l �8� ��l |

n
l | y �@��|��[� w |-� w | y �

a
�}� x ���8�}�}|����T�}� x

pn

§
qn
� l	x � l � y ������� l | y%l�sl | y ��|C� l�x ê

j �V�R� � ��{@� � � � ��l	x �����%���}�}�T�}�}�T� y � � � ��l �8� ��l | n ��l λf+ µg
l	x
λpn + µqn

�
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j ���V� ���"�@z@��x-� ��� � � � ��l	x �����%���}�}�H�}�}�T� y � � � ��l �8� ��l | n ��l fg l	x<l �?�����}��|C�8� �}��8¦ y%l |�� � � ���8�?�S� y � w |C�	�@��� z��|B� u �X� � �
n
j:l	x?��l ����� s1x�w ��� l	x � z��| ��l �}� x4y�zl �%�T�}|�� x?��lu �X� � �T��� § �8�#¤ w�l

n
� ��l �����%� ��w � y �

pnqn
�

j ���}�V� � ��x"w�}
u"��}
� � � w ����|�� l | � � g(a) 9= 0
s1l � ��l�x �����%�����}�[�}�}�T� y � � � ��l �8� ��l |

n
��l

f/g
l	x�l �*�,�*�,� l | y�l

sn
��lfu �X� � �

n
��l �S� j ���&� x �8� � �ª��� x � z��| ��l

pn

l | y � l
qn
�8� ��l |A� � � xl |3��� y%l |C���S� x �X� l �,� l | y�l�xK��l

h = x − a
s�l	xK��l ����� s¿l �0���8�}�}|����T�}�

sn
jZ��l	x �����%���}�}��}�}�T� y � � � ��l �8� ��l |

n
��l ��������� l | y%l

pn/qn
� y ����¤ w�l

pn(h)

qn(h)
= sn(h) +

r(h)

qn(h)
= sn(h) +

�
(hn) ,

� ��| ��lal � u �X� � � ��l � j �i�&� x �*�f� l	x;y �
r(h)

l	x ����� l |�� x
n+ 1

�¨ p�o<´&n,Ò�±�r@�²*·´�qaçPj ���}�V� �¿w�l	xvx�lay � l | l�s�§ �K¤ w�l
g(a) 9= 0

s
f(h)

g(h)
− sn(h) =

f(h)

g(h)
−
pn(h)

qn(h)
+
pn(h)

qn(h)
− sn(h) =

f(h)

g(h)
−
pn(h)

qn(h)
+
�
(hn)

=
qnf− png

qng
+
�
(hn) =

qnf− qnpn + qnpn − png

qng
+
�
(hn)

=
1

g(h)
(f− pn) +

pn

qng(h)
(qn − g) +

�
(hn)

=
�
(hn) +

j
sn +

�
(hn) m � (hn) +

�
(hn) =

�
(hn) .

Proposición 2. � �����
����wyx"w����u � � � f(x) = pn(x) +
� j

(x − a)n m § g(y) =

qn(y) +
� j

(y − b)n m � ��| ��l b = f(a)
s�l | y ��|C� l	x

g
j
f(x) m = ¢ qn

j
pn(x) mf£

n
+
� j

(x − a)n m ,
� ��| ��l4l ���C�%��� l � y�z l �%�T�}|��D�a��� ��l � l � ¥ � x�l#l | y � l | ��l ¤ w�l4l	x �S� y � w |C�	�@��� z��|<� u �X� � �
n
��l �S�K�����D��� x ����� z��|

qn Ð pn
�¨ p�o<´&n,Ò�±�r@�²*·´�qaç � w ����| u ��� � x ¤ w�l

f(x) = b+

n∑

k=1

bk(x− a)k + (x − a)n e1(x) ,

g(y) =

n∑

k=0

ak(y − b)k + (y − b)n e2(y) ,

� ��| ��l
e1(x)→ 0

� w �&| � �
x→ a

§
e2(y)→ 0

� w �&| � �
y→ b

� � | y �8|A� l	x,s

g
j
f(x) m =

n∑

k=0

ak

j
f(x) − b m k

+
j
f(x) − b m n

e2

j
f(x) m .
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� � zw � y �}�T� x�w ���&| � � l	xvw |A��� j
(x − a)n m s � w�l�x�ð&�¿�

x→a

j
f(x) − b m n

e2

j
f(x) m

(x− a)n
= �D&�¿�

x→a

{∑n

k=1
bk(x− a)k + (x− a)n e1(x)

}n
e2

j
f(x) m

(x− a)n

= �D&�¿�
x→a

{
n∑

k=1

bk(x− a)
k−1

+ (x− a)
n−1

e1(x)

}n

e2

j
f(x) m = b1 $ 0 = 0 ,

� w�l�x �&� x�l �
f
����| y �}| w � l |

a
s � w ��| � �

x→ a
x�l¿y � l | l

f(x)→ f(a) = b
� � | y �8|A� l	x,s

g
j
f(x) m =

n∑

k=0

ak

j
f(x) − b m k

+
� j

(x− a)n m
=

n∑

k=0

ak ÂÃÄ4Å Æ n∑

j=1

bj(x − a)j ÇÈ k É¿ÊË
n

+
� j

(x − a)n m
= ¢ qn

j
pn(x) mf£

n
+
� j

(x − a)n m .
Proposición 3. ����wy��w���w��¤{@� � � � f(x) = pn(x) +

� j
(x − a)n m § g(x) l�x una

primitiva de f(x) en I
s�l�x ��l �,�ª� s

g 8 (x) = f(x)
6
x 2 I s�l | y ��|C� l	x g(x) =

qn+1(x)+
� j

(x−a)n+1 m s�x � l | � � qn+1

l � j*zw |C�}�,�*�������}�}|����T�}� y �&��¤ w�l
q 8n+1 = pn§

qn+1(a) = g(a)
�¨ p%o<´&n,Ò�±�r8%²�·´	q�çT� |A� � l Ú ��l�y%l �%�T�}|A� � � l �¿�������}|����T�}�

qn+1
���8���S� x ����| � �����}��| l	x��l � l | w |A���S� � � s�l � x � u�w � l | y%l � z{}�T� y�lKx�l � wCl	��l ������� w �����4���8�4�S��� l,u �S� jZ� 8 e?�Xê

� z{}�
x→a

g(x) − qn+1(x)

(x − a)n+1
=
� z{��
x→a

f(x) − pn(x)

(n+ 1) (x − a)n
= 0 ,

���8� ¥ ��� z� y�l�x � x �
Ejemplos

1.—
k#l�x �	�%�%�����}� x �}��� � y � � � x4��l�x�w ��� x ê
� ¥
x =

ex − e−x

2
=

n∑

k=0

x2k+1

(2k+ 1)!
+
� j
x2n+2 m ,

� ¥
x =

ex + e−x

2
=

n∑

k=0

x2k

(2k)!
+
� j
x2n+1 m ,

x�l | 2 x =

n∑

k=1

(−1)k−1 2
2k−1

(2k)!
x2k +

� j
x2n+1 m ,

x

x2 − 3x+ 2
=

n∑

k=0

õ
1−

1

2k ö xk +
�
(xn) .
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2.—
k#l	x �	�����8�}�}� x �}�}�T� y � � � x#��l �C�%� ��w � y � x ê
x�l | 2 x =

n∑

k=1

(−1)k−1 2
2k−1

(2k)!
x2k +

� j
x2n+1 m ,

� ¥
x
��� x
x =

n∑

k=0

(−1)k 4k

(4k)!
x4k +

� j
x4n+3 m .

3.—
� ¦ y�l | l �?�}� x?x � u�w � l | y�l	x`��l�x �	�%�%�����}� x �}�}�T� y � � � xa��l �,�*�,� l | y�l�x ���8�`�i�&� x � � �ª����£x � z��|"�T���8� l ��� zl,y � � � ��l ��� l ÛC��� l | y�l�x ��| ��l�y�l �%�T�}|A� � � x ê
xx�l |
x

= 1+
1

6
x2 +

7

360
x4 +

31

15120
x6 +

� j
x7 m ,

y%u
x = x +

x3

3
+
2x5

15
+
17x7

315
+
62x9

2835
+
� j
x10 m .

4.—
� ¦ y�l | l �4��� x4x � u�w � l | y%l	x#��l	x �����%���}�}� x ���}�T� y � � � x ê
e
úüû ÷ x = e

õ
1−

x2

2
+
x4

6 ö +
� j
x4 m ,

eex

= e
õ
1+ x+ x2 +

5

6
x3 +

15

24
x4 ö +

� j
x4 m ,

ex/(1−x) = 1+ x +
3

2
x2 +

13

6
x3 +

73

24
x4 +

� j
x4 m .

5.—
k#l	x �	�����8�}�}� x �}�}�T� y � � � x#��l �C�%�}�T� y ����� x ê
����� y�u

x =

n∑

k=0

(−1)k

2k+ 1
x2k+1 +

� j
x2n+2 m ,

����� x�l |
x = x+

1

2

x3

3
+
1 � 3
2 � 4 x5

5
+
1 � 3 �¤��� (2n− 1)

2 � 4 ����� (2n)

x2n+1

2n+ 1
+
� j
x2n+2 m .

6.— � z�&�}� w ��� ��l � z{}�T� y%l	x ���8� x�wCx�y � y�w ��� z�8| ��l���l	x �����%���}�}� x ���}� � y � � � x ê
� z{��
x→0

x
x�l |

(
x�l |

x) −
x�l | 2 x

x6
=

1

18
,

� z{��
x→0

x�l |
(
y�u
x) −

y%u
(
x�l |

x)����� x�l |
(
�	��� y%u

x) −
����� y�u

(
�	��� x�l |

x
= 1 . Ì2Í � �c� ô�Î�ó ¹nÏ

7.—
� l �

y(x) = e *,Ð ú ÷áø+ù x � � �%�8¦1���4¤ w�l �1�	��� n = 0, 1, . . .
x�l � l ���ªÛA�	�

(1 − x2)y(n+2)(x) − (2n+ 1)xy(n+1)(x) − (n2 + 1)y(n)(x) = 0 .t �1��� y �ª� ��l)l �}��� s?§NwCx �&| � �W���Y� z�@��� w �S� ��l � � § �}�8� s?u�l | l �X�&�}��Ú&�	� l � ��l�x �����%�����}��}�}�T� y � � �
e *,Ð ú ÷áø+ù x = 1+ x+

1

2
x2 +

1

3
x3 +

5

24
x4 +

1

6
x5 +

17

144
x6 +

� j
x6 m .
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Ejercicios suplementarios

1. Los números de Bernoulli y de Euler.
j ���?�0��| x � ��l � l �T� x �S� � w |C��� z��|

ϕ(x) =
x

ex − 1

j �S� � � x ����| y �}| w � � � �"l |
0
x�l�l ��� y � y ������| � �

ϕ(0) = 1
��� � �%�8����|�£u �&�T� xvw | ��l	x �����%���}�}� l |[��� y%l |C���S� x4��l

x
�,��|J��� l ÛA��� l | y%l	x �}| ��l�y%l �%�T�}|A� � � x,s�l |J�S��V�8�%���

ϕ(x) =

∞∑

n=0

Bn

n!
xn.

� � x
Bn

x�l �}���&����| números de Bernoulli Ñ � � l�y � l | l B0 = 1
� � l � w�l	��l

�����T���%�8¦1���?¤ w�l
ϕ(x) +

x

2

l	x4w |1�G� w |C��� z��|J�1��� s �}��� w �&���}�T�C�����	� ¤ w�l
B1 = −1

2

§
B2k+1 = 0

6
k >

− 1
��Z��l | y ��ÛC����| � �D�}� x ��� l ÛC�,� l | y�l�x4��l

xn+1
j
n >

− 1
� l |"�S�G� u8w ��� � � �

x = (ex − 1)ϕ(x)

=
õ x
1!

+
x2

2!
+
x3

3!
+ . . . ö õ B0

0!
+
B1 x

1!
+
B2 x

2

2!
+
B3 x

3

3!
+ . . . ö ,

� l�x�w � y �
B0

(n+ 1)! 0!
+
B1

n! 1!
+

B2

(n− 1)! 2!
+ . . .+

Bn

1!n!
= 0 ,

§ � w � y ���C�}�}����| � �T���8�
(n+ 1)!

s

B0 +
õ n+ 1

1 ö B1 +
õ n+ 1

2 ö B2 + . . .+
õ n+ 1

n ö Bn = 0 ,

� l�§"��l � l � w �%� l |C���S�K¤ w�l�x�l � w�l	��lal	x �X�%��¦C��� l |"�S�G�V�8�%���
(1+ B)(n+1) = Bn+1

x � x�l � � �8� y � l �K����|h� l |��}� ��l3x�wCx;y � y%w ���B�	� � �Y��� y�l |A���S� x �}�G¦ z���}�}���
B(k) ���8� l �| zw � l �%�

Bk
��� ��l	x �����%���}�S���K���<��� y%l |C���S�

(1 + B)(n+1) ����|Y���[� z�8�%� w ��� wCx�w �&� ��l �¦C�}|����T�}� ��l��vl � y ��|��ÒHÓÕÔLÖ�×Ø/Ù�Ú[Û�Ü ÔGÝ Û�ÞHß ÔLà Ø!ÚLáhÙ�Þ Ô Þ,â^ã�Ø!â àH×ÛhÚºÞ�ÙäØ/â�Þ�â�Ü ÔLÝ ÛhÞ:ß�åæØèç Ô2é Ø&áëêZÞ�Ù à Ø/ÛhÜ	Üæåpì�í2î/ï/ð�ñ�í2ò/ó/ï=ôÞ à â+ÛõØ/á�Ù Ôºö÷×Ø!â^ã�ÛhÚ Ô�øZù^úiûpü�ý,þäÿ�������ý��	��
 ê Ô â�å	Ü	Þ Ô�
 í�òfí� 
�öaÔ Ù Ô Ø/áhã+Þ à Þ�ÙGÜ Ô â�Û�Ú Ô ß�Þ Ü Ô â
c
ñ ×Þ�â�å	Ú Ô âö Ø/ã+Þ à�� å Ô â ßhÞGÜ	Ø!â à:×ÛhÚºÞ�ÙäØ/â àaÔ ã�Û�Ù Ô Ü	Þ�â 
���Ý ÛhÞ��hØ � â+ÞGÞ,â � Ùäå á�Þ Ô â ×���

n−1∑

j=1

jc =
1

c + 1

c∑

k=0

j c + 1

k
m Bk nc+1−k .

� Ø à Þ�ÜæÜ Ô�
 Þ à ÚºÞ à Ø!â4ß�ÞLâ�å	Þ�ã+ÞiÚºå à Û�ã�Ø/â � ÚºÞ�ßhå	Ø ö Øfß ×� Ô Þ à�� Ø à ã+Ù Ô Ù:â+Û Ô Û�ã�Ø/Ù Ý Û�ÞLÜ Ô â�Û�Ú Ô ßhÞLÜ Ô âÚºå	Ü ö Ù�åæÚ Þ�Ù Ô â ö Ø&ã�Þ à�� å Ô â÷ß ×Þ � å	Ú Ô â÷Þ,â
91.409.924.241.424.243.424.241.924.242.500.
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� x�y �P� l,§���l,y�l ���T�}|A� ��l ���&| l �X� zw |����	���}� x
Bn
�0���	� y ��� ��l �}� x ���&�}�8� l	x

B0 = 1
§

B1 = −1
2

� � w � l	x �ª���&� l | y�l � l	x�w � y �&|J� l �%�T�}� x
B3

s
B5

s
B7

s�l,y �8� s �,�8�T���%�8¦ z�&| � � x�l�}� ¤ wCl`§ � x�l�¥ �����%�8¦1� � � �����%��¦1� s�§
B2 =

1

6
; B4 = −

1

30
; B6 =

1

42
; B8 = −

1

30
; B10 =

5

66
; B12 = −

691

2730
; B14 =

7

6
; . . .

j ¦�� � ��� w |C��� z��| x�l �
x =

1��� x
x

l	x �1��� s � w�l	u � x�wR��l	x �����%���}�}� l |M��� y%l |C�,��� x ��l
xx ���S�&� l | y%l?y � l | l`y*zl ���T�}|�� x ����|<��� y%l |C�,��� x �1��� l	x � � � x�l ���%�8����| l?w | ��l�x �	�%�%�����}� ��l�S�G�V�@�����

x�l �
x =

∞∑

n=0

(−1)n E2n

(2n)!
x2n ,

�}� x
E2n

x�l �}�S�����&| números de Euler � � l�y � l | l E0 = 1
sc§hs �1���X�

n >
− 1

x�l
� l �%��ÛC�	�T�S�D� l�§���l � l � w ��� l |C���S� j:x�l �8¦ y � l | l � ��l | y ��ÛC����| � ���}� x ��� l ÛC�,� l | y�l�x?��l

x2nl |
1 =

��� x
x
x�l �
x
�

E0 +
õ 2n
2 ö E2 +

õ 2n
4 ö E4 + . . .+

õ 2n
2n ö E2n = 0 .

t �1�	� y ��� x�lal �}�S� x�l �	�&�}� w ���&| sCx�w � l	x �����&� l | y%l�s
E2 = −1 ; E4 = 5 ; E6 = −61 ; E8 = 1385 ; E10 = −50521 ; E12 = 2702765 ; . . .

2. El desarrollo de la longitud de una elipse en potencias de la
excentricidad.

� �-�}��| u � y�wC����l"w |A� l �}��� x�l-��lJx�l �T� l � l ��� § �8�
a
|�� l�xTw |A�� w |C��� z��| l � l � l | y �&� ��l �S� l,¨ � l | y �%����� � � �

ε
j
0 < ε < 1

��� �0�8� � w | l � l ���������}� ��l �x � u�w � l | y%lay%l ��� x�l � w�l	��l �8¦ y�l | l �4�S� x � u�w � l | y%l � z�8�%� w ���*ê
L(a; ε) = 2πa

õ
1−

1

4
ε2 −

12 � 3
22 � 42

ε4 −
12 � 32 � 5
22 � 42 � 62

ε6 − . . .

−
12 � 32 ���¤� (2n− 3)2 (2n− 1)

22 � 42 �¤��� (2n)2
ε2n ö +

� j
ε2n m .

3. La derivada n–ésima de eax2

. Los polinomios de Hermite.
t ¤ w�z{x�l,u�w ��� l � � x �Ä¸7¹�º ��»W¼�!c¾�� � ��s�l | x�w å p,´�±�·À rDµ�p Á ®�q�%²i´�q�p�n,sC� � � �%� �ds � z� u �4¢¤Ü � �

� l �
F(x) = eax2 � � � ��l �%����� � �

j
 zl	x �}��� ��l

F(x)
�	���	� l � lTl | l �f��� l ÛA��� l | y%l��l

hj
l | l � ��l	x �����%���}�}� ��l � � § ���8�

F(x + h) =

∞∑

j=0

F(j)(x)

j!
hj .

� � l |A����| y ����� � x`��l �&� u�w |A�T���&| l �X� l	x;y%lD��l	x �����%���}�}� y�l | � � l �T� x?l |-���	� y ��� w �S���a���l�¨ ��� l	x � z��| ��l ��� ��l �%����� � �K¤ w�l ¤ w�l � l � � x �
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� |-���%�}� l �a� w�u ��� s
F(x + h) = ea(x+h)2

= eax2

eah(2x+h)
sA§�¥ �@��� l | � � w |��l�x �	�%�%�����}� ��l�� �@���S� w �%�}| s

eah(2x+h) =

∞∑

k=0

ak hk (2x + h)k

k!
=

∞∑

k=0

ak

k!

(
k∑

l=0

õ k
l ö hk+l (2x)k−l

0
=

∞∑

k=0

ak

k!
ÅÆ 2k∑

j=k

õ k

j− k ö hj (2x)2k−j ÇÈ
=

∞∑

j=0

hj ÅÆ j∑

k= � j+1

2 �
õ k

j− k ö ak

k!
(2x)2k−j ÇÈ ,

� ��| ��l�s1x�w � l	x �����&� l | y%l�sdx�lK¥ �����C�}���	� � ���S� � z�8�%� w �S� ��l �c¦C�}|����T�}� ��lT�vl � y ��| s1w |�	�&�G¦C�}� ��l�z{�| � �}� l
j = k + l

§ �&��ÛC|A��� sAw |��}| y%l ���	�&�G¦C��� ��l �c�8� ��l | ��lGx�w ���&��� z��|��t4¥ �8�X� § � y�l | l �T� x ¤ w�l

F(j)(x) = j! eax2

j∑

k= � j+1

2 �
õ k

j− k ö ak

k!
(2x)2k−j .

�0��| x � ��l � l � � x � ¥ �8�X� l �?�	� x �3�1��� y ��� w �S���
a = −1

� � � x polinomios de
Hermite

s
Hn(x)

sCx�l���l ÛC| l |<���8�4�S�G� z�8�%� w ��� j de Rodrigues �Xê
H1(x) = 2x

H2(x) = 4x
2

− 2

H3(x) = 8x
3

− 12x

e−x2

Hn(x) = (−1)n dn

dxn

{
e−x2

}
.

�#x �&| � � l ��� l�x�w � y � � �G�&| y�l �%���8�]��� ��l �T� x �}� l	u ���P�4�8¦ y%l | l � w |A� l�¨ ��� l	x � z��| l�¨ �C� z{}�,� y ��1���X� l	x;y � x �������}|����T�}� x ê
Hn(x) = (−1)

n
n!

n∑

k= � n+1
2 �

õ k

n − k ö (−1)k

k!
(2x)

2k−n

=

n∑

k= � n+1
2 �

õ n

2k− n ö (2n− 2k)!

(n− k)!
(−1)

n+k
(2x)

2k−n
=

� n
2 �∑

l=0

õ n
2l ö (2l)!

l!
(−1)

l
(2x)

n−2l

= (2x)
n

− 2
õ n
2 ö (2x)

n−2
+ 3 $ 4 õ n

4 ö (2x)
n−4

− 4 $ 5 $ 6 õ n
6 ö (2x)

n−6
+ . . .

Criterios generales para extremos y puntos de inflexión

Definiciones.
� l �

f
w |A��� w |C��� z��| ��l �%������¦C� l`l | w |<�}| y%l �����&���

I
� � |[��� � ��� w | y �j

a, f(a) m ����| a 2 I s ���)� w ����� y = f(x)
y � l | l �����T� y �&| u�l | y%l �S�-� l � y �

y =

ta(x) = f(a) + f 8 (a) (x − a)
�k ��� l � � x ¤ w�l �S�v� w ����� l�x cóncava

j � l	x � l � y �����&� l | y%l�s convexa � vista des-
de arriba

l | l ��� w | y � jZ��l �	¦ x ��� x �8�
a
x � 5
δ > 0

y �&��¤ w�l
da(x) = f(x)−ta(x) > 0
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j � l	x � l � y �����&� l | y%l�s
da(x) < 0

��6
x 2 B ;δ(a)

��� w �&| � �
da(x)

y%l | u � w | x � u |������| x;y �&| y%lal | l � x�l �T� l | y �8�%|��T�}Ú	¤ w � l � � � §[l � x � u |C� ����| y �X���%�}� y �&�G¦C� zl |J�,��| x;y �&| y%ll | l � ��l � l � ¥ � s�l ��� w | y �
a
l	xvw | punto de inflexión �ë � ��{@�!³ ´ � �<� w �����

y = x2
x�l | j 1

x
m s y(0) = 0

s |�� l	x � z��|C�	����� s |��0�,��|h� l,¨ � s |��y � l | l<w |Y� w | y � ��l �}|  �l,¨ � z��| l |
x = 0

� � l � w�l���l<� ��� w |A�[|C�*�,� z��| u �}�@¦���� ��l����|C�	����� � � � �D����|*� l�¨ � � � �<l | y � � � w |<�}| y%l �����&��� s ¤ w�l |��G� l ¤ w � l � la��l �%�����	¦C�}�}� � � � ê� l � �}� l ¤ w�l w |A��� w |C��� z��| l	x convexa
j � cóncava � vista

j:x�w3u � z��ÛA�	��� desde
arriba

l | w |N�}| y�l �����&�}�M� w ��| � � s?x �
P
s
Q
§
R
x ��| y � l	x � w | y � x � w �&� l	x ¤ w � l �X���l �S� u � z��ÛA�	� ��l

f
l | � ��� ¥ �J��| y�l �%���&�}� §

Q
l�x;y�z� l | y � l

P
§
R
s�l | y ��|C� l	x

Q
l	x�y�z�l | s �I���8� l |C���}��� ��l�s �S�R+,���,�	��

PR
� � �

f
l	x���l �%������¦C� l�l | l �#��| y�l �%���&�}� §Ml	x����|h� l�¨ � j � z��|C�	������� l | zl � s1l | y ��|C� l	x`x�l � w�l���l ���%�8¦1���a¤ w�lGl�x �,��|h� l,¨ � j � z��|C�	�������l |I�	� � �D� w | y � ��l ���}| y%l �������}� x�l,u�zw |-| wCl	x;y �X� ��l ÛC|��}�,� z��| s1§ � l � z{����%���	�&� l | y%l<j � l � s���8� l � l �T�C�}� s�l � t � zl | � �}� l �����P��� z{ y�w ����¢�¢ ��l �0« r	¬i&®8¬Z®�na��l "W¹HXZY Çyò !�þ ���

Proposición 1.
� �
f
l	xD��l �%�����	¦A� l[� � x � l � l	xGl | l ���}| y%l �����&���)��¦C� l � y �

I
s�§Yx�ly � l | l

f 8 8 (x) > 0
j
< 0

�46
x 2 I s�l | y ��|C� l	x f l	x � z��|C�	����� j �,��|h� l�¨ ���#��� x�y � ��l�x���l�����%��¦1� l | y � � �

x 2 I �¨ p�o<´&n,Ò�±�r@�²*·´�qaç � w ����| u �&�T� x,s ���8� l � l �T�C�}� s
f 8 8 (x) > 0 6 x 2 I � � ���X� a 2 I Û��;� sx�l �

δ > 0
y �&�¿¤ w�l

Bδ(a) 1 I � � � x 2 Bδ(a)
s ���C�}�}����| � ���S� � z�8�%� w �S� ��l � � § �}�8� sx �&� l

f(x) = f(a) + (x − a) f 8 (a) +
(x − a)2

2
f 8 8 (ξ) ,

�1���X�D��� u�z w |
ξ
l | y � l

a
§
x
� k?l � � � � ¤ wCl

ξ 2 Bδ(a)
s�§

da(x) = f(x) − f(a) − (x − a) f 8 (a) =
(x − a)2

2
f 8 8 (ξ) > 0 .

Proposición 2.
� �
f
l	x
n
� l � l�xv��l �%�ª����¦C� lal |

a
j
n >

− 3
� §"x�lay � l | l

f 8 8 (a) = ����� = f(n−1)(a) = 0
§
f(n)(a) 9= 0 ,l | y ��|C� l�x êj �S� � �

n
l	x �1��� §

f(n)(a) > 0
j
< 0

� s �S��� w �����
y = f(x)

l�x � z��|C�	����� j ����|*� l�¨ �8� s��� x;y � ��l	x���l �����%��¦1� s�l |
a
�j ���V� � �

n
l	x �}�D�1��� s

a
l�xPw |[� w | y � ��l �}|  �l�¨ � z�8|��¨ p�o<´&n,Ò�±�r@�²*·´�qaç]t �C�}�}����| � �T�S�G� z�@��� w �S� ��l á]� w | uK§ ��� xv¥ ��� z� y%l	x � x,s

f(x) = f(a) + (x − a) f 8 (a) +
(x − a)n

n!
f(n)(a) +

� j
(x − a)n m ,

� w�l,u �
da(x) =

(x− a)n

n!
f(n)(a) +

� j
(x − a)n m s�§<l | y ��|C� l�x,s

� z{��
x→a

da(x)

(x − a)n
=
f(n)(a)

n!
.
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� | y ��|C� l	x	s 5
δ > 0

y �&�#¤ w�l[l � x � u |�� ��l da(x)

(x − a)n

l	xTl �4�T� x �T�3¤ w�l[l � ��l
f(n)(a)

�1���X� y � � �
x 2 B ;δ(a)

s�§<§ � x �&� l�y � � ���

Ejercicio.
k ��¦ w �����4�S� u � z��ÛC��� ��l �S�G� w |C��� z��|

y = 2x4 + 8x+ 1
�

Proposición 3.
� l �

f
��l �%������¦C� l�l |

a 2 I §[x�w ����| u ��� � x ¤ wCl f 8 (a) = 0
§ ¤ w�l

f
l	x � z��|C������� j ����|h� l�¨ ���]��� x�y � ��l�x���l �����%��¦1� l |

a
� � | y ��|C� l	x	s

f
y � l | l�w |[� z{}|���� �j � z� ¨ �}�T�*�0� l ��� y �ª�h� l |

a¨ p%o<´&n,Ò�±�r8%²�·´	q�ç]�¿w�l�x
da(x) = f(x) − ta(x) = f(x) − f(a)

l | l	x;y%l �	� x ���

Corolario.
� �
f
l	x
n
� l � l	x4��l �%������¦C� l�l |

a
j
n >

− 2
� §[x�lay � l | l

f 8 (a) = ����� = f(n−1)(a) = 0
§
f(n)(a) 9= 0 ,

l | y ��|C� l�x ê
j �V� � �

n
l	x �1��� §

f(n)(a) > 0
j
< 0

� sPl �4� w | y �
a
l	x�w |R� z{�|C��� � j � z� ¨ ��� �*�� l ��� y �ª�h���

j �}�S� � �
n
l	x ���T�1��� s

a
l�xPw |[� w | y � ��l ��|  Cl�¨ � z��|�����| y �&| u�l | y�l�¥ �8�%�}Ú,��| y �&���

Ejercicios. 1.—
k �ª¦ w ���	�4�S� u � z��ÛC��� ��l �S�K� w |C��� z��|

y = (x + 5)2(x3 − 10)
�

2.—
k ��¦ w �%�	�4�S� u � z��ÛC�	� ��l �S�K� w |C��� z��|

y =
·
1+ x2 �

3.—
� x ¦���Ú&�	�f��� u � z��ÛA�	� ��l ���?� w |C��� z��|

y
x �
y 8 = (6x2 + x + 1)(x − 1)2(x + 1)3

x2

�

4.—
k ��¦ w �%�	�4�S� u � z��ÛC�	� ��l �S�K� w |C��� z��|

y =
ex − e−x − 2x

x
�

Ejercicios

� |C��� w�z{}�T� x ����� � x�l �,��� z��|GÛC|A��� ��l � y�l ��� s �����T� l | l ���&| y%l �%�}�8� s �}� x�l | w |C���S� � � x��l �&� u�w |C� x �����@¦A� l ��� x ���	����� � � x,s � w |C¤ w�l`��l ¦ l �T� x � l	x�l ©|1�	�4¤ wCl`l �d�,���D�C� l � l | y �Þ�|A� y�w �X��� ß"��lDl	x;y � x ��� w | y�l�xax ��|I�S� x ev����� xa��l ���%�8¦C� l ��� x ¤ w�lT��l � z����� l �1���X� � � x� ¥ ��� ¥ ��~ w � � ��� w � l �1���X�G�S� x ���S� x�l	x#��lal	x;y �D� x � u |A� y�w �X�*�
χε &ιρ χε &ιρα ν &ιζειY À Ë » Ë À	½cÅ Ë [ ËcË Å Ë ½Xú�Ç Ë

1 �0���D���%�8¦1���4¤ w�l

d

dθ

{ �����d��� x ¦ ��� x (3θ)��� x 3 θ
}

= ¥ 3�,� x
θ
��� x

(3θ)
.

D Ôar	±�µO× ç E
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2
k#l �%�ª����� §[x �}�D�C�}��ÛA�	���#�S� l�¨ ��� l	x � z��| ��l �S� ��l �%����� � �K� w �&| y � x�l ����� x ��¦C� l ê
��� x m x � x�l | n x ,

x�l | n x��� x m x , �,�
x
(
x�l | n(xp)) ,

x�l |
x
��� x
x·

a2 ��� x 2 x + b2
x�l | 2 x

,

x
�	�X� x�l |

x + ? 1− x2 , (1+ x)
�	��� y%u

(
·
x) −

·
x ,

�	���d��� xRõ a �,� x x + b

a+ b
�,� x
x ö , �	��� y%u ( ¦ a− b

a+ b

y�u p x
2 q 0 . D Ôar	±�µO× ç E

3
� l �}���&��� wronskiano

��l
n
� w |C���}��| l	x

u1(x)
s
u2(x)

s
. . .
s
un(x)

��� ��l�y%l ��£�T�}|A�&| y%l

W(x) =

rrrrrrrrr
u1 u2 . . . un

u 81 u 82 . . . u 8n��� ��� � � � ���
u

(n−1)

1 u
(n−1)

2 . . . u
(n−1)
n

rrrrrrrrr .
� l	��w ����� x�wJ��l �%����� � �

W 8 (x) � w | x ���}� ��l�y%l �%� ��|1��| y�l �
4

k#l �%�ª��� � � x�x�w � l�x ����� x���l � w |C���}��| l	x �}|*� l � x � x �G� w ����� x0l |����	�X�&� zl�y �%���	� x � � �%�8£¦1���4�S� x � z�8�%� w �S� x4x � u�w � l | y%l	x,s � w �&| � � y�l | u ��| x�l | y � � ��ê

(f−1) 8 8 j f(x) m = −
f 8 8 (x)j
f 8 (x) m 3

, (f−1) 8 8 8 j f(x) m = −
3
j
f 8 8 (x) m 2

− f 8 (x)f 8 8 8 (x)j
f 8 (x) m 5

,

y 8 8 (x) =
�
x
�
y −

�
y
�
x�

x3
, y 8 8 8 (x) =

�
x (

�
x

�}���
y −

�
y
�}�}�
x ) − 3

�
x (

�
x
�
y−

�
y
�
x)�

x5
;

l |3�S� x�l,u�w | � ��� z{}| l � scx�l�l | y � l | ��l ¤ w�l �
x =

�
x(t) =

dx

dt

sd�
x =

�
x(t) =

d2x

dt2
s

l�y �8�
5

� l �
f(x) =

{ x�l | x
x

− 1
x �
x < 0

s
x3e−x2 x �

x >
− 0
� j �V� � �%�8¦1�	� sP§bl | l	x;y%l �8� ��l |�ê

f
l	x

��l �%������¦C� l�l |
0
3
f 2�� (1)(

#
)
3 |C� l,¨ � x;y�l

f 8 8 (0) 3 |�� l�¨ � x;y%l � z{��
x→0

f 8 8 (x) �j ���V�ve?�&���S���#�}� xPl,¨*y � l �T� x ��¦ x ��� w�y � x4��l
f
l |

[0,+∞)
�

6
� l �

f(x) =

{
αx+ x2

x�l | j 1
x
m x �

x 9= 0
s

0
x �
x = 0

� � ���@¦��	��ê
j �8� � �

0 < α <
− 1
s
f
|�� l�x �X� l ��� l | y%l�l |"|��}| u�z w | l | y �8�%|C� ��l

0
�j ¦�� � �

α > 1
s
f
l�x �X� l ��� l | y%l�l |��&� u�z w |"�}| y%l �����&������¦C� l � y ������| y%l |�� l | � �����

0
�

j � ��|"�}� x ���%�8¦C� l ��� x ¢�¢8� äO § ¢�¢8�5ä �T��l �0« r	¬V@®8¬Z®�na��l XbY ÇÍò !7þ �5�
7

� �%�8¦��	�T¤ w�l �S� l � w �@��� z��|M��� x
x + x

x�l |
x − x2 = 0

y � l | l�l,¨ �@� y ��� l | y%l<� � x�X� z{�� l	x � l ��� l	x �
8 e?���}�S���#�}� x4l�¨*y � l �T� x ��¦ x ��� w�y � x4��l

f(x) = x3 − 18x2 + 96x
l |

[0, 9]
�
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9
� �%�8¦1����¤ w�l]l ��� z� ¨ ��� �v���&�}�8� ��l

ax+by
� ��| ��l

x, y > 0
§
x2+xy+y2 = 3k2l	x

2k
·
a2 − ab+ b2 � jüỒ r	±�µO× �5�

10
� x;y%wC� �S���`�}� x?l�¨*y � l �T� x`��l �S�T� w |C��� z��|

y(x)
��l ÛC|�� � �D�}�D�A� z{���� y ��� l | y%l ���@�`�S�l � w �@��� z��|

1+ y

1− y
=
x�l | 2 x+ 2

��� x
x + 1 . (

Ôar	±�µO×
.)

11 ~4� z��ÛA�	� ��l �S�K� w �����
y =

x3 − 1

(2x − 1)2

�
12 ~4� z��ÛA�	� j:l � l	x�y�wC� �}� ��l �}� x � w | y � xP��l �}|  �l,¨ � z��|[�,��| l ����� § �@� ��l�y ���}� l ¤ w�lax�l� w�l	� ��� ��l �S�K� w �����

y2 = (x2 + 1)(x + 2).

13 ~4� z��ÛA�	� ��l �S�G� w |C��� z��|
y = ? (x + 1)(x + 4)(x + 9)

�
14

� l �&|
ϕ(x) = π � x�l | x § F(x) = (ϕ Ð ϕ Ð ϕ)(x)

� � x;y�wC� �����D�}� xGl�¨*y � l � � x� l �S� y ����� x4��l
F
l | l ���}| y%l �������}�

[0, π]
�

15
j ��� � x ¦���Ú&�	�4�S� u � z��ÛA�	� ��l

ϕ(x) = 8
x�l |

x−
y%u
x
l | l �d�}| y�l �����&�}� ¡ 0, π

2
m �j ¦�� � l �

F(x) = ϕ
õ π

9
·
3
� ϕ(x) ö s�� ��| ��l ϕ(x)

l	x �S� � w |C��� z��| ��l �]���1��� y � � �
��| y�l �%���8� 3 l	x;y%wC� �S���T�}� xDl�¨�y � l �T� x � l �S� y ����� xT��l

F(x)
l | l �v�}| y�l �����&�}� j

0, π
2
m �� |C�,�8| y �X��� l �d���8�}�}|����T�}� ��l � � § �}�8�

T4F(x;a)
�1���X�

a = π
3

�
16

� l �
f(x) = x5 − 5x4 + 5x3 + 1

� j �V� k � x � w�y ��� l �d| zw � l �%� ��l �X� z{�� l	x � l �&� l	x4��l�S� l � w �@��� z��|
f(x) = k

x�l,u�zw |"�}� x ���&�}�8� l	x4��l
k
j ����| y �&| � �D� w � y ���C�}����� � � ��l	x �X�j �}�V�ve?���}�S���4�S�G�1��� y�l�l | y%l �X� ��l �S� x ��� z{�� l�x � l �&� l	x �1���X�

k = 3
2

�
j �}�}�V� k �ª¦ w ����� s �X�&Ú,��|A� � �&� l | y%l�s ��� u � z��ÛC��� ��l

y =
1

f(x)

l | w | l | y �8�%|�� ��l
0
�

17
� �J� w |C��� z��|

f(x) = (x + a)
����� y%u

x
y � l | l[w | l�¨�y � l �T� l |

x = 1
� e?�&���S���l �c���&���8� ��l

a
s�§�s �1���X� l�x�l ���&���8� sd� ��¦ w �%�	�a��� u � z�	ÛA�	� ��l

f(x)
� j � ����� � � ��lÍ ¹H7<�c�7� � ó ñ s�¶4qD·r	¬}²}n�²}n�×\Õ�p,´�o[p�Òi±�· À rTµh² Á p�±�p%q�%²ir	¬:s�t4u�w ���S�����>�

18
� �%�8¦1���v�S� x4��l	x � u�w �&� � � ��l	xajKÔar	±�µO× �

π <

x�l |
(πx)

x (1− x)
<
− 4 ,

x �
0 < x < 1

�
19 �0�8| x � ��l � l � � x	s�l | l ���}| y%l �������}�

[0, 1]
s �S�G� w |C��� z��|

f(x) =

{
x
j
2−

��� x
(
��|
x) −

x�l |
(
�}|
x) m x �

0 < x <
− 1
s

0
x �
0 < x <

− 1
�

� �%�8¦1���[¤ w�l-l	x�l	x;y �%��� y �&� l | y%l �X� l ��� l | y%l�sv§ ¤ w�l
f 8 (x) = 0

�1�	���B�}|�ÛC|�� y � x���&�}�8� l	x0��l
x
�[K � xf��l ���ª����¦C� l#l |

0 M � |C����| y �X��� w | � w | y � ��l �}� x ¤ w�l�j � �?� �� x�l,u�w �X�G��� l�¨ � x;y%l |C���S�*� j:k?l �GF !"»��7� �¶» À ! �7� � ��s � z� u �f  �
� �>�
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20
� �%�8¦1���#¤ wCl

f(x) =
x −

x�l |
x

x3

l	xPw |A��� w |C��� z��| ��l ��� l ��� l | y�l�l |
(0,∞)

�
21

� ���}�}|����T�}� ��l � � § ���8� ��lGu �X� � �
4
s � l | y �X� � � l |

a = π
4

s1��l �S�T� w |C�,� z��| y�u
x
�� x�y �}����� l � l �����@������� l,y � � �J�&�¿�	�&��� w �S�	�G����| l	x�l ���8�}�}|����T�}� l �c���&�}�@�a�1���X� ���y ��| u�l | y�l���l � z��| u8w ��� ��l

49
·
30 8 � j:�#x ���#¤ w�l`y�u (60 · ) =

·
3
�>�

22
� �%�8¦1��� s ���8� l	x;y �����&�,� z��| ��l �¿� l	x;y �"�}| y%l,u �X�&� s ¤ w�lTl � l ���%�8�G�&�0�����%� ¨ �}�����

ex
s

�1���X�
x 2 [0, 1]

s ���8� l �����&�}�8��¤ w�l)� � l ���,�@�%� l	x ����| � � l | y%l �����}��|C�8� �}� ��l� �@���S� w �%�}| ��l�u �X� � �
10
l	x � l |��8�D¤ w�l

10−7 � j:k#l ��F !�»���� � » À ! �7� � ��s� z� u �4¢�¢	ä*�>�
23

� ��� w |C�,� z��|
ϕ(x)

� � �T� y�lJ��l	x �����%���}���I�}�}�T� y � � � ��l �8� ��l |
3
l | y �8�%|��3�&�

0
�� ¦ y�l | l � � ��� ¥ � ��l	x �����%���}�}� sCx � x�l�x �	¦ l ¤ w�l

(i)
� z{��
x→0

x�l | 2
j
ϕ(x) m −

� ¥ 2 x

x3
= −1 ,

(ii) ϕ−1(x) = x+
1

2
x2 +

1

6
x3 +

�
(x3) .

jZk#l�w | l,¨ �&� l | l |"�S� ¿Rç å çbV�ç�m�ç�¶`p�±�´�qK· rh®�Òi²i,´&n,sC� � � �%� �ds ¢	ã�ã8¡��>�
24

� ��� l � z{}� � � ��l �S� x � x �,���S�@���}��| l	x���lDw |-� zl | ��w �}� x �}�D�C� l[j�w |A� ��� x � � w | y%w �&�
m
�&� l�¨*y � l �T� ��l�w | ¥ �}�}���}| l,¨*y�l | x ��¦C� lKx �}|J� l	x � ��l ����| u � y%wC�

l
x�w � l�y � l | l �� y ��� l�¨*y � l � �"� w |-� w | y ��Û��;� l | l �]�	�&�D��� u �X����� y � y �@�����

g
� l |I� w |C�,� z��| ��l�S�K�&�T�C��� y%wC�

α
j�l � z�&| u�w �}� ��lax�l �1���X�&�,� z��|"�}|��}�,���&�d� l	x � l � y � ��l ����� l � y ���	�&�V� s�l	x

T = 4 ¥ l

g
K p x�l | α

2 q , � ��| ��l K(k) =

∫ π
2

0

dx·
1− k2x2

.

� |A����| y �X�	� l � ��l�x �����%�����}�[�}�}�T� y � � � ��l �8� ��l |
n
l | y �8�%|��"�&�

0
��l �S��� w |A��� z�8|

K(k)
� t4x	z{ s �1���X��� l ¤ w�l ©|A� x � x ���}�S�&�,����| l�x,s x�l | α

2
¤ α

2

�
1 ,

x�l`y � l | l

T = 2π ¥ l

g

õ
1+

1

16
α2 + . . . ö .

jZk#lR¼ ¹ ¼ ñ7Ç � Í ó7! ï s « ·r	¬i&®8¬i´P²�q�ÒÄpBÕ�±�r	¬:s�j ¢�Ü � l�� �>� s ~ z��� l Ú �]w � u#l	� � s�� � � �%� �ds¢	ã-Ü8ã s*§ 3d¹H3 ! � ó�! ñ » 8�¹G3�ÇÈË �b5 Ç ��Ó*s Ñ p,¿· r	q�²i,r�s�l	� �]� l � l � y�z l �5�
25

� �
f :

# → # l	xT��l �%������¦C� l�s�x�l � w �D�C� l S
f(x)

S
>
−

S
f 8 (x) S 6 x 2 # § 5

x0

y �&�¤ w�l\S
f(x0)

S
>

S
f 8 (x0)

S>sAl | y ��|C� l	x ��� l � w �@��� z��|
f(x) = 0

|�� y � l | lKx ��� w ���}��| l	x �j � �}�}�D�C�S� � � � ¦ l �%�h��� l �%���	�&|A� s
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Problemas —segundo bloque de trabajo—

2.1 .—
� �
a < b < c

s
a+b+c = 2

§
ab+ac+bc = 1

s ���%�8¦1���0¤ w�l
a 2 j

0, 1
3
m s

b 2 j
1
3
, 1 m § c 2 j

1, 4
3
m �j � l � l � l |C���S� x êº9 ô
! ï�j ! ñ � ��s�l	xPw |�� ��l ��� xvl � l ���������}� x4��l �c�P��� z{ y%w �}� � �>�

2.2 .—
k ��¦ w ����� s �X�&Ú,��|A� � �&� l | y�l�s ��� u � z��ÛC�	� ��l �S� x � u�w � l | y%l � w �%��� s�� � � �"���8�l � w �&�,����| l	x �1���X�&� zl,y �%���	� x ê

{
x = 2t − 4t3

y = t2 − 3t4

j � l � l � l |C���S� x ê � x�l �1�����@¦A� l ���Gä ��l"! ¹aÊ�¹ Í � �c� ô�Î�ó¿s ì =B�h
:/1�,=B�h
���+,�*��
:�	���8���A= s� wCx�x �S�&| � � y�¥ � � w ��� l�§�x 46 ê�¢ j ¢,ã�ã�¢�� s  
Ü�¢�� 
Ü@à��5�
2.3 .—

� w � z��| u � x�l ¤ w�l
f : [0, 1] → # y � l | lIx�l,u�w | � � ��l �%����� � �3�,�8| y �}| w �3¤ w�l� w �D�C� l

f 8 8 (x) > 0
l |

(0, 1)
§ ¤ w�l

f(0) = 0
� � �}� �%��� � x

a 2 (0, 1)
y �&�a¤ w�l

f 8 (a) < f(1)
� k#l � � x;y ���	�?¤ w�la¥ � §[w | zw |������

b 2 (0, 1)
y ����¤ w�l

f 8 (a) = f(b)/b
�

j � l � l � l |C���S� x ê � ���@� w�l	x;y �<�1�8� NPnX,r	± « ²ir�®�±�±�² ] Þc¤́Õ�±�$́# q�´ ] V@³cr	²}qIl |)�S� x�l �,��� z��| ��l� �%�8¦C� l ��� xf��l �C| zw � l �%� ��l � w |��}�Ã�� w �}�}� ��l ¢	ã�ã�ã ��l ���`� l ��� x;y � ì =-�	�	��+,����qM�h
Z/1��ï=B�h
���+,�*�4qM����
:/C�>(��>�
2.4 .— �0��| x � ��l � l � � x �S� x � w |C���}��| l	x

fm(x) =

{
xm
x�l | j 1

x
m x �

x 9= 0
s

0
x �
x = 0

s
� ��| ��l

m 2 N
3 ���%�8¦1����¤ w�l

f2n

l	xa��l �%������¦C� l
n
� l � l	xal | # � l �%�<|�� l�x;y�z� l |I������S� x�l � (n)(

#
)
s1§ ¤ w�l

f2n+1 2�� (n)(
#
)
� l �%�T|�� l	x4��l �%������¦C� l

n+ 1
� l � l	xvl | # �

j � l � l � l |C���S� x ê � �8|I�}� x ���%�8¦C� l ��� x ¢,¡�� �¢ § ¢�¡�� h  ��l �?« r,¬i&®8¬Z®�nT��l XZY ÇÍò !7þ � �¿l �y ���G¦C� zl | l �1���%�8¦C� l ����¢,¡���¢8¢8� � �d���}��|A�&��� l | y%l�s�x�l ��� � � z{S� ¥ �@� l � wCx � ��l �S�
fórmula

de Faa di Bruno
�1���X���S� ��l �%����� � �

n
£ zl�x ����� ��l

F(x) = (f Ð g)(x) s � x ��¦ l � s
F

(n)
(x) =

n∑

j=1

f
(j)

j
g(x) m $ ∑

j

n!

j1! $�$�$ jn!

õ g � (x)
1! ö j1 õ g � � (x)

2! ö j2 $�$�$ õ g(n)(x)

n! ö jn

,

� ��| ��l �S� ∑
j

x�l0l�¨*y � l | ��l � y � � � x �S� x ��� x �ª¦A� l�x1³cr,±�Òi²i%²i´�q�p�n0��l
j
l |
n
x�w ���&| � � x |��

| l	u � y �ª�h� x
j1
s
j2
s
. . .
s
jn
s ¤ w�l � ��l � z� x�j�l	x]��l ����� s � ��l � z� x¿��lPx�l �

j = j1+j2+ . . . jn§
j1
s�l�y �8� >

−0
�f� l ���ªÛA�	�&|

n = j1 + 2j2 + . . . njn
�0�
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Problemas —tercer bloque de trabajo—

3.1 .—
j ��� � l �

f
� � x � l � l	x?��l �%������¦C� lKl |

I = [−a, a]
� � l �&|

M0 =
x�w �
x � I

S
f(x)

S�§
M2 =

x�w �
x � I

S
f 8 8 (x) S � � �%�8¦1���4¤ w�l 6 x 2 I s�S f 8 (x) S <− M0

a
+
x2 + a2

2a
M2

�
j ¦�� � �

f
l	x���l �%������¦C� l]� � x � l � l	xdl | w |��}| y%l �����&���

J
|��v| l � l	x ���%�S�&� l | y�l �&�,� y � � � s� l �%�[��� x�x�w ��� l �T� x

M0

§
M2

x ��|BÛC|�� y � x,s�l | y ��|C� l	x?y �&��¦C� zl |
M1 =

x�w �
x � I

S
f 8 (x) Sl	x Û�|�� y � s�§[x�lay � l | l

{
M1

<
− 2

·
M0M2

x �����K�}��| u � y�wC�J��l
J
l�x

>
− 2

%
M0

M2

M1
<
−

·
2M0M2

x �
J =

# j ���C� z{�¤ w�l	x�l j �������
j � l � l � l |C���S� x ê � x �1�	� y�l���l �1���%�8¦C� l ���Gà���¢ � �>  ��l �d�}��¦��%� ÿd®8q�µ�r	o<p%q�ÒÄ´&n?µ�par	qK·r,¬}²�n�²�no<´*µ�p%±%q�´���l ¸�¹H7�Ç � ñ ó �c�7� í��s*§ �&��� z{ x�l � w�l	��lal |C����| y �X���#�&� u�w |A�G�}| � ���	�@��� z�8|�� ��l �y ���G¦C� zl |�XbY ÇÍò !7þfs ���%�8¦C� l ���[¢,ã���¢�	 j � l�x�w�l � y � l |c9 ô-! ï�j ! ñ � � ���>�
3.2 .—

� | w | l�¨ �&� l | ��l � z�&��� w �}� x�l�� ��¦1�G�S�G� w |A��� z�8|

f(x) =





1−
��� x

(3x)y�u
(5x)

x �
x 9= 0

0
x �
x = 0

§<¥ ��¦ z{S�K¤ wCl �	�&�}� w �S�	�
f 8 (0) � � �K����| y%l	x;y �&�,� z��| ��l�w | l	x;y%wC� �S��| y�l � w�l � x	z{�ê

f(x) ∼
(3x)2/2

5x
=
9x

10
⇒ f 8 (x) ∼

9

10
⇒ f 8 (0) =

� z{��
x→0

f 8 (x) =
9

10
�

k � x � w�y ���]�S�4�����}� � � �D��l�l	x;y �v� l	x � w�l	x�y � s@§Gx�wDu�l | l �X�&�}� � � �ds8l |C����| y �X�&| � �a�&� u0z w |l � l �D�C�}� l |J¤ w�law |[�X�&Ú,��|A�&�T� l | y ���&| z�&�}� u �T|��T� w |C���}��| l � u�w ��� ��l ¦A� l |��
3.3 .—

j:� �%�8¦C� l ����Ü ��l � Òi±�²�U&²Z®8o ��l Í � �c� ô�Î ó �>��K&� w4z�&| y � x |C�@�����&� l�x�x�l � w�l	��l |y �X��Ú&�	�#� w |A� l ����� x�l���l	x���l?w |�� w | y � � � � � ��l �1�C�S�&|�� M � |C����| y �X���P�S�a� l	u � z��| l |[���¤ w�l�l �d| zw � l �%� ��l |C�@�����&� l�xPl	x � z� ¨ �}� ���
j � l � l � l |C���S� x ê � �%�8¦C� l ��� l	x;y�wA� ��� � � § �"���8� Í Y�� ô ���7ÇD� óc� ¼�� � � ! j�& 7þ+,���	+,�  � Ü¤� 8 � ?�*�>�v� l | l ������¦��%�K� ��lRÞ�r�n0¿· ´�q�²i,r�n � � � x � w | y � x���l ����| y �@� y ������|D�S� l ����� x�l��l ��� x |��8�%���&� l	xf��l	x%��lvw | � w | y � � � � � x ��| l,¨*y � l �T� x � l �S� y ����� x0��l �S�`� w |C��� z��|�¤ w�l� �?��� � � x�y �&|C���S� ��l ��� w | y ��� w |T� w | y �G�	�%¦C� y �X���%�}� ��l �S� l �}��� x�l � � �`����| � ����� z��|T�1���X�¤ w�l ��� l � w �@��� z��|

x4 + 4px3 − 4qx− 1 = 0
y%l | u ���X� z{}� l	x � zw � y ���C� l�xvl�xPl�¨ ��� l�x �	¦A� ll |"�S�K�S�8�%���

(p+ q)2/3 − (p− q)2/3 = 1
j F !7�7ó�»]s�°#®8±�p Ñ

r�Ò æ p%o<r�Òi²i�n �X�5�
3.4 .—

� l �
f
� � x � l � l	xT��l ���ª����¦C� l<l |

[0, 1]
s � w �D�C�}� l | � �

f(0) = 0
s
f(1) = 1

s
f 8 (0) = f 8 (1) = 0

� � �%�8¦1���4¤ w�l�S
f 8 8 (ξ) S > 4 �1���X�D��� u�z w | ξ 2 [0, 1]

�
j � l � l � l |C���S� x êHXZY ÇÍò !7þ]s ���%�8¦C� l ���`¢�¢8� �ã�� � �&��¦C� zl | l |½9 ô-! ï�j ! ñ � � K � x�l ���T� x � �l | w |C���S� � � M � �h���%�8¦C� l ��� � � y �4�&�*� l |�� xc��l ¢	ã� �¢ s � zl � x�lRý ¹ ¼ � ô » !�»|ý ¹bX ÓÃ� �('� s°¿±,´ Ø ¬Vp�o n`r,q�µ åcæ p,´�±�p%o�nP²}qJ¶4q�r	¬ ×An�²�n4m�s � ���%�}| u�l � s�� * l	� � s ¢	ã-Ü@¡ s��¿y � �;��s �P�	�c�g s� û ¢� �¢8�>�



Cálculo integral

��t � � � �#� � � t � � z� �ù��l �d���&���8� ��l�w |A��� w |C�,� z��|������	� y ��� ��l ���,��|��*�,��� � l | y � ��l > ¼ZÌ¿¼Då¿º º Ã�Î&Á�)�º À�»]¼�ú}¾	½�ÏÌ,½Dú Ë À ]�¼:À	ú�º}Á�» ¼Då û ½BLSÁ�º Aû@Ë ú�¼�úC¼+*8¼cÌ@A 1
2

å å�,�å1Ì�å.-¼�ÇÈ],½ ü ½�À	ú�Ç Ë 1
2

å å�,�L�A å1Ì�åÉ�Á�ú@¼ZÀ,º » û ½�ú�¼üL�ú Ë ú�¼iÃ�/0Ç Ë ÏÌ�º ü ¼iÃ4º À�[	Á�Å ] Ë Ç�ºªÆ&ÁÄÃ üZË Å Ïü Á�Å º ÃMA ä&ü À	½XÆ�º Ã"LSÁ�»]»0)1/Ì�º L�L>¼�Ç:¼:À&ú�º )ÅL>¼%Á�L�/DÌ@A�Ç:¼:Ï
ü º û Ç�½ ü )VLSÁ�À	úSý ÐÉ ö ¼:ºªÆ�À,º æ°A �2¬2��¬ Ð

x�wb� �}� l � l |A���S��� sv� �-� w�u ���[�&�#�,��|C� l � y �)��� y%l � z� y �}�,� ��l �}| y%l,u �X�&� ��l ÛC|�� � �*� � �D£� l � l �T� x ����| w | l � l �D�A��� y ����� � � ��l ��� ê z{ x ���	�*ê y�l | l �T� xKw |A�[�����%�}�}��� ��l � u � � �j:w |�� � �}� l | x �}��|A�&�V� ��l �}��| u � y%wC�
l
s ����¦��%���	� � � ��l �T� � � y ��|<�T�}| w ���}� x �D¤ w�l �S� ��l |�£x � � � � �}�}| l �&� j ��� x �#���8� w |�� � � � ��l ����| u � y%wC� � l�x � w |C�,� z��| ��l �S� � � x;y �&|C���S��� w |�� ��lx�wCxal�¨*y � l �T� xKj �&���}Ú	¤ w � l � � �*� s�x�l	u0zw |B����� z�8�%� w �S�

ρ(x) = e−x ��K&� w4z�&� l	x �S� ��� x �y � y �&� ��l �S�������%�}�}��� M� ���}|��S�8�%���@��� z�8|Y¤ w�lTy�l | l �T� x |�� x�� ��� l�scl | y*zl ���T�}|�� xG� �}� l � l |C���S�&� l�x,s ¤ w�l �S���� x � j:l � � ��� l � l |C���S��� ��l ��� x �8� ��l � l � l � l | y � � �}� l � l |C���S�&� ��l �}��| u � y%wC����l ���?�����%���}�S�x � y%w � � �J� � � x;y �&|C���S�
x
��l � l�¨*y � l �T�[�}Ú	¤ w � l � � � l	x

dm = e−x dx
� k#l � � � �[¤ wCl�1���X� ¥ �&�}�S�	�`�S�D��� x � y � y �&� x�l |�� x ��� w ��� l Þ x�w ���	� ßTy � � � x4l	x;y � x ��� x � x �}|�ÛC|�� y�l	x �ª£����� l	x

dm
sc��l	x%��l �S� x � y�w � � � l |

x = 0
¥ � x;y ���S� x � y%w � � � l |

x = l
� � �	�X� l	x�y �Þ x�w ��� ßDy�l | l �T� x,s�u �X�@���S� x � �dl ��¦C|��}Ú j ¢	ä8à�ä�� s�w |A�G|�� y �&�,� z��| l �}��� w�l | y�l � t#x,z{ s Í�À	Ìl¨�¾	¼�Ç:¼ Ë Ã  02aö ¼:ºªÆ�ÏÀ,º>ú�Ã û Ç+) ä å�¼iÃ�ú�¾	¼hÅ5¼;úVú�¼�Ç ∫ú�½�ú�¾	¼ Á Ç�Ì,º À Ë ú�¼�½BL Ëdü Á;Ç�Ï[;¼�ú�½vÌ,¼:À	½Xú�¼�ú�¾	¼ > Á�»]»½�L8ú}¾	¼ Á Ç:Ì�º À Ë ú�¼iÃ�½�ÇhÍ1Ç:¼ Ë½�L�ú}¾	¼ ü Á;Ç+[�¼KA � Ì�º5ÌTÃ:½�Ï»]¼ C ¼ Ë ÇVÃTÆ	¼KL>½�Ç:¼GÇ:¼ û Ç:¼:ÏÃ:¼:À	úfú�¾	¼0Ã Ë »f¼?ú}¾,º À�]DÆ Cº ÀXÃ ü ÇiºªÆ�º À�]�ú}¾	¼ Á Ç�Ì,º À Ë ú�¼º À Ë ÃZÎ&Á Ë Ç:¼ . . .   C Ã C »¿ÏÆ,½�Å Ã�ú}¾	¼�Ç:¼KLª½;Ç:¼

. . . Ë Ç�¼ú}¾	¼�½�Å5Ì,¼iÃ;ú�º À4ú�¾	¼�§�º À	Ì�ýÉÍ^A¼�¨Aú�½�À�A �=�ä�,® Ð

M =

∫
dm =

∫ l

0

e−x dx ,

� ��| ��l �S� l � l �&����� u � � �D|�� x�l � l,l Þ x�w ��� ß�sAx �}|�� jZ��l	x���lTÝ � ¥ �&|�| Ù¿l �%|�� w �}��� s ¢	ä�ã8ä��Þ��}| y%l,u �X�&� ß �tv¥ �@��� s
e−x

l�x �S� ��l �%�ª��� � � ��l
−e−x

s �����T�T��� ��l �T� x�y ��| y�l ��� s � x	z{�¤ w�l
∫ l

0

e−xdx =

∫ l

0

d
j
−e−x m ,

§-l	x;y � zw � y �}���YÞ x�w ��� ß<��l Þ � ��� l � l |C���S��� l	xal | l	x �	�&� l �X� ß[x�l � z� � u�w �&�]� �S�T�����%�S�&�,� z��|y � y �&� ��l
F(x) = −e−x

l | y � l
0
§
l
s�l	x?��l ����� s �

F(l) − F(0)
� k#l ���&| l �X� ¤ w�l �S���� x � ��l �S�������%�}���S�K���D� x�l �

M = F(l) − F(0) = 1− e−l �
�0���T� w | x�l,u�w | � � l � l �D�C�}� s � ¥ �@��� u�l ��� zl,y �%����� s*x�w ����| u �&�T� x ¤ w�l ¤ w�l � l �T� x¥ �&�}�S�	� l � z��� l �

A
�����D��� l | � � � � l | y � l[w |A�J� w �%���

y = y(x)
sfl � l � l

X 8 X s]§ ��� x� l � y � x � l � y �}����� l	x
x = a

§
x = b

� � w ����| � � l �T� x ¤ w�l
y(x)

l	x �,�8| y �}| w � sd§ ¤ w�l
y(x) >

− 0
�1���X�

x 2 [a, b]
�
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t ¤ w�z{ s�l � l � l � l | y � � ��� l � l |C���S��� ��l"z��� l � s�l |��	� � �`��¦ x ��� x �
x
shl	x]l � z��� l � ��lvw |A�¦1�&| � �D� l � y ��| u8w ����� ��l �&� y�w ���

y(x)
§ ¦1� x�l �}|�ÛC|�� y%l	x �}���&�

dx
s
dA = y(x)dx

sd��l
�T� � � ¤ w�l

A =

∫b

a

y(x)dx .

� �a����|���� l � � x�w |A� primitiva de y(x)
l	x<��l �,�ª� s#w |A�)� w |C�,� z��|

Y(x)
y ����¤ w�l

y(x) = Y 8 (x) 6 x 2 [a, b]
s�l | y ��|C� l	x ��� � � l �T� xP¥ �&�}�S�	�

A
s �����T���&| y�l	x ê

A =

∫b

a

Y 8 (x)dx =

∫b

a

dY = Y(b) − Y(a) .

� | y%l ��� l � l � l �D�A���M� w�l	��l)x�l � l ��� z����� w �}� ��l �`�h�8� w � l |
V
��l � x�z����� � � jZ��l� l �h��� w ��� z�8|�� l | u�l | � �X� � �B� w �&| � � l �P� l ���}| y �B�C�S��|C�)�&| y%l �%�}�8� ��lbz��� l �

A
u ���X� l |y �@��|��H�&� l � l

X 8 X s4� �&| � � w |A�-� w�l � y �)�����T�C� l,y �*� � � l � l � l | y � � �}� l � l |C���S�&� ��l����� w � l | l�xPl �d����� w � l | ��law | � � x �,� ��l �X� � �}�
y(x)

§ �&� y%w �X�G�}|�Û�|C� y%l	x �}���&�
dx
s

dV = πy2 dx =⇒ V =

∫b

a

πy2 dx .

� | l ����� x � �1�	� y ��� w �S���
y(x) = R

h
x
§

[a, b] = [0, h]
s � l�x�w � y � ¤ w�l�l ���h�8� w � l | ��l �����|�� ��l � l ����� w ��� z��| ��l �X� � �}�

R
§ �&� y%w �X�

h
l	x

V =

∫h

0

π
R2 x2

h2
dx =

∫h

0

d
õ πR2x3

3h2 ö =
πR2 h3

3h2
− 0 =

1

3
πR2 h ,

� u�w �&��� un tercio
��l � z��� l � ��l ����¦�� x�l�s ���8�c�S�4��� y%w �X� s �����T� § �0�C�%�8¦ z� t �X¤ w�z{}� l	��l�xj  &à"Ü¤� �¢�  �*���?�>� s ¤ w�l �,�8|C�*� z{�� l ��� z�&��� w �}� ��lYz��� l � x4§ ����� zw � l | l	x �����T��� z{}�T� y%lD��lx�w ��� x4��l �	�&| y � � � ��l	x ��|�ÛC|�� y�l�x �}���&� l�x �

áf� ¥�l � � x ��� x�y � w |K������� l |T��� x¿� � x�y�l ��� x �&| y%l �%�}�8� l	x ¤ w�l�l | l � x � u �}� � � � s&l �� z�&��� w �}�K�����&|�Ú��#���8� l �C����� ��|C��¤ w�lv��l ���`� y � z� x �S�?�}| y�w �}�,� z��| u�l ��� zl�y ���}��� § � l � x � u�w�l� x�l | y ��� x�lGx �8¦�� l ¦1� x�l	x � z� u ���	� x � z� x �%� u8w �%� x � x ¤ wCl �S� x ¤ wClay�l | z{�� ¥ � x;y � l | y ��|C� l	x ��cl | x �&| � � x�z���}� l |I| l � l�x � � � ��l	x �}| y�l �%|A� xa��l �����%�8�C�}�[����|������}� � l | y �"��� y%l � z� y ����� sw |A�4�C� l	� ��� ��lPy ��¤ w�lvl �X��| �S� x | w�l ��� x � w |A���}�8| l	x ¤ wClv¥ �	¦ z{��&| x�w � u � � ���?�S�#� w Ú y �X� x�}� x4y �X��¦1����� x#��lTÝ � Ù � ê � w �%� l � j ¢¤Ü8ä8à@£X¢�à
�¡h�v����|��S� x?x�l �%� l	x4y �%� u ��|���� zl�y �%���	� x#l | l ����%�}� l � y%l �����}� ��l � x � u �}��� � ��� l ��� x � ��l ¦ z{��G�}� l,u ��� y �&��¦A� zl |��&��ÛC|A�&���&������|C� l � y � ��l�}| y%l,u �X�&� ��l ÛC|�� � � s ¤ w�l?��l#¥�l � ¥ � l ��� l �C� z� x �&| y � u�w � ��l � cálculo infinitesimal �e?�	¦ z{��T¤ w�l���l Û�|C�ª� l	x�l ����|C� l � y ������|J�%� u �8� s�§J��l�x � w�z l	x4l	x;y%wC� �S���a�T¤ w�z l � w |C�,����| l�xl �X�J���C�}���	��¦C� l � � ��� l�x � w�l	x;y � ��l"Ù �c�P� l ����|�| l |N¢,à"	 ��s ¤ wCl�l	x;y%wC� �S�	� l �T� x � z� x� ��l �S�&| y�l�s Ú��&|�� z� y � � � � � x � wCx � z��| s �&��� l |�� x]¥ � x;y �?���%�}|C�����C�}� xf��l � x � u ��� �4� s�l |�¤ w�le�� �dl ¦ l	x�u�w�lGl	x;y ��¦C� l ��� z� w |A�T| w�l ��� y�l �8� z{S� ��l �S�T�}| y%l,u �X�&� j ¤ w�l |�� x�lD� � l | l	x;y%l���%�}� l �#� w � x � ��l �&| z�&�}� x � x ���
3.1 PRIMITIVAS� x�y�wC� �S��� l � � x � ¥ �8�X�"�S� xKy*zl �,|����	� x � z� x ¦ z� x �}��� xT��l �P� z����� w ��� ��l ������� � y ����� x,s��l �%��| � � x �}| y �*���	�`�&� u0z w | y ����� ��� z� x ����� s �����T� l � ��l �S� x �}| y�l,u �X�&� l	x binomias �



88 CÁLCULO INTEGRAL

Definiciones ?*½�»f½c[�¼�Ç:¼:»f½ÄÃ�¼:À�Å Ë Ã:¼ ü Ïü º�Ê½�À Ã�º ]8Á�º5¼:À&ú�¼KA0Ì Ë Ì Ë Á�ÏÀ Ë LVÁ�À ü ºXÊ½�À
f
ü ½�À&ú}º À@Á Ë ¼:À

[a, b]
A@Å Ë LSÁ�À ü º�Ê½�À

G(x)=

∫x

a

f(t)dt

¼iÃ�Á�À ËKû Çiº »]ºªú}º�[ Ë Ì,¼
f
ýÍ [;¼ ü ¼iÃGÎ&Á%¼ZÌ Ë ÀJÌ,¼ ä À,º ÏÌ Ë Ã Ë Ã�ÊJ LSÁ�À ü º5½�À	¼�Ã*À@Á�¼°[ Ë ÃMAü ½�»f½dÅ Ë LVÁ�À ü ºXÊ½�À]¼�ÇiÇ:½;ÇMA�¼ZÅÃ:¼:À	½0º À	ú�¼D]XÇ Ë Å A�¼:ÅhÅ5½ü] Ë Çiºªú}Ï»]½aº À	ú�¼D]XÇ Ë Å A�Å Ë Ã�LVÁ�À ü º5½�ÏÀ	¼iÃd¼:Å�ÊJ û ú�º üZË ÃMA

. . .

� � integral indefinida
��l�w |A�B� w |C��� z��|

f(x)
��l ÛC|�� � � l | w |b�}| y%l �����&���

I 1 # s���l |�� y � � �����8� ∫
f
� ∫

f(x)dx
l	xvl �c����|�� w | y � j |�� ���@� z{}� x �

f
l	x ����| y �}| w � s� l �#�S�K|�� y �D�&������� u�l |1� ��l � w |C���}��| l	x {

F : I→ #
: F 8 (x) = f(x)

6
x 2 I} �P�P� � �� w |C��� z��|

F
��l?l	x;y%l ����|�� w | y � x�l?� ��� l ¤ w�l?l	xfw |A� primitiva

��l
f
l |
I
� � l#l	x ���%��¦ l

∫
f(x)dx = F(x) + C

� w�l�x,s �����T� § � x ��¦ l �T� x,s1� � x ���%�}�T� y ����� x`��l
f
l |
I
x�lD� ��� l � l |C���S�&| l | w |A�T����| x £y ��| y�l �

Propiedades

¢8� � �
F 2 � (1)

s ∫
F 8 (x)dx = F(x) + C

�
 *� � �

f
§
g
y � l | l |"���%�}�T� y �ª��� x,s ∫

(λf+ µg) = λ
∫
f+ µ

∫
g
��� ê z�8�%� w �S� ��l integración por partes ê � � u, v 2�� (1)
s

∫
uv 8 = uv −

∫
u 8 v .

u v(n+1)

u � v(n) G
u � � v(n−1) 3³³³ ³³³ ³³³
u(n) v � 3 n−1

u(n+1) v 3 n

� � ê z�8�%� w �S� ��l integración por partes extendida ê � � u, v 2�� (n+1)
s

∫
uv(n+1) = uv(n) −u 8 v(n−1) + . . .+(−1)nu(n)v+(−1)n+1

∫
u(n+1)v .	*� ê z�8�%� w �S� ��l cambio de variable

��l � y �����
x = g(t)

ê � �
g
l	x���l ���S� x�l� (1)

§�y � l | l �}|h� l � x � y �&�G¦C� zl | � (1)
s

∫
f = F(x) + C =⇒

∫
f
j
g(t) m g 8 (t)dt = F

j
g(t) m + C ,

Ejemplos

1.– e?���}�S���
I =

∫ õ 1
x

−
�}� u õ x + 1

x ö4ö dx �
�0��| l ���	�&��¦C�}�

x = 1/t
s�x�l �}� l,u �G�

I = −
�}� u�S

t
S
+ J
s�� ��| ��l

J =

∫ �}� u
(1 + t)

t2
dt
�

� x;y �G�}| y%l,u �X�&� x ��� l ���8�v�1��� y�l	x	s*y �����&| � �
u =

��� u
(1+ t)

s
dv =

dt

t2
ê

J = −
1

t
�}� u

(1+ t) +

∫
1

t(1 + t)
dt = −

1

t
�}� u

(1 + t) +
�}� u�S

t
S
−
�}� u�S

1+ t
S
,

� ��| ��l�x�la¥ � wCx � � �T�S� ��l	x �,���D��� x ����� z��| 1

t(1+ t)
= −

1

1+ t
+
1

t

�
� wCx�y � y�w�§�l | � � l �d���&���8� ��l

J
§ Þ ��l�x�¥ �@��� l | � � l ���	�&��¦A��� ß�s � l�x�w � y �

I = −(1+ x)
�}� u õ x + 1

x ö + C.
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2.–
� �8�v�1��� y%l	x,s�y ������| � �

dv = dx
sCx �&� l |

∫ �}|
xdx = x

��|
x− x+ C

∫ ����� y�u
xdx = x

����� y%u
x −

1

2
��|

(1 + x2)
∫ ����� x�l |

xdx = x
�	�X� x�l |

x + ? 1− x2 + C

x3 e2x

3x2 1
2
e2x G

6x 1
4
e2x 3

6 1
8
e2x G

0 1
16
e2x 3

3.– �0��|"�S�G� z�8�%� w �S� l�¨*y%l | � � � � ��l �}| y�l	u �X�&�,� z��|"���8�v�1��� y�l�x,s
∫
x3e2x dx =

1

2
x3e2x −

3

4
x2e2x +

3

4
xe2x −

3

8
e2x + C.

Integrales inmediatas

� l ���8� � �&| � �"�S� x���l �%����� � � x���l ��� x � w |C���}��| l	xal � l � l | y �&� l	x,s�x�lTy � l | l |)�}� x�x ��£u�w � l | y%l	xcl	x ¤ w�l ��� xfj:� �8| ��l0� ��� l
x
s
dx
s � w�l	��l���l �����

u(x)
s
d
j
u(x) m � ��l � z�8�%� w �S� xj:l ����| y�l �%���&�}� ��l���l ÛC|������ z��| l	xvl � � ���T�}|��}� ��l �d�}| y�l	u �X��| � � l |J�	� � �K�	� x �*�Xê

∫
xr dx =

xr+1

r+ 1
+ C (r 9= −1)

∫
dx

x
=
�}� u�S

x
S
+ C

∫
ax dx =

ax�}� u
a

+ C (a > 0, a 9= 1)

∫ x�l |
xdx = −

�,� x
x+ C

∫ ��� x
xdx =

x�l |
x+ C

∫
dx��� x 2 x =

y�u
x + C

∫
dxx�l | 2 x

= −
��� y�u

x+ C

∫
dx

1+ x2
=
�	�X� y%u

x+ C

∫
dx·
1− x2

=
����� x�l |

x+ C

∫ � ¥
xdx =

� ¥
x + C

∫ � ¥
xdx =

� ¥
x+ C

∫
dx� ¥ 2 x

=
� ¥
x+ C

∫
dx� ¥ 2 x

= −
�0� y%¥

x + C

∫
dx·
x2 − 1

=
t � u � ¥

x + C

∫
dx·
1+ x2

=
t � u � ¥

x + C

∫
dxx�l |
x

=
�}| rrr y�u p x

2 q rrr + C ∫
dx��� x
x

=
�}| rrr y�u p π

4
+
x

2 q rrr + C
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Funciones trigonométricas (I)

1.–
� | y%l,u �X�&� l	x4��l � y �ª��� ∫ x�l | m x

��� x n xdx s ����| m,n 2�É �
(a)





m
�}�D���	��ê �����G¦C�}�

u =
��� x
x ;

n
�}�D���	��ê �	�&�G¦C�}�

u =
x�l |

x ;

m+ n
�1����ê �	�&�G¦C�}�

u =
y�u
x .� x;y � x �����G¦C�}� x,s ����|

m,n 2�H n {0}
����| ��w � l |J�G�}| y�l,u �X�&� l	x �}|�� l�� �S� y � x � � |u�l | l �X�&� s ���}| y�l	u ����� l	xv��l � w |A���}��| l	x �X�@���}��|A�&� l	x � � |"�&� u0z w |[�	� x �G� w�l���l |<� w |A���}�8|1�	�����| w | l,¨ ����| l | y%lal | y�l �%� §[l �d� y �%�T|���� � �8� l � l �D�C�}��ê

∫ x�l | 3 x· �,� x
x
dx =

2

5
(
��� x
x)5/2 − 2(

��� x
x)1/2 + C

∫
4��� x 3 x dx =

2
x�l |

x��� x 2 x +
��� u õ 1+

x�l |
x

1−
x�l |

x ö + C

∫ x�l | 3 x��� x 5 x dx =
1

4

y%u
4 x+ C

(b) m,n 2\H �&�G¦�� x �1��� l	x ê wAx �K� l � l�y � � � ��l �S� x � z�8�%� w �S� x
x�l | 2 a =

1−
��� x
2a

2��� x 2 a =
1+

��� x
2a

2x�l |
a
��� x
b =

1

2 ¡ x�l | (a+ b) +
x�l |

(a − b) kx�l |
a
x�l |

b =
1

2 ¡ ��� x (a− b) −
�,� x

(a + b) k
��� x
a
�,� x
b =

1

2 ¡ ��� x (a+ b) +
�,� x

(a− b) k� �8� l � l �T�C�}� j
m 9= 0

� s
∫ x�l | 2(mx)dx =

x

2
−

x�l |
(2mx)

4m
+ C

∫ x�l | 2 x
�,� x 4 xdx =

1

16

õ
x +

x�l |
2x

4
−

x�l |
4x

4
−

x�l |
6x

12 ö + C

t4w |C¤ wClKy �&��¦C� zl | x�l � w�l���lDl,¨ ��� l	x �	� l �f��| y�l	u ����| � � l |)� w |C��� z��| x�z�8�}� ��l x�l |
x
���� x

x
s�§ ���C�}���	��� l | y ��|C� l	xvw |A��� z�8�%� w ��� ��l � l	��w �	��� z�8|��

(c)
ê z�8�%� w �S� x4��l � l	��w �,��� z��| s ��| y�l,u �X�&| � �T���8�P�1��� y%l	x �
� �8� l � l �T�C�}� s�x�l �

Im =

∫ ��� x m xdx � � � y �����&� � x	s ���8�J�1��� y�l�x,s dv =��� x
xdx

s � l�x�w � y �
Im =

x�l |
x
��� x m−1 x + (m− 1)

∫ ��� x m−2 x (1 −
��� x 2 x)dx ,
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� w�l,u �
mIm =

x�l |
x
��� x m−1 x + (m − 1) Im−2

� � �	�X�
m 2ÏÉ l	x;y �J� z�8�%� w ���� l	��w � lal ��� z����� w �}� ��l

Im
¥ � x�y �

I0
s
I1
�
I−1

s �}|�� l�� �S� y � x � � �8� l � l �D�C�}� s
∫

1��� x 3 x dx =
1

2
p x�l | x�,� x 2 x +

�}� u rrr y�u p π
4

+
x

2 q rrr q + C

� w �&| � �
m 2�H x�l �8¦ y � l | l�s �	�A�����	�&| � ���S�K� l � w ��� l |A���S�G���	�X�D�}| y%l,u �X�&� l	x?��l Û�£|�� � � x`j K�������� l �T� x4��l	x � w�z l	x �G���G� z� u �}|A�DäÃ M �Xê¡ Ë Å Å Ë ÇMA4¼:ÀJ»f¼:À	½;Ã�Ì	¼�P»¿º À@Á�úS½ÄÃMA"¼:ÅV[ Ë Å5½�ÇJ»f¼:ÏÌ�º ½3Ì,¼ )�$�% 100 x

A ü ½�ÀÁ�À �2�4 Ì	¼v¼�ÇVÇ:½�ÇfÇ:¼:Å Ë ú}º Ï[;½�É>Í1Ç�À	½�Å65 Ì%Ð
∫π/2

0

��� x m xdx =





(m−1) (m−3) 7 7 7 1
m (m−2) 7 7 7 2 π

2

x �
m
l	x �1���

(m−1) (m−3) 7 7 7 2
m (m−2) 7 7 7 3 x �

m
l	x �}�D�1���

� l � w�l	��l |��,���D���%�8¦1��� s �����T� l � l ���������}� s1l	x;y � x � y �X� x � z�8�%� w �S� x#��l � l	��w �	��� z��|
�1���X�G���K��| y�l,u �X�&�

Im,n =

∫ x�l | m x
��� x n xdx ê

(m + 1) Im,n =
x�l | m+1 x

�,� x n−1 x+ (n− 1) Im+2,n−2

(m + n) Im,n =
x�l | m+1 x

��� x n−1 x+ (n− 1) Im,n−2

(d) In =

∫ y%u
n xdx

s
n 2�É − {0}

�
� |��}� x �	� x � x

n
���T�1��� x�l � w�l	��l | ¥ �@� l �#�}� x �	�&��¦C�}� x?��l �c���1��� y � � � (a) � � |� w �&��¤ w � l �?�	� x � x�l � w�l���l`wCx ���#�S�G� z�8�%� w �S� ��l � l � w ��� l |C�,���

(n − 1)
j
In + In−2 m =

y%u
n−1 x ,

�8¦ y%l |�� � � wAx ��| � �
1+

y�u
2 x = (

y%u
x) 8 � � �8� l � l �D�C�}� s

∫ y%u
5 xdx =

1

4

y�u
4 x−

1

2

y%u
2 x −

��� u�S ��� x
x
S
+ C

∫
1��� x 6 x dx =

1

5

y%u
5 x+

2

3

y�u
3 x+

y�u
x + C

2.–
� �%� ��w � y � xv��l�x�l |�� x�§ �,� x�l |�� x �� l`wCx �&|<�S� x � z�@��� w �S� xP��l?y �X�&| x �V�@�����@��� z��| ��l �C�%� ��w � y � x�l | x�w ��� x ¤ wCl#§ � ¥Cl �T� xl	x ���%� y ���&| y%l	x � t#x,z{ sCx �

m s n 9= 0
s

∫ x�l |
(mx)

x�l |
(nx)dx =

x�l |
(m− n)x

2(m− n)
−

x�l |
(m+ n)x

m+ n
,

��l�� ��| ��l�x�l���l	��w � l ¤ w�l �1���X�
m,n 2�H �,�8| m 9= n

s�x�lay � l | l
∫2π

0

x�l |
(mx)

x�l |
(nx)dx = 0 .
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3.–
� | y%l,u �X�&� l	x ∫

P(x)

{ x�l |
(ax)�,� x
(ax)

dx
s � ∫

eax

{ x�l |
(bx)��� x
(bx)

dx
s�� �8| ��l

P(x)
l�xvw |

�����}�}|����T�}� l |
x
�� �&� l |)����|B����� z�8�%� w �S� ��l �}| y%l,u �X�@��� z��|B���@�`���	� y%l	x`l�¨*y%l | � � � �*� � �8� l � l �D�C�}� s

x�l �
I =

∫
(x3 − 2x2 + 1)

x�l |
(2x)dx

��� l �1� x�l �T� xvl ���&� u �8�%� y � � s � z���T� � �D���	�X� l �
� z�&��� w �}��ê

x3 − 2x2 + 1
x�l |

(2x)

3x2 − 4x −1
2

��� x
(2x) 8

6x− 4 −1
4

x�l |
(2x) 9

6 1
8

��� x
(2x) 8

0 1
16

x�l |
(2x) 9� |R�S�B����� w �T|A� ��l �S�B�}Ú	¤ w � l � � � x�lJ¥ �@� l | ��l �%����� � � x x�w � l�x ����� x 3 l |����I� l | y �X�&� s�}| y%l,u �X�&� l	x4x�w � l	x ����� x ��áâÛ�|A�&�}� l | y�l�s

I = (x3 − 2x2 + 1) � õ −1
2
��� x

(2x) ö ��8 + (3x2 − 4x) � õ −1
4

x�l |
(2x) ö ��9 + . . .

= −
1

2
(x3 − 2x2 + 1)

��� x
(2x) +

1

4
(3x2 − 4x)

x�l |
(2x) +

1

8
(6x − 4)

��� x
(2x)

−
3

8

x�l |
(2x) + C

� l �K� ¥ �8�X�
I =

∫
eax

x�l |
(bx)dx

� � l`y � l | l

eax
x�l |

(bx)

aeax − 1
b

�,� x
(bx) 8

a2eax − 1
b2

x�l |
(bx) 9

� w�l,u �

I = −
1

b
eax ��� x (bx) +

a

b2
eax

x�l |
(bx) −

a2

b2
I ,

��l �T� � � ¤ w�l�s���l�x � l ���&| � � s

I =
1

a2 + b2
eax

j
a
x�l |

(bx) − b
��� x

(bx) m
=

1·
a2 + b2

eax
x�l |

(bx +ϕ) + C ,

x � x�l |
ϕ =

b·
a2 + b2

§ �,� x
ϕ =

a·
a2 + b2

�
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Otras fórmulas de reducción, por partes

1.–
� | y%l,u �X�&� l	xv��l � y �����

In =

∫
xn·
a2 − x2

dx
sC� ��| ��l

n 2�H �
� ������| � �

u = xn−1
s�x�l �}� l	u �T�

n In = −xn−1 ? a2 − x2 + a2(n− 1) In−2 ,

����|"�S�K¤ wCl�x�l � l � w ��� la¥ � x;y �
I1 = −

·
a2 − x2 + C

s �
I0 =

����� x�l | j x
a
m + C

�

2.–
� | y%l,u �X�&� l	xv��l � y �����

In =

∫
a2

(x2 + a2)n
dx
sC� ��| ��l

n 2\H s n > 1 �
(Modo 1).

� |H���%�}� l �T� w�u ��� s]x�w ����| � � § � l�x;y �&| � �
x2
l | l ��| w � l �X� � �8� s]x�l

y � l | l
In = In−1 −Kn

sh� ��| ��l
Kn =

∫
x2

(x2 + a2)n
dx
� � x;y �?�}| y�l,u �X�&�

Kn

x�lv¥ �&� l
���8�v�1��� y�l�x,s*y �����&| � �

u = x
� � l ��� l,u �T�

In =
x

2(n− 1) (x2 + a2)n−1
+
2n− 3

2(n− 1)
In−1 ,

����|"�S�K¤ wCl�x�l � l � w ��� la¥ � x;y �
I1 = a

����� y�u j x
a
m �

(Modo 2). �0�8| l ���	�&��¦A��� ��l �����%�S�	¦A� l x = a
y%u
t
sCx�l`y � l | l

In =
1

a2n−3

∫
(
��� x
t)2n−2dt .

� l ���C�����	�a� l	��w �,��� z��|����8�0�1��� y�l�x,s ¤ w�l#§ � ¥�l � � x ��� x;y � s*l | l	x�y ����| y�l,u �X�&� sh§ �&�CÛ�|1���l �������G¦C�}� x�l���l	x�¥ �@� l ����| x�l |
t =

x·
x2 + a2

s �,� x
t =

a·
x2 + a2

�
Funciones racionales� |A� función racional

j � l �&�S� ��lTw |A�������%�S��¦C� l
x
l	xaw |3������� l | y%l���l �����}��£|����T�}� xal |

x
����|)��� l ÛC�,� l | y%l	x � l �&� l	x � � �

P(x)
§
Q(x)

x ��| � � x �1���}�}|����T�}� x`§-l �u �X� � � ��l
P(x)

l�x ��� § �8�v�D� u�w �&�d¤ w�l?l � u �X� � � ��l
Q(x)

s�¥ �@��� l | � �D��� � ����� x � z��| ��l�}� x �������}|���� ��� x4x�l �8¦ y � l | l
P(x)

Q(x)
= C(x) +

R(x)

Q(x)
,

� ��| ��l � ¥ �8�X� s�l � u �X� � � ��l
R(x)

l	x � l |��8�K¤ w�l l � u �X� � � ��l
Q(x)

� � �<��| y�l,u �X�&���l
C(x)

l	x �}|�� l�� ��� y � s � x,z{#¤ w�l"l | l � l	x;y%wC� �}� ��l �S�-�}| y%l,u �X�@��� z��| ��l � w |C���}��| l	x�X�@���}��|A�&� l�x |�� x ��� ��l �T� x �}��� � y �������c�	� x � l |�¤ wClal � u �X� � � ��l ��| w � l �X� � �8� s
P(x)

sl	x � l |��8�#¤ w�lal � u �X� � � ��l � ��l |C�8� �}|A� � �8� s
Q(x)

�
� | y �&���	� x � s � w �&| � � x�l ����|���Ú��	�4��� ��l	x �,�8�T��� x �}�,� z��|������D�C� l�y � l |D���@� y �8� l�x���l

Q(x)
s1x�lGwCx � l �c� zl�y � � � ��lG��l	x �����D��� x ����� z��| l |-���X�@�,���}��| l	x?x �}�D�C� l	x ê l ��������� l | y%l
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P(x)

Q(x)

x�l � w�l	��lal	x ���%�ª¦A�ª� s�l | u�l | l �X�&� s �����T� w |A� x�w ��� ��l
n∑

k=1

Ak

(x − a)k

���8�v��� � �����@� y �@� ��l
Q(x)

��l � y �����
(x−a)n

j ���8��� l	x ����| � � l | y�l �������X� z{}Ú?� l �&�
a
��l

� w � y ���C�}����� � � �
n
s�§

m∑

k=1

Bk x+ Ck¡ (x − α)2 + β2 k k���8�G�	� � � �1��� ��l �X� z{�� l	x �,���D�C� l ��� x ����|�� w�u � � � x
α s β i ��l � w � y ���C�}����� � � � m ��l

Q(x)
� k ��� l � x � x � zl,y � � � xv��l � z�&�}� w �}�D� l �%� � y%l |J�8¦ y�l | l �4�}� x ��� l ÛA��� l | y%l	x

Ak

s
Bk§

Ck

s ¤ w�lal	x�y�z�&| w | z{������	�&� l | y%l���l,y�l �%� �}|A� � � x �� ���}| y%l,u �X�@��� z��| sC��l	x � w�z l�x,s���l ��� x4� � x;y �}| y � x �S�X�@�,���}��| l	x4x �}�D�C� l	x4l	x � x	z{�ê
∫
dx

x − a
=
�}| S
x − a

S
+ C

∫
dx

(x − a)n
=

−1

(n− 1) (x − a)n−1
+ C

x �
n 9= 1

∫
Ax + B

(x − α)2 + β2
dx =

∫ õ A(x − α)

(x − α)2 + β2
+

Aα + B

(x − α)2 + β2 ö dx
=
A

2

�}| j
(x − α)2 + β2 m +

Aα + B

β

����� y�u õ x− α

β ö + C ,

¥ �@��� l | � � l �������G¦C�}�
x − α = βt

l |"�S� x�l,u�w | � ���}| y%l,u �X�&���]á �&| z�&�}� u �&� l | y%l�s
∫

Ax + B¡ (x − α)2 + β2 k k dx =

∫ (
A(x − α)¡ (x − α)2 + β2 k k +

Aα+ B¡ (x − α)2 + β2 k k
0
dx

=
−A

2(k− 1) ¡ (x − α)2 + β2 k k−1
+ (Aα+ B) In(t) ,

� ��| ��l�¥�l �T� x � w�l	x;y � s*y �X� xPl ���	�&��¦C�}�
x− α = t

s

In(t) =

∫
dt

(t2 + β2)k
,

�}| y%l,u �X�&��¤ w�l`§ � x�l�¥ � l�x;y�wC� �S� � ���&| y�l�x �

Ejemplos. 1.– I =

∫
x2 + 5x − 3

(x + 1)(x2 − 4)
dx
�

� �%�8����| l � � x �S� ��l	x �����T�1� x ����� z��|
x2 + 5x− 3

(x + 1)(x2 − 4)
=

A

x+ 1
+

B

x − 2
+

C

x+ 2
.
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� w �&| � �
Q(x) = (x − a)qa(x)

����|
qa(a) 9= 0

s �,���T� l | l�x;y�l �	� x � s�x�lay � l | l
P(x)

Q(x)
=

A

x− a
+
R(x)

qa(x)
,

§ � w � y ���C�}���	�&| � �T���8�
(x − a)qa(x)

s
P(x)

qa(x)
= A +

(x− a)R(x)

qa(x)
,

� w�l,u � s �1���X�
x = a

s

A =
P(a)

qa(a)
;

� x,z{ l |"| w�l�x;y �%� l � l �D�C�}� j
q−1(x) = x2 − 4

s�l�y ��� s �f� l�x�w � y �

I =
7

3

�}| S
x+ 1

S
+
11

12

��| S
x − 2

S
−
9

4

�}| S
x + 2

S
.

2.– I =

∫
7x4 + 25x3 + 6x2 − 34x+ 23

(x − 1)2(x + 2)3
dx
�

� w �&| � �
Q(x) = (x − a)m qa(x)

�,�8|
m > 1

ji§
qa(a) 9= 0

�v�,���T� l | l	x;y�l�	� x � s�x�lay � l | l
P(x)

Q(x)
=

A0

(x− a)m
+

A1

(x − a)m−1
+ . . .+

Am−1

x− a
+
R(x)

qa(x)
,

� w�l,u � s � w � y ���C�}���	�&| � �T���8�
(x − a)m

s
P(x)

qa(x)
= A0 +A1 (x − a) + . . .+Am−1 (x − a)m−1 +

� j
(x − a)m−1 m

l | l � l | y �8�%|C� ��l
a
s]��l �T� � �B¤ w�l �}� x

Ak

x ��|M��� x ��� l ÛA��� l | y%l	xT��l � ��l�x �����%�����}�
�}�}�T� y � � � j �1���}�}|����T�}� ��l � � § �}�8��� ��l �8� ��l |

m − 1
��l �¿������� l | y%l P(x)

qa(x)

l | y �8�%|��
�&�1� w | y �

a
� t � l � l	x,s �����T� ��l	x���l � w�l,u � x �

qa(x) = 1
s�l�x;y�l���l	x �����%���}�}�T���}� � y � � �x�l � w�l	��l �8¦ y�l | l �4� z�@���}�}� l | y�l �� y �%�B� zl�y � � �-��� z�@� y ����� ��l � z�&��� w �}� ��l<l	x;y � x

Ak

l	x ��� ��l �%�����&| � � x�w � l	x �ª����£� l | y�l�s�§<l ���&� w ��| � � l |
x = a

s �S� l � w �@��� z��|RÞ������%� ¨ �}��� � � ß
P(x) = qa(x)

j
A0 +A1 (x − a) + . . .+Am−1 (x − a)m−1 m +

� j
(x− a)m−1 m¤ qa(x)

j
A0 +A1 (x − a) + . . .+Am−1 (x − a)m−1 m

t#x,z{ s�l | l � l � l �D�C�}� s
7x4 + 25x3 + 6x2 − 34x+ 23 ¤ (x + 2)3 (A0 +A1(x − 1))
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x = 1 =⇒ A0 = 1

28x3 + 75x2 + 12x − 34 ¤ A1 (x + 2)3 + 3(x + 2)2A0

x = 1 =⇒ A1 = 2§hs ���8�4� y ���D�S� � � s
7x4 + 25x3 + 6x2 − 34x+ 23 ¤ (x − 1)2

j
B0 + B1(x + 2) + B2(x + 2)2 m

x = −2 =⇒ B0 = 3

28x3 + 75x2 + 12x− 34 ¤ (x− 1)2
j
B1 + 2B2(x+ 2) m

+ 2(x− 1)
j
B0 + B1(x+ 2) m

x = −2 =⇒ B1 = 4

84x2 + 150x+ 12 ¤ 2(x− 1)B1 + (x − 1)2 2B2 + 2B0 + 2(x− 1)B1

x = −2 =⇒ B2 = 5ê �}|A���}� l | y%l�s
I =

−1

x − 1
+ 2
��| S
x − 1

S
−

3

2 (x + 2)2
−

4

x + 2
+ 5
�}| S
x + 2

S �
3.– I =

∫
x3 − 3x+ 6

(x2 − 2x+ 5)(x − 1)2
dx
�

� ��| u �&�T� x �S� ��l�x �����D��� x ����� z��|
x3 − 3x + 6

(x2 − 2x + 5)(x − 1)2
=

A

(x− 1)2
+

B

x − 1
+

Mx +N

x2 − 2x+ 5
,

l | y ��|C� l�x,s �����T� l | l � l � l �T�C�}����| y�l �����8� s � l	x�w � y ��|
A = 1

§
B = 0

� � � y%l ��� l �X��S�X�@�,��� z��|[� l�x�w � y � ��l ��� z�&��� w �}���&� u�l ¦C�X��������ê
x3 − 3x + 6

(x2 − 2x + 5)(x − 1)2
−

1

(x− 1)2
=

x3 − x2 − x+ 1

(x2 − 2x + 5)(x − 1)2
=

x + 1

x2 − 2x+ 5
.

�dw�l,u �
I = − 1

x−1
+ 1

2
��|

(x2 − 2x+ 5) +
����� y�u j x−1

2
m + C

�
4.–

k?l ���&�T� x0l�x;y � xP� � x �}| y�l	u ����� l	x ����� � l � l ���,�}�,����� � l � w�l	��l?¥ �@� l � w |A� ��l�x �����D£��� x ����� z��| l |W���X�@�,�,����| l�xTx �}�D�C� l	x ��l � y �����
A/(x − a)

�1���X���	� � �"�X� z{}Ú
a
s � l ���v������T�C� l ���*�

∫
dx

x3 − 1
=
1

6

�}| õ (x − 1)3

x3 − 1 ö −
1·
3

����� y�u õ 2x+ 1·
3 ö + C

∫
dx

x6 + 1
=

1

4
·
3

�}| ( x2 +
·
3 x + 1

x2 −
·
3 x + 1

0
+
1

3
����� y�u

x+
1

6
����� y�u

(2x −
·
3) +

1

6
����� y�u

(2x +
·
3) + C .

� ���X�G�}| y�l	u �X�	�#�S�X�@�,���}��| l	x � w�§ � ��l |C�8� �}|A� � �8� y � l | l ��� z{�� l�x �����D�C� l ��� x � zw � y �ª£�C� l	x � w�l	��l �}� l �����#� l |�� x�y �X��¦1���;� l �d� zl,y � � � x � u�w � l | y%l � � |C��� wCx �K�1���X���S�G�S�X�@�,��� z��|Þ x �}�D�C� l	ß���lal	x�l �	� x � x�w ����| l`w |"� zl�y � � ���&� y%l �%|A� y �ª�h�����}� xP§ ����� x;y � x �
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Método de Hermite� l �&|
P(x)

§
Q(x)

� � x �������}|����T�}� xKy �&� l	x ¤ w�l[l � u �X� � � ��l
P(x)

l	x � l |��8�¤ w�l�l � u �X� � � ��l
Q(x)

� � l ��|
H(x) =

��� � j
Q(x),Q 8 (x) m § M(x) = Q(x)/H(x)

�� | y ��|C� l	xGj � ¥ �7e l �%� � y%l�s ¢�à"ÜÃh� x�l � w�l	��l | l |A����| y �X�	� ��l �T� � � zw |������ � � x �����}��£|����T�}� x
h(x)

§
m(x)

s �,��|���� l ÛA��� l | y%l	x �}| ��l�y%l �%�T�}|A� � � x]§���l#u �X� � � x]w |A� w |�� � � �� l |�� x ¤ wCl
H(x)

§
M(x)

s � l	x � l � y �����&� l | y%l�s�y ��� l	x ¤ w�l
∫
P(x)

Q(x)
dx =

h(x)

H(x)
+

∫
m(x)

M(x)
dx .

� � x �,� l ÛC��� l | y�l	x���l
h(x)

§
m(x)

x�l ��l�y%l �%� ��|1��|)���@��� ��l | y ��ÛA�	�@��� z��| s���l �%�����&| � �l	x;y �K� u�w �&� � � �"§ � l	��w �,� l | � �T�S� x �S�X�@�,���}��| l	x �D����� zw | ��l |����T�}|A� � �8��� � �K�S�X�&�	��� z��|�}| y%l,u �X� � � l	x ��� ³cr	±	ÒÄp]±�r@�²V´�q�r	¬���l �S�4�}| y%l,u �X�&� s8§ �S�4�}| y%l,u �X�&��¤ w�l ¤ w�l�� � l	x�x�w�³cr	±	ÒÄpÒ�±�r,qAnX,p,µ�p%q�ÒÄp j ��� x �}� u ���%� y � � xv§ ������� xPy �&| u�l | y�l �X�
� �8� l � l �D�A��� s
∫

dx

(x3 − 1)2
=

−x

3 (x3 − 1)
−
2

3

∫
dx

x3 − 1∫
x6 + 2x4 + 2x3 − 3x2 − 2

x3(x2 + 1)2
dx =

x3 + 1

x2(x2 + 1)
+
�}| S
x
S
+
����� y�u

x+ C

Funciones trigonométricas (II)��l �&� � x4w |�� x �	�&��¦C�}� x#��l �����%����¦C� l ¤ w�l �,��|h��� l � y%l | l | w |A�G�}| y%l,u �X�&� ��l�w |A�� w |C��� z��|[�X�@���}��|A�������K�}| y%l,u �X�&� u�l | zl ���}���
∫
R(
x�l |

x,
��� x
x)dx ,

� ��| ��l
R(x, y)

l	x�w |A��� w |C��� z��|��X�@���}��|A�&� ��l0x�wCx�� � x �����%�S��¦C� l	x,s@l�x���l ����� s&w |K�,�*�,� l | y�l
P(x, y)/Q(x, y)

� ��| ��l
P(x, y)

§
Q(x, y)

x ��|[�1���}�}|����T�}� x4l |
x
l
y
�

(a)
� � l �T��� l�x�l ���&�,����|A�&�}�}Ú��D����| l ���	�&��¦C�}� y%u p x

2 q = t
s ���8� l ��� w �&� x�lay � l | l

x�l |
x =

2t

1+ t2
,
�,� x
x =

1− t2

1+ t2
, dx =

2dt

1+ t2
.

(b)
�¿w�l���l | x�l �4� z� x � l | y �&�;� x � x ��� x �	�&��¦C�}� x4x � u�w � l | y%l	x ê




jZ� � � �
R(−x, y) = −R(x, y) :

�����G¦C�}�R��� x
x = t ;jZ��� � � �

R(x,−y) = −R(x, y) :
�����G¦C�}� x�l |

x = t ;jZ����� � � �
R(−x,−y) = R(x, y) :

�����G¦C�}� y%u
x = t .
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\ w�l � u � y �&|"�S� x ��� x �ª¦C�}�}� � � ��l	x �1���X���S�G� w |C��� z��|
R
s � wCl	x

R(x, y) =
R(x, y) − R(−x, y)

2
+
R(x, y) + R(−x,−y)

2
+
R(−x, y) − R(−x,−y)

2§ �}� xvx�w ����| � � xvx ��| s � l	x � l � y �����&� l | y%l�sC��l �}� x�y ����� xaj:� � s�j:����� � §-j:��� ���
Ejercicios. �P�&��� w �S�	�#�S� x �}| y�l	u ����� l	x ê
∫ x�l |

x +
��� x
x

1+
x�l |

(2x)
dx =

·
2

4

�}� u ( 2−
·
2
��� x
x +

·
2
x�l |

x

−2−
·
2
��� x
x +

·
2
x�l |

x

0
+ C

∫ ��� x
(2x)��� x 4 x +
x�l | 4 x

=

·
2

4
��� u ( · 2+

x�l |
(2x)·

2−
x�l |

(2x)

0
+ C

∫
1

(1+
��� x
x)
x�l |

x
dx =

1

2(1+
��� x
x)

−
1

4

�}� u
(1+

��� x
x) +

1

4

�}� u
(1−

��� x
x) + C

Funciones irracionales

1.–
� | y%l,u �X�&� l	x���l � y ����� ∫

R p x, xn1/d1 , . . . , xnk/dk q dx s8� ��| ��l �}� x ni/di 2 ±
§
R
l�xPw |A�G� w |C��� z��|[�X�@���}��|A��� ��l

k+ 1
�����%����¦C� l	x �

� la¥ �&� l�l ���	�&��¦C�}�
x = tM

s�� ��| ��l
M =

�����
(d1, . . . , dk )

�
Ejercicio. �P�&�}� w �����#�S�G�}| y%l,u �X�&�

∫
1

3
·
1+ x− 4

·
1+ x

dx
�

2.–
� | y%l,u �X�&� l	x���l � y ����� ∫

R p x, yn1/d1 , . . . , ynk/dk q dx s�� ��| ��l �}� x ni/di 2±Is
y =

ax+ b

cx+ d

�,�8|
ad−bc 9= 0

s&§
R
l	x�w |1�P� w |C��� z��|G�X�@���}��|A�&� ��l

k+1
�����%�S��¦C� l�x �

� la¥ �&� l�l ���	�&��¦C�}�
y = tM

s�� ��| ��l
M =

� �,�
(d1, . . . , dk )

�

Ejercicio. �P�&�}� w �����#�S�G�}| y%l,u �X�&�
∫ õ x+ 1

x− 1 ö 1
3 1

x+ 1
dx
�

3.–
� | y%l,u �X�&� l	x?��l � y ����� ∫

R p x, ? ax2 + bx + c q dx � ��| ��l R l	x#w |A�D� w |C��� z��|�X�@���}��|A�&� ��l�� � x �����%�S��¦C� l	x �
(a) Cambios trigonométricos.

� |D�C�%��� l �f� w�u ��� x�l completa un cuadra-
do �����	� y ��� ��l � y ����|C�8� �}� ��l�x�l,u�w | � � u �X� � � s���l �d� � � � x � u�w � l | y�l ê

ax2 + bx + c = a
õ
x +

b

2a ö 2

+
4ac− b2

4a
,
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§<l | y ��|C� l�x,s ����| l ���	�&��¦C�}�
x+

b

2a
= u

�S�G�}| y%l,u �X�&� x�l �}� l ��� � w |�� ��l ��� xPy ����� x

j � £ � � ∫
R p u, ? A2 − u2 q dx : u = A

x�l |
t .

j � £ ��� � ∫
R p u, ? A2 + u2 q dx : u = A

y�u
t ,

�D¦C� l |
u = A

� ¥
t .

j � £ ����� � ∫
R p u, ? u2 −A2 q dx : u =

A�,� x
t
,
�D¦C� l |

u = A
� ¥
t .

¤ w�l�x�l �X�@���}��|A�&�}�}Ú���|-����|"�}� x �	�&��¦C�}� x �}| � ���	� � � x �
(b) Cambios de Euler.

� l � w�l	��l�l |C����| y �X�	�D�S�"�}| y%l ����� l�y �@��� z��| u�l ��� zl�y �%���	�¤ w�lD� �T�8�%� u�l |)� l	x;y � x �	�&��¦C�}� x,s ¤ w�lGy �&�G¦C� zl |-�X�@���}��|A�&�}��Ú&��| l	x;y � x �}| y�l	u ����� l	x,sdl |¼ ñ7Ç � Í ó�! ï s1´X³Qç0%²:Ò�çªs � z� u ��	8ã��
j � £ � � � �

a > 0
s ? ax2 + bx + c = s x · a+ t .

j � £ ��� � � �
c > 0

s ? ax2 + bx + c = tx s ·
c .

j � £ ����� � � �
a < 0

§
c < 0

s §
ax2 + bx + c = a(x − α)(x − β)

s? ax2 + bx + c = (x− α) t .

(c) Noticias del método de Abel.
� �P��� y%l � z� y �����I|��8� w�l,u � � �ge�� t ¦ l �j ¢�à�¡h �£X¢�àh 8ã�� ��l	x �����%���}� z� w | l	x;y%wC� �}���8�%� u �}|A�&� s � l �X�&� l | y�l ��|1��� z{ y ����� s�x �8¦�� l �S�D���	£���}��|A�&�}��Ú&�&�,� z��| ��l[l	x;y � x ��| y�l	u ����� l	x,s �T� x;y �X�&| � �I� z�8� � l �X��|M� l���w ����¦C� l	x �-��� l � y � xy �ª��� x,s1§ � z���T���X�@���}��|A���}�}Ú������	� � � y ������� � l � wCl	��l � l � x�w � zl�y � � � s �����D�C� l�y � s1l |l �d�}��¦��%� ��l 9 ô-! ï�j ! ñ � � � � � l	x�l | y �	� l �T� xvx�z�8�}� w |A� x �}| x;y ��| y�z�&| l � x ê

jZt £ � � � �
P(x)

l	xvw |<�����}�}|����T�}� l |
x
s�l | y ��|C� l	x

∫
P(x)·

ax2 + bx + c
dx = q(x) ? ax2 + bx + c+ λ

∫
dx·

ax2 + bx + c
,

� ��| ��l
q(x)

l	x�w |W�������}|����T�}�H����|b��� l ÛA��� l | y%l	x �}| ��l,y�l ���T�}|A� � � x���lJu �X� � � w |A�w |�� � � � � l |�� x ¤ w�l�l � u �X� � � ��l
P(x)

s�§
λ
l	xvw |A�K�,��| x;y �&| y%l � � x;y �D����| x;y �&| y�l�s�§�}� x ��� l ÛA��� l | y%l	x4��l

q(x)
s�x�l���l,y�l ���T�}|A�&| ��l ���ª���&| � �T�S�G� u8w ��� � � � ��| y�l �%�}�8���

jZt £ ��� � � l �
m 2�H � � |A�G�}| y%l,u �X�&� ��l � y �����

∫
dx

(x − α)m
·
ax2 + bx + c

x�l � l	��w � l ��� y �������&| y%l �%�}�8�#�,��| l ���	�&��¦C�}�
x − α =

1

t

�
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jZt £ ����� � � l �
m 2�H � � �G�}| y%l,u �X�&�

∫
dx

(ax2 + bx + c)(2m+1)/2

x�l �X�@���}��|A�&���}Ú��T����| l � cambio de Abel

t = p ? ax2 + bx + c q 8 =
2ax+ b

2
·
ax2 + bx + c

.

jZt £ �K� � � l �
m 2\H � � �G�}| y%l,u �X�&�

∫
x

(x2 + λ)m ? αx2 + β
dx

x�l �X�@���}��|A�&���}Ú��T����| l �������G¦C�}� ? αx2 + β = t
�¿áÓ���K�}| y%l,u �X�&�

∫
dx

(x2 + λ)m ? αx2 + β

x�l �X�@���}��|A�&���}Ú��T����| l �������G¦C�}� ��l�t ¦ l � p ? αx2 + β q 8 = t
�

Ejercicios. �P����� w �����K�S� xGx � u�w � l | y%l	x �}| y�l,u �X�&� l	x,s ���%�8¦1�&| � �"� z� xG��l w |�� ��l �}� x�	�&�G¦C�}� x4l	x;y�wA� �S� � � x ê

1.–

∫ ? x2 + 4x+ 3dx 2.–

∫
x·

x2 + 4x + 5
dx

3.–

∫
x·

−x2 + 6x− 5
dx 4.–

∫
dx

(x− 2)
·

−x2 + 4x− 3

5.–

∫
x+ 3·

4x2 + 4x− 3
dx 6.–

∫
x3 − x − 1·
x2 + 2x + 2

dx

7.–

∫
dx

(x − 1)3
·
x2 − 2x− 1

dx 8.–

∫
dx

(2x2 − x+ 2)7/2

9.–

∫
x + 1

(x2 + 1)2
·
x2 + 2

dx 10.–

∫
(16− 9x2)3/2

x6
dx
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3.2 LA INTEGRAL DE RIEMANN� �&�T� x � ��l Û�|C�ª� integrabilidad
j:l

integral definida � de una función
ý ý ýi¸ ¡ ËDC Î&Á�¼]Ì,º Ã û ½�À	¼�Ç¿Ì,¼Á�À Ë ú Ë Æ�Å Ë Ì,¼�Ã:¼ üZË À	ú�¼iÃ�Ì,¼Å ½;Ã?ÊË À ]@Á�Å ½;Ã1Ì,¼

0 : Ë 90 : AÌ,¼"»]º À&ÁXú�½B¼ZÀM»]º À@ÁXú�½%ý
ö Ë Ì�º Ã;ú Ë À ü º Ë ¼ZÀ"¼:Å�» Ë Ïû@Ë ¼:À	ú�Ç:¼�Å ½;Ã û@Ë Ç Ë Å5¼:Å5½ÄÃ�Ì,¼Å Ë ú}ºªú:Á�Ì,¼iÃ

Φ1
C
Φ2

Ã:¼:Ç�ÊËÅ Ë Ã�Á�» Ë Ì,¼�Å ½;Ã@[ Ë Å5½�Ç:¼iÃ�Ì,¼Å Ë ú Ë Æ�Å ËCû@Ë Ç Ë Å ½;Ã`ÊË À�]8Á�Å5½ÄÃü ½�» û Ç�¼:À�Ì�º5Ì,½ÄÃ�¼:À	ú�Ç:¼
Φ1C

Φ2

Ah»�Á�Å>ú�º û Å º üZË Ì Ëdû ½�ÇÅ Ë Å5½�À ]Xºªú:Á�ÌPÌ,¼fÁ�À Ë »¿º Å Å ËÌ,¼�¼ ü Á Ë Ì,½�Ç�¼:À�¼:Å&» ËZû@Ë È;ý
ÉÍN Ë Ç Ë`ü ½�ÀXÃÄú}Ç�Á�º Ç`Á�ÀD» Ë Ïû@Ë ¼:À û Ç:½ C ¼ üZü ºXÊ½�À   ¼�Ç üÄË Ïú�½;ÇZý Ð

real f(x) acotada en un intervalo cerrado y acotado [a, b]
s?wCx �&| � �l |W���%�}� l ��� w�u ��� l �v���%��� l	� �}� � l | y � ��l ~K� k ����¦�� w�¨Ml | x�w Ñ

p�o<´�±�²irJnX´ Ø ±�p�¬ir�nÁ ®8q�%²i´�q�p�n�µh²�nX	´	q�Òi²}q�®*r�n,s���l ��� x ì �����*���	�3��3��; F< +��*�S�-������=-�*�S�B���*6�F�,�	���	�C�	�3��ñ`���	�:� s ¢,à"ÜO	*� � � y �X��¦1�&�;� l � z��|��}�T� ��l�l	x;y � x�l �	��� z��| l	x �S� y�l�x � xK��l�¥ ��¦C�}�}� y �@��� z��|�1���X�D�S� � |C�ª� l � x � � � �-��l ~?� y �}| u � ��lTÙ]l �%| ¥ �	� � �P� l ���&|�| j ¢�àh 8ä�1¢,à�ä�ä�� l |H¢,à"	 ��sy � y%w �S� � � V�´ Ø ±�p�¬VrG³]´&n�² Ø ²}¬}²VµCr@µ3µ�p�±,pÄ³�±�p�nXp�q1ÒÄr	±�®8q�r Á ®�q�%²�·´�qIo<p,µh²ir	q1Ò;p�®8q�r nXp%±%²VpÒ�±�²�Õ�´�q�´�oâ·p�Òi±�²i,r�s ¤ w�l |�� x�l � w ¦A����� z� ¥ � x;y �<¢,à�ä-Ü*�
ë .4����+	/�([(C�[/1��L�FO����	�	
���L&�S��+	�����+	�	�Z
��,���;���#61���	�"���-�����:�	
��,��+	������K�A��������ï
���E��	�*�T��Ä\f������ +,��=B�Ó�@�K��FO�=<�Z
��N��b+	���,�&
����H���C=B���,'J(R6��	��L����� _,���b���+	/1���FO�=[�Z
��G���;�	=T6��,� �����:�,
�F O;�J+,��������<���`òX�A��+,�dF���M�	�T+,����
���������7`!#���,=B�����Y/��VU����A�����=T6��,���X����������
��J���h
��,�d���dF �8�Â�*�¿�@�¿î�¿�h�S���J_	���"���3�����:�	
��,��+	���)��<
��*�f��F O�=[�Z
������B�&�+,����\f����L,�H�I�S���"+,���@���"���+,����
������A������7�� j �0� y � ��l ÆÎ¹�� !$= � � Ç sd¶ Ô4²�n,ÒÄ´�±+×H´ Á

Ñ
r�Ò æ p%o<r�Òi²i�n	s � ¥�l � x�l � s ¢	ã�ã�¢ s � z� u � �  �¢@�>� Ñ

Particiones. Sumas superior e inferior� |A� partición P
��l

[a, b]
l	x?w |B�,��|�� w | y � ÛC|�� y � ��l � w | y � x`��l

[a, b]
¤ w�l�}|C��� w�§�l �}� x � w | y � x

a
§
b
� � l`��l |�� y �`���8�

P = {x0, x1, . . . , xn}
s�� �8| ��l

a = x0 <

x1 < . . . < xn = b
� � � x subintervalos

��l �S���1��� y ����� z��|
P
x ��|I�}� x ��| y�l �����&�}� x

[xj−1, xj]
s4��l

longitudes xj − xj−1

s �1���X�
j = 1, . . . , n

� � � norma
��l �S��1��� y �}�,� z��| s�>

P
>&s�l	xvl ��� z� ¨ �}�T� ��l �S� x ����| u � y%wC��l	x4��l�x�wCxvx�w ¦A��| y�l �%���&�}� x �� | refinamiento

��l �S�)�1��� y ����� z�8|
P
l	x � w ����¤ w � l �"� y ���)�1��� y ����� z��|

Q
��l

[a, b]
¤ w�l ����| y%l | u �T�

P
� k � x ���	� y �����}��| l	x

P
§
P 8 ��l [a, b]

x � l �D��� l � � �T� y%l | w |� l ÛC|A�&�T� l | y � �,�8� zw | s ���8� l � l �D�A��� s �S�����	� y ����� z��|
P n P 8 �� l �

f(x)
�@��� y � � � l |

[a, b]
�����D�1�@� y ��� � l �

P
w |A�`���	� y ����� z��| ��l

[a, b]
§�x�l �&|

mj =
z{}|��

{f(x) | x 2 [xj−1, xj] } , Mj =
x�w �

{f(x) | x 2 [xj−1, xj] } .

� l���l ÛC| l | s�§<l	x;y � x�l���l ¦ l � k ����¦�� w�¨ ê
�S� suma inferior

��l
f
� x �����S� � �T�

P
ê
s(f, P) =

n∑

j=1

mj(xj − xj−1)
3

§ �S� suma superior
��l
f
� x �����S� � �D�

P
ê
S(f, P) =

n∑

j=1

Mj(xj − xj−1)
�

� x ���S���%�T¤ w�l
s(f, P) <

− S(f, P)
6
P
� � �a���%�8�C� l	� � � ���%�}|C�,�ª����� ��l`l	x;y � xPx�w ��� xPl�x �S�l�¨ � w�l	x;y � l | l � x � u�w � l | y�l

Lema.
� ���X�I� w �&��¤ w � l ���1���

P,Q
��l �1�	� y �����}��| l	x���l

[a, b]
sPx�l"y � l | l

s(f, P) <
−

S(f,Q)
�Ò ÓÕÔ�ö Ù�åæÚ Þ�Ù Ô Þ,ß�å � å ×Ø à ßhÞºÞ,â^ã�ÞèÜæå áhÙ�Ø�Þ�âiß�Þwí@?BA	�C(D à Ü Ôèö4×ÔFE å àaÔ ß�Þ ö Ø&Ù�ã Ô ß Ô â�Þ ö ÛhÞ�ßhÞºÜ	Þ,Þ�ÙÞ�â+ã ÔG� å	ã Ô ß�Þèç�CIHJC Ó CLKHÜ Ô å	â+�hÞ�Ù ì�í@?/ðB?�ñ�í@ABM	?=ô 
 ßhÞ�ÜONpÙ�å à å	ã � � Ø/Ü	ÜæÞ E Þiß�Þ � Ô Úiá�Ùäå	ß E Þ �QPSR ��T�ú�U2ùäÿ��V��F�Õýhü4úWU�X,þäÿ����ZY¿ü�ú�ÿ+ú[Tºüäù�ÿ\��V���ý]T^�F��Vhÿ T^�F���_�^ú\X�`a��ýF`(�F� � ÿ6T\bL�[� üc�	� ú^ú�ü	�6�_�F� ÿd���Le	ùäü�Tf����ú.V�� ú�� ü�ù�`Bgih
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¨ p%o<´&n,Ò�±�r8%²�·´	q�ç���l � l �T� x ¤ w�l�s ¦1���;�G� l ÛC|A�&�T� l | y � s �S� x
s
� l ¤ w�l ©|A� x �X� l � l | § �S� x

Su �X�&| ��l	xv� � x � �}| w�§�l |�� � x;y � � ��� z���S�K�,��|C��� wCx � z��| s � w�l	xvx�l � z�*ê
s(f, P) <

− s(f, P n Q) <
− S(f, P n Q) <

− S(f,Q).

� ���X� l �}�}� s�l�x �8¦*���}� j �}| ��w �,��� z��|1��¤ w�l ¦1� x;y �K����| x � ��l �X�	� l ���	� x � l |J¤ w�l � l ÛC|A�&�T� xw |A�D���	� y ����� z��|
Π
��© |A� � � zl | � ��� lKw | x �����<� w | y ��� � l � s � w�l	x	s

Π = {x0, x1, . . . , xn}
s§

Θ = Π n {u} = {x0, x1, . . . , xk−1, u, xk, . . . , xn}
s�� ��| ��l

u 2 [xk−1, xk]
3

l � y�z l �%�T�}|�� x�l � l,l �D�C�S�&Ú��G���@�4�S� x�w ���
j ¢��

mk(xk − xk−1)
j  ��

µ1(u− xk−1) + µ2(xk − u)

l |
s(f, Π)

l |
s(f,Θ)

x � l | � �
µ1, µ2

s � l�x � l � y �ª���&� l | y�l�s ��� x�z{}|�Û�� � xv��l
f
l |"��� xvx�w ¦C��| y�l �����&�}� x

[xk−1, u]§
[u, xk]

��l
Θ
� ��l ���

mk
<
−
� z{�|

{µ1, µ2}
s � wCl,u � j ¢	� <

−

j  �� s�§�§ � l�x;y�z���C�%�8¦1� � ���
t �d� l | x ��� l | w | x � u |���ÛC��� � � u�l ��� zl�y �%�����T�1���X���S� x4x�w ��� x �}|�� l �%�}�@� l	x�§"x�w � l £�%�}�8� l	xv��l?w |1�

f >
− 0
l |

[a, b]
s�x�l � l ¤ wCl �S� x ���%�}� l �X� xPx�l � z{S��|J�����%� ¨ �����&�,����| l�x ���8���l � l � y � sc§ �S� xKx�l,u�w | � � x ���8� l,¨ � l	x � s]��l �S�<��� x ��¦C� l � l | y%l�l,¨ � x;y�l | y�l F���	�,�Y�����D£��� l | � � � � l | y � l �S�a� w �����

y = f(x)
§Tl � l � l#��l ��¦ x ��� x � x]l | � ��� ¥ ���}| y%l �����&������áN¤ w�ll�¨ � x�y ��� z� w |-| zw � l �%�<¤ w�l �T� � � l�x�lYz��� l � � w ��| � ��|�� ¥ � § � ¥�w�l ��� l | y � lKl	x;y � x`� � xy ���1� x#��l �����%� ¨ �}���@���}��| l	x � � x�y � |�� x �}� l ��� ��l ���&| l �X�K|A� y%w �X�&���T�����D��� l | ��l �#��� x��l Û�|������}��| l	x ¤ w�l ��� l | l |�� ¥ �8�X�*�

Integrabilidad. IntegraljZ� ¢�� � l �
f
�@��� y � � � l | l ���}| y%l �����&�}�G�@��� y � � �

[a, b]
� � �#� w |C�,� z��|

f
l	x

integrablej:l | l � x�l | y � � � ��lJk �	�%¦1� w�¨ � l |
[a, b]

x � ji§Wx�z�8�}� x �S��6
ε > 0

l�¨ � x;y%l |
Pε

s
Qε�1��� y �����}�8| l	x4��l

[a, b]
y ��� l	x ¤ w�l

S(f, Pε) − s(f,Qε) < ε
�ë � ��{@�=³ 1.– �0��| x � ��l �X�&| � �"� l Û�|A�&� � l | y � x ����� w | l	xTjZx�l ��� � � z� ��l	x �����%���}�S��� l�x;y ���l �T� x;y ���&�,� z��|��,�8� � l � l ���������}�*� sCx�l � w�l	��l � l �V�8�%� w �����#��� ��l ÛC|��}�,� z��|-� x,z{:ê

f
l�x

integrable
j�l | l � x�l | y � � � ��l`k ����¦�� w�¨ � l |

[a, b]
x � j�§�x�z���}� x �V��6

ε > 0l�¨ � x�y�l�w |1���1��� y ����� z�8|
Pε

��l
[a, b]

y �&��¤ w�l
S(f, Pε) − s(f, Pε) < ε

�
2.–

t4x	z{�� w�l	x	s �S�P�}| y�l	u �X�	¦A���}� � � �Gx�l �}|h� l	x;y � u � l	x�y �}���&| � �#�S��� l ¤ w�l ©| l Ú ��l ��� xcx�w ��� xÛC|�� y � x

S(f, P) − s(f, P) =

n∑

j=1

(Mj −mj) � (xj − xj−1).

jZ�  �� � l �
f
�@��� y � � � l |

[a, b]
�,���D�1�@� y ��� � l���l ÛC| l |

�S� integral inferior
��l
f
l |

[a, b]
ê ∫b

a

f =
x�w �

P

{
s(f, P)

} s

§ �S� integral superior
��l
f
l |

[a, b]
ê ∫b

a

f =
z{}|��
P

{
S(f, P)

} 3
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�}� x �&| y%l �%�}�8� l	x#x�w ��� l �T� l z{}|�ÛC�T� l�¨ � x;y%l |J� w�l	x {
s(f, P)

} l	x;y�z� �&�,� y � � � x�w � l �%�}�8��£
� l | y�l"j ���8��� w ����¤ w � l �

S
u ����| ��l � § {

S(f, P)
} l	x�y�z�[�@��� y � � �"�}|�� l �%�}�8�%� l | y�l"j ���8�� w �&��¤ w � l �

s
� l ¤ w�l ©|A�8�X��áM�S� l�¨*y%l | x � z��| ��l �S� xc��l�x � u�w �&� � � ��l	x �v�}� xcl�¨*y � l � � x ��� wCl £

¦1�T¤ w�lKx � l �D��� lDx�l �����T� w �D�C�}��� ∫b

a

f <
−

∫b

a

f
� � x#w | l � l ���������}� ��lK��l�y �&��� l ���%�8¦1���

l � x � u�w � l | y%l�¥�l � ¥ � s ¤ w�l �	���X�@� y�l �%��Ú&�<���<�}| y�l,u �X��¦C�}�}� � � �)§)x�l ��� � � z{S� ¥ �	¦ l � � � � ������T�T���%�}� l �X� ��l ÛC|������ z�8| ��l �S�K�T� x ���*ê
Proposición.

� �G� w |A��� z�8|��@��� y � � �
f
l	x �}| y%l,u �X��¦C� l�l |

[a, b] ⇐⇒
∫b

a

f =

∫b

a

f
�

� x�y�l3x�l	u�w | � ���@� l ���	�&�T� l | y �b�Y�S�H|������ z��| ��l �}| y�l	u ���	¦C�}�}� � � � �C�%�8�1�8�X���}�8|1�� ��l � z� xfl �1����|C� l � y � ��l �}| y%l,u �X�&� ��l ÛC|�� � � ��l?w |A�`� w |C��� z��|[�&��� y � � �*ê � �A�S�a� w |C��� z��|
f
l�x �}| y%l,u �X��¦C� l l |

[a, b]
s�l �¿���&���8�K����� zw | ��l ∫b

a

f
§ ∫b

a

f
x�l���l |�� y �T���8� ∫b

a

f
s�z�

¦C� l | ∫b

a

f(x)dx
s�§[x�l �}�S�����K�S� integral de f en [a, b]

�

Ejemplos

1.–
� �"� w |C��� z��|

f(x) =

{
1
x �
x 2 Q

0
x �
x /2 Q

|�� l	x �}| y%l,u �X��¦C� l<l |M|C��| u�z w |M��| y�l �%���&�}�
[a, b]

�
�¿wCl	x 6

P
s
s(f, P) = 0⇒

∫b

a

f = 0
s §

S(f, P) = b−a⇒
∫b

a

f = b−a
�

2.–
� �G� w |C��� z��|

f(x) = 1
x

l	x �}| y%l,u �X��¦C� lal |
[a, b]

s�j
0 < a < b

�X�
� l �

Pn
�S���1��� y ����� z��| ��l �d�}| y�l �����&�}�

[a, b]
� � � �����8�

xj = a+
j (b − a)

n
, j = 0, 1, . . . , n .

� ��� w |C�,� z��|
f
l	xv��l �X� l �,� l | y�l�l | l ���}| y%l �����&��� s � w�l	u �

S(f, Pn) − s(f, Pn) =
b− a

n ¸ p 1a +
1

x1

+ . . .+
1

xn−1 q − p 1
x1

+
1

x2

+ . . .+
1

b q ¹
=

(b− a)2

nab
,

§
f(x)

� l �%��ÛC�	�K�S� ��l ÛC|������ z��| jZ� ¢	� s � w�l�x � z{��
n→∞

1

n
= 0

�
� l � l | y ��|C� l�x,sA��l �@� w�l � � ������| jZ�  �� s ∫b

a

dx

x
= Aa,b

� � �
0 < b < a

sA��l ÛC|A�	£
�T� x

Aa,b = −Ab,a
� � ��| ��l � z�@���}�������D���%�8¦1�@��� z��|"�S� x ���%�8�C� l	� � ��l	x ê

j �S�
Aa,b +Ab,c = Aa,c

6
a, b, c > 0

�
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j �}�V�
Asa,sb = Aa,b

6
a, b, s > 0

�
j �}�}�V�

A1,ab = A1,a +A1,b
6
a, b > 0

�
k#l�¥Cl � ¥ � s�x�l � w�l���l���l Û�|C�ª� s �1���X�

x > 0
s �S�4� w |C��� z��| logaritmo neperiano

NhÇ:½XÆ Ë Ç-Å Ë Ã-Ì	¼iÃ�º ]@Á Ë Å5Ì Ë ÏÌ,¼iÃ
(0 < a < b)

ø
ab j b− a�¿% b− �¿% a

j a+ b

2

���8�G�}|
x = A1,x

� � � j �}���V�G�&| y%l �%�}�8� � �<�S� l � w �@��� z��|3� w |C���}��|A�&� ��lTy � � �<� w |C�,� z��|�}� u �	� z{ y �T���	� s�§[l ��| zw � l ���
e
l	xPl � zw |������D�1���X� l ��¤ w�l

A1,e = 1
�

3.—
� l`y � l | l ∫b

a

1

x2
dx =

1

a
−
1

b

s1j
0 < a < b

�X�
� l �

P = {x0 = a, x1, . . . , xn = b}
w |A�T�1��� y ����� z��|I� w �&�}¤ w � l �X� ��l �¿�}| y%l �������}�

[a, b]
�

S(f, P) − s(f, P) =

n∑

j=1

(xj − xj−1) � ( 1

x2
j−1

−
1

x2
j

0
<
−

>
P

> � n∑

j=1

(
1

x2
j−1

−
1

x2
j

0
=

>
P

> õ 1
a2

−
1

b2 ö ,
� w�l,u ���1���X�"�	� � �

ε > 0
s¿x �

Pε

l	xKw |A���1��� y ����� z��| y �&��¤ w�lk>
Pε

>
<

εa2b2

b2 − a2

s]x�l
� w �D�C� l

S(f, Pε) − s(f, Pε) < ε
�� �8�4� y �X�����	� y%l�s �S� x4��l	x � u�w �&� � � ��l�x

1

x2
j

<
1

xj xj−1

<
1

x2
j−1

6
j = 1, 2, . . . , n

� �&| s �1���X� y � � ���1�	� y ����� z��|
P
ê

s(f, P) =

n∑

j=1

1

x2
j

(xj − xj−1) <

n∑

j=1

xj − xj−1

xj xj−1

=
1

a
−
1

b

<

n∑

j=1

1

x2
j−1

(xj − xj−1) = S(f, P) ,

� w�l,u � ∫b

a

dx

x2
=
1

a
−
1

b
�

Condiciones suficientes de integrabilidad. Ejemplos� |����%�}� l �P� w�u ��� s �T��|�� y ��| z{S� § ����| y ��| w � � � �[x ��| s ��� � � w |A� ��l`l �}��� x,s �,�8| � �ª£���}��| l	x#x�w ÛC�,� l | y�l�x �1���X�G¤ w�law |A��� w |C��� z��| x�l �K��| y�l,u �X��¦C� l ê
Proposición 1.

� �
f
l	x �&�,� y � � � § � �8| z� y ��|A� l |

[a, b]
s�l | y ��|C� l�x

f
l	x �}| y�l,u �X��¦C� ll |

[a, b]
�¨ p%o<´&n,Ò�±�r8%²�·´	q�ç0j � | l � l � l �D�C�}�<G��| y�l �%���8� x�l#¥ �&| x�l,u�w � � ���}� x �T� x � � x �1� x � x ¤ w�l� ¥ �8�X� l | l	x;y%l �	� x � u�l | l �X�&�:�5�
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� w ����| u ��� � x ���8� l � l �D�A���[¤ w�l �S�T� w |A��� z�8|
f
l	x �X� l ��� l | y%l�s�x�l �

ε > 0
sC§�x�l �

Pε = {x0, x1, . . . , xn}
w |A���1��� y ����� z��|�� w �&�}¤ w � l �X� ��l

[a, b]
¤ w�l � l ���ªÛA¤ w�l

>
P

>
<

ε

f(b) − f(a)
.

�0���T� l |<�	� � � x�w ¦C��| y�l �����&�}�
[xj−1, xj]

x ��| j ÛC|�� y � x �
Mj = f(xj)

§
mj = f(xj−1)

s
� l	x�w � y �*ê
S(f, Pε) − s(f, Pε) =

n∑

j=1
¡ f(xj) − f(xj−1) k (xj − xj−1) < l P l n∑

j=1
¡ f(xj) − f(xj−1) k

<
ε

f(b) − f(a)

j
f(b) − f(a) m = ε.

Proposición 2.
� �
f
l	x ����| y �}| w � l |

[a, b]
s�l | y ��|C� l�x

f
l	x �}| y�l	u ���	¦C� l�l |

[a, b]
�¨ p�o<´&n,Ò�±�r@�²*·´�qaç �0��� �

[a, b]
l	x �����T�1�&� y � s*§ � x ��¦ l �T� x ¤ w�l

f
l	x�w |��}�V�@��� l � l | y%l����| y �}| w � l |

[a, b]
� � l �

P = {x0, x1, . . . , xn}
w |A���1��� y ����� z��| ��l

[a, b]
� � �8� l �y%l �8� l ��� ��l]ÔIl � l � x;y �X� x�x,s �}� x�l,¨*y � l �T� x

Mj

§
mj

��l
f
l | l � x�w ¦C�}| y%l �����&���

[xj−1, xj]x�l �&�}����|�Ú&��| l |[� w | y � x
yj

s
zj
��l�� �}� ¥ � x�w ¦C�}| y%l �������}���t#x,z{d� w�l	x,s 6

ε > 0
5
δ(ε) > 0

y �&��¤ w�l�s�x � >
P

>
< δ(ε)

s�l | y ��|C� l�x

Mj −mj = f(yj) − f(zj) <
ε

b− a
6
j = 1, . . . , n .

�dw�l,u �D�1���X� w |A�
P
� x,z{ x�l ���D� y�l | l ��ê

S(f, P) − s(f, P) <
ε

b− a

n∑

j=1

(xj − xj−1) = ε .

Ejemplo 4.—
� ��� w |C�,� z��|

f(t) = e−t2 l	x ��| y�l,u �X��¦C� l`l |
[0, x]

6
x > 0

� � �D� w �&�
��l ÛC| l �S�<� w |C�,� z��| j |�� l � l � l | y �&�S� � �%�

(x) = 2² π

∫x

0

e−t2

dt
� j Función error

s
� �G�S� x"z��� l � x ¦1�&�;� w |A� campana de Gauss �>�
Proposición 3.

� �
f
l	x �}| y�l	u �X�	¦A� lal |

[a, b]
s
f
j
[a, b] m 1 [α,β]

§
g
l�x ����| y �}| w �l |

[α,β]
s�l | y ��|C� l	x

g Ð f l	x �}| y%l,u �X��¦C� l�l | [a, b]
�¨ p�o<´&n,Ò�±�r@�²*·´�qaç���l �%�S� l |�"W¹ óc�¶ý ñ Ó ï í! � » Ò�¹QºRñ j�Çð� s�°]±�´ Ø ¬ip%o<r�n ] 	´	qd,pÄ³¿Ò;´&n×�oâ·p�ÒÄ´*µ�´&n4µ�p%¬�r,qD·r,¬}²�n�²�n�o<r�ÒÄp%o ·r�Òi²i,´hs �����:��  s*� ��� z��� � ��l�s�� � � �%� �ds ¢	ã�ã�  s � z� u�x �v¢	äO§"x�x �P�0���T� w |A�D���C�}�}���&�,� z��| ��l�l�x;y�l � l	x�w � y � � � s � l	x�w � y �D�S�K�}| y%l,u �X�	¦A���}� � � �)j�l | w |�}| y%l �������}���@��� y � � �*� ��l �S�G� w |C�,� z��| S

f
S � w �&| � �

f
x�l �G�}| y�l,u �X��¦C� l�l | l �d� � x �T���

Proposición 4.
� �
f
l	x �&��� y � � � l |

[a, b]
§Ml �?����|�� w | y � ��lJx�wCx � w | y � x ��l� � x ����| y �}| w � � � �[l�x | w � l �X��¦C� l�s�l | y ��|C� l	x

f
l�x �}| y%l,u �X��¦C� l�l |

[a, b]
�¨ p�o<´&n,Ò�±�r@�²*·´�qaç4� � �S�K� l � � x,s � l �%�T� w�l	��l�x�l � w |"� l ¤ w�l ©|�� l � l ���������}� ��l	x � wPz l�x4��l� l,l � l � x � u�w � l | y%l
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Ejemplo 5. � � �D� w |C��� z��|
f(x) =




0

x �
x /2 ± z� x �

x = 0,
1

q

x �
x =

p

q
����� l	��w ����¦C� l

,

l	x ��| y�l,u �X��¦C� l

l |
[0, 1]

s*§ ∫1

0

f = 0
�

� ���X� y � � �4�1��� y �}�,� z��|
P
s �S� x�w ���#�}|�� l �%�}�8�0� x �����S� � � l�x

0
� ��l �&�T� x ¤ w�l 6

ε > 0��� ��l � � xvl |C�,�8| y �X��� w |A�����	� y ����� z��|
Pε

��l
[0, 1]

y �&��¤ w�l
S(f, Pε) < ε

ê� �
ε > 1

s � w �&��¤ w � l �D�1��� y ����� z��| x ����� l � � |H� y �%�B�	� x � s¿l �P�,��|�� w | y � ��l � w |�£y � x {
x 2 [0, 1] : f(x) >

−

ε

2

} l�x |��B���@� z{}� § Û�|�� y � sP� � u �&�T� x ¤ w�l"l	x l �#����|�� w | y �
{r1, r2, . . . , rm = 1}

� � l �
h 2�H y ����¤ w�l 1

2h <
� z{�|

{r1, r2 − r1, . . . , rm − rm−1}
�

�0��| x � ��l � l �T� x �S� x � u�w � l | y%l �1��� y �}�,� z��| s ���S�&� zl �T� x �S�
N
s���l ���}| y%l �������}�

[0, 1]
ê

{
x0 = 0, x1 = r1 −

ε

2h+1
, x2 = r1 +

ε

2h+1
, . . . , x2m−1 = 1−

ε

2h+m
, x2m = 1

}
.

� l`y � l | l�s�§ ����| l�x;y � y�l �%� �}|A��� � x ê

S(f,N) =

2m∑

j=1

Mj(xj − xj−1) =
∑

j m n�o�*,Ð +
∑

j o�*,Ð < ε

2
� ∑
j min�o�*,Ð (xj − xj−1)+

+ 1 � ∑
j o�*,Ð (xj − xj−1) <

ε

2
� 1+ 1 � ε � 2−h

1− 1
2

< ε.

Ejercicio.
� �%�8¦1���#¤ w�l �S�G� w |C��� z��|

f(x) =

{
x + 1

x �
0 <

− x <
− 1,

2− x
x �
1 < x <

− 2,

l	x ��| y�l,u �X��¦C� l
l |

[0, 2]
§<¥ �&�}�S�	� x�w ��| y�l,u �X�&�:�

Sumas de Riemann� � l�x�l | y ��� � x � ¥ �8�X�G�S� ��l ÛC|������ z�8|J�8�%� u �}|A��� ��l �v� l ���&|�| ��l ��| y�l,u �X��¦C�}�}� � � �"l�}| y%l,u �X�&� ��law |1��� w |A��� z�8|�ê
� l �

f
w |A��� w |C�,� z��| ��l ÛC|�� � � l |

[a, b]
s*§�x�l �

P = {x0, x1, . . . , xn}
w |A�`�1��� y �ª£��� z��| ��l

[a, b]
� � |A� suma de Riemann de f

j � x �*�,��� � �D�
P
� l	x � w �&��¤ w � l �

σ(f, P) =

n∑

j=1

f(ξj) � (xj − xj−1),
����|

ξj 2 [xj−1, xj] .

j � w �&| � �
ξj = xj−1

s �S�
σ(f, P)

l	x �S� suma de Cauchy �>�� lv� �}� l ¤ w�l�l ��| zw � l �%�
U
l�xcl � ĺımite de las sumas de Riemann

��l
f
l |

[a, b]
� w �&| � �d6

ε > 0
5
δ > 0

y �&��¤ w�l0x �
P
l	x�w |A�P�1�	� y ����� z��| ��l

[a, b]
����| >

P
>
< δ
sx�l�y � l | lZS

σ(f, P) −U
S
< ε

�1���X� y � � �
σ(f, P)

s¿l�xG��l �,�ª� s �1���X� y � � � l � l �,�,� z��| ��l�}� x
ξj

l |-�}� x`x�w ¦C�}| y�l �����&�}� x �,�8��� l	x ����| � � l | y%l	x`��l
P
� � l�l�x �X�%��¦ l�s1l | y�l | � � l | � � l �
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x � u |���ÛC�	� � � s
U =

� z{��p
P
p →0

n∑

j=1

f(ξj) � (xj − xj−1)
� j � l � w�l	��l ���%�8¦1���D¤ w�l<x � l	x;y%l

� z{}�T� y�l
U
l,¨ � x;y�l�s�l�x-zw |��������>�

jZ� h� � �G� w |C��� z��|
f
l	x

integrable
j:l | l � x�l | y � � � ��l �v� l ���&|�|1� l |

[a, b]
� w ��| � �l�¨ � x;y%lIl �`� z{}�T� y�l

U
��l �S� x"x�w ��� x[��l �P� l ����|�| ��l

f
l |

[a, b]
� � | y ��|C� l	x,s �S�

integral de f en [a, b]
l	xvl	x�l | zw � l �%�

U
�

� | l ����� z� ¨ �}�T� y�l �@� l ��� s1��l ¦C� � �[� � � k#w)Ù ��� x £Z� l�§ �T��| ��§ � k ����¦�� w�¨�s1x�l��� w�l ¦1��¤ wCl �S� x ����| x;y � w �,���}��| l	xP��l �S���}| y�l	u �����1���8� k ����¦�� w�¨ § ���8�v�v� l ���&|�| x ��|l ¤ w �ª���&� l | y%l	x � �vw�l	x�y �X� ��l � � x�y �X�@��� z��| l	x;y�z� y ����� � � ��lhý ¹ ¼�� óc� Ç ��þ]sP¶ ÿ�²�±%n	Ò
« ´*®8±%nXp4²}q�¶vqdr,¬�×Cn�²�n,s � ���%�}| u�l � s ¢	ã�ã � �
Teorema de Darboux.

� �0� w |C��� z��|
f
l	x �}| y%l,u �X��¦C� lvj:l | l � x�l | y � � � ��l �v� l ���&|�|1�

l |
[a, b]

sh§ � z{��p
P
p →0

n∑

j=1

f(ξj) � (xj − xj−1) = U
x � §<x�z���}� x �

f
l	x �@��� y � � � l |

[a, b]
s

�}| y%l,u �X��¦C� lTj�l | l � x�l | y � � � ��l�k �	��¦�� w�¨ � l |
[a, b]

s�§ ∫b

a

f = U
�

¨ p�o<´&n,Ò�±�r@�²*·´�qaç
Sólo si

� �%�}� l �X�&� l | y%l�s
f
��l ¦ lKl	x�y �����@��� y � � � l |

[a, b]
s � wCl	xx �0|�� s 6 2IH sPx � Pn

l�x ��� l ¤ w ���1��� y �}�,� z��| ��l
[a, b]

l |
n
x�w ¦C�}| y%l �����&��� x � u�w �&� l	x,s

f
��l �%�	� z� ��l[l	x;y �����@��� y � � � l |R�&� u�w |�� ��l �}� xTx�w ¦C�}| y%l �����&��� xT��l

Pn

s]l,¨ � x;y � l | � �
ξn, ηn

s �&��¦�� x]l | � ��� ¥ � x�w ¦C�}| y%l �����&��� s�y �&� l	x ¤ w�l
f(ξn)−f(ηn) > n

j � w�l	xfx �C|�� sl |��1��� y �}� w �S�	� S
f(xj) − f(ξ)

S
<
− n

6
ξ 2 [xj−1, xj]

s���lK� ��| ��l�S
f(ξ)

S
<
− n +

S
f(xj)

SXs§
f
l	x;y ��� z{S�D�@��� y � � � l |

[xj−1, xj]
�X�

á x � x�l �V�8�%���&| � � x]x�w ��� x]��l �v� l ���&|�| ��l ���`� w |C�,� z��|
f
� x �����S� � � x � l	x �#�1����£y �}�,� z��| s�w |A� s

σ(f, Pn)
s�l |[�S�G¤ w�lax�l`l ��� u�l

ξn

l | l � x�w ¦A��| y�l �%���&�}� ��l |��T�@��� y �&�,� z��| s§ � y �X� s
σ 8 (f, Pn)

s�l |"�S�K¤ wCl�x�l�l �}� u�l
ηn

sCx � l | � �T�}� x �T� x �T� x �}� x � w | y � xPl � l,u � � � xl |"�}� x4��l � z� x4x�w ¦C�}| y%l �����&�}� x	s�x�lay�l | � � z{��
σ(f, Pn) − σ 8 (f, Pn) > b − a ,

����| y �X�G��� ¥ ��� z� y%l	x � x4��lal�¨ � x;y�l |A���S� ��l � z{}�T� y�l �1���X���S� x4x�w ��� xv��l �v� l ���&|�|��
� | x�l	u�w | � �K� w�u ��� s � l �&� � x ¤ w�l

f
� w �T�C� l �S� ��l ÛC|������ z��| jZ� ¢�� ��l �}| y�l,u �X��¦C�}�}��£� � � ê � l �

ε > 0
3 ���8� ¥ ��� z� y%l	x � x 5

δ > 0
y �&��¤ w�lq>

P
>
< δ⇒ S

σ(f, P) −U
S
<
ε

4

s �
¦C� l |

U−
ε

4
< σ(f, P) < U+

ε

4

s �1�	��� y � � � x�w ��� ��l �v� l ���&|�|
σ(f, P)

�
� l �

P = {x0, x1, . . . , xn}
y �&��¤ w�lr>

P
>
< δ

3




mj =
z{�|C�

[xj−1,xj]

{
f(x)
}
⇒ 5

uj 2 [xj−1, xj]
y �&��¤ w�l

f(uj) < mj +
ε

4(b− a)
,

Mj =
x�w �

[xj−1,xj]

{
f(x)
}
⇒ 5

vj 2 [xj−1, xj]
y �&��¤ w�l

f(vj) > Mj −
ε

4(b − a)
;
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=⇒





n∑

j=1

f(uj)(xj − xj−1) = σ1(f, P) < s(f, P) +
ε

4
,

n∑

j=1

f(vj)(xj − xj−1) = σ2(f, P) > S(f, P) −
ε

4
.

�dw�l,u � x�lay � l | l ê
U−

ε

2
< σ1(f, P) −

ε

4
< s(f, P) <

− S(f, P) < σ2(f, P) +
ε

4
< U+

ε

2
,

��l �T� � � ¤ w�l
S(f, P) − s(f, P) < ε ,

§
f
l	x ��| y�l,u �X��¦C� lTj:l | l � x�l | y � � � ��l�k ����¦�� w�¨ �X�t4��l � z� x,s�y �&��¦A� zl | x�lay � l | l�l | y ��|C� l	x

U−
ε

2
< s(f, P) <

−

∫b

a

f <
− S(f, P) < U+

ε

2
,

� w�l,u � rrrrr ∫b

a

f−U

rrrrr < ε,
§[l	x;y �<6

ε > 0 ⇒
∫b

a

f−U = 0 .

Si
k � � �

ε > 0
s?x�l �

Pε

w |A�B�1��� y �}�,� z��| j Û���� ��l	x���l �@¤ w�z{V� ��l
[a, b]

y ����¤ w�l
S(f, Pε) − s(f, Pε) <

ε

3
�� �&�T� x �������@¦��	�K¤ wCl 5
δ > 0

y �&�0¤ w�l�x �
Q
l	x�w |A���1��� y ����� z��| ��l

[a, b]
y �&��¤ w�l>

Q
>
< δ
s�y � � � x�w ��� ��l �v� l ���&|�|

σ(f,Q)
� l �%��ÛA�	�*ê

s(f, Pε) −
ε

3
< σ(f,Q) < S(f, Pε) +

ε

3
;

� w�l�x ����| zl	x;y � sdx�l ����� y%l | l �
rrrrr σ(f,Q) −

∫b

a

f

rrrrr < ε sA§ ���8�`�}� y �&| y � s ¤ w�l ∫b

a

f
l	x

l ��� z{}�T� y�lK��l �S� x4x�w ��� x4��l �P� l ����|C| ��l
f
l |

[a, b]
�

� l �
Pε = {x0, x1, . . . , xn}

3 x�l �
Q = {y0, y1, . . . , ym}

3 l �}� ���&�T� xGw |
uj 2

[yj−1, yj]
�1���X�K�	� � �

j = 1, . . . ,m
s�§ ����| x � ��l � l �T� x �S� x�w ��� ��l �v� l ���&|�|

σ(f,Q) =

m∑

j=1

f(uj) � (yj − yj−1) ;
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x�w ����| u �&�T� x �����T�3���%�}� l �X�)����| � ����� z��|N¤ w�l �S�I|��8�%��� ��l
Q
l	x � l |��8�[¤ w�l ����T� y � �Y��l �S�<�}�8| u � y%wC�Y��l �f� z� x � l ¤ w�l ©|�� ��l �}� xGx�w ¦C�}| y%l �����&��� xG��l

Pε

3 l | y �8|A� l	x�	� � � x�w ¦C�}| y%l �������}�
[xi−1, xi]

�,�8| y � l | l �&��� l |�� x � w |�� ��l ��� x
uj

s �,��|"����� w ��� s

σ(f,Q) =

n∑

i=1

(
∑

j )+*,� -!.�ø
uj � [xi−1,xi]

f(uj) � (yj − yj−1)

0
<
−

n∑

i=1

Mi � ∑
j )+*,� -/.�ø

uj � [xi−1,xi]

(yj − yj−1)

<
−

n∑

i=1

Mi

j
(xi − xi−1) + 2

>
Q

> m <
− S(f, Pε) + 2

>
Q

> n∑

i=1

Mi.

j � l4l | y�l | ��l � z�`¤ w�l
Mi

� l ��� l�x�l | y ����� x�w ��� l �T� ��l �}� x ���&�}�8� l	xf��l
f
l |

[xi, xi−1 ]
�>�

t4¥ �8�X� sAx � n∑

i=1

Mi
<
− 0
sAx�l�y � l | l

σ(f,Q) < S(f, Pε) +
ε

3

x �}|-� z� x � � |�� y �%�<�	� x � s
l	x;y � zw � y �}��� ��l	x � u�w �&� � � �"x�l � w �D�C� l � w ��| � � >

Q
>
<

ε

6

n∑

1=1

Mi

�

k#l �T� � ����| z�&�}� u � x�l �}� l,u �T�

σ(f,Q) >
− s(f, Pε) − 2

>
Q

> n∑

i=1

mi .

áþ�@¤ w�z{ sdx � n∑

i=1

mi
<
− 0
sdx�lKy � l | l

σ(f,Q) > s(f, Pε) −
ε

3

x �}|I� z� x �aá l | l ��� y �%�
�	� x � s �S�G� � x ��� ��l	x � u�w �&� � � �Jx�l � w �D�C� l � w �&| � � >

Q
>
<

ε

6

n∑

1=1

mi

�

� � x,s8l | u8l | l �X�&� s@y � l�x ����| � �����}��| l�x�x �8¦�� ls>
Q

> ���%�8���8�����}��|A�&| l ��| zw � l �%�
δ > 0� l ¤ w�l �%� � � s�§ �S� ��l �T� x;y �X�@��� z��|�¤ w�l	� �G�����D�C� l�y �*�

k#l�x���l �@¤ w�z{c� l ��� l	x�l | y ��� l �T� x ���8�1t
[a, b]

���<���S� x�lT��l ��� x � w |A���}�8| l	x �}| y%l,u �X��¦C� l	xl |
[a, b]

�
El criterio de integrabilidad de Riemann� �J�����@��� x ����� z��| x � u�w � l | y%l ���1��� l � l[l |R�S��� l �T�8�%�S� ��l �v� l ���&|�|���� y � � �)��������T� l |CÚ,� ��lKl	x;y � x�l �,��� z��|�� � �D� l � x � z��|I¤ w�l ��� l	x�l | y ��� � x�j ����|)� §�wC� � ��l ����¤ w�l� � ¼v� ó�� Ç ��þ3l | x�w �}��¦��%�*��� l	x � l�y � sAx �&�ª�h� l |��}��¤ w�lGx�l � l Û l � l � w |A�G�1��� y%lG��l ���|�� y �&�,� z��| s�l � l | w |C���S� � �D�8�%� u �}|A�&�:�
Proposición.

� l �
f
�@��� y � � � l |

[a, b]
s �,��| x�w ��� l � � l�z{}|�ÛC�T�

M
§
m
� l�x � l �X£y �ª���&� l | y�l � � | y ��|C� l	x,s

f 2 t
[a, b] ⇐⇒ 6

σ > 0
§
s > 0

s 5
d > 0

y �&�0¤ w�l�s�x �
P = {xj}

n
j=0

l	xvw |A���1��� y �}�,� z��| ��l
[a, b]

y �&��¤ w�lq>
P

>
< d

s�l | y �8|A� l	x
∑

k � K

(xk − xk−1) < s ,
x � l | � �

K = {k 2 {1, 2, . . . , n} : Mk −mk
>
− σ} ,
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� ��| ��l
Mk

§
mk

x ��| l � x�w ��� l � � lGz{}|�Û�� � ��l
f
l | l � x�w ¦C�}| y�l �����&�}�

[xk, xk−1 ]
��l

�S�G�1��� y ����� z��|
P
�¨ p%o<´&n,Ò�±�r8%²�·´	q�ç ⇒ � w ��| � �

f
l�x �}| y%l,u �X��¦C� l�sA� � � � x

σ > 0
§
s > 0

s 5
d > 0

y �&�¤ wCl�s�x �
P = {xj}

n
j=0

l�xPw |A�����	� y ����� z��| ��l
[a, b]

y �&��¤ w�lr>
P

>
< d

s�l | y ��|C� l	x
n∑

j=1

(Mj −mj) (xj − xj−1) < sσ .

�cl �%� s�x �
K
l�xPl ������|�� w | y � ��lTz{}| � ��� l	x4��l � l | w |C���S� � � s

n∑

j=1

(Mj −mj)(xj − xj−1) >
−

∑

k � K

(Mk −mk)(xk − xk−1) >
− σ
∑

k � K

(xk − xk−1) ,

� w�l,u � ∑
k � K

(xk − xk−1) < s
s �,���T� x�l ¤ w�l � z{S�����%�8¦1�����

⇐ k � � �
ε > 0

s�x�l �&|
σ = ε

2(b−a)
> 0

§
s = ε

2(M−m)
> 0

� � �8�?�S� ¥ ��� z� y�l�x � x��lKl	x;y �T�}�D�A�����	�@��� z��| s 5
d > 0

y �&��¤ wCl�s1x �
P = {xj}

n
j=0

l�x?w |A�K�1��� y ����� z�8| ��l
[a, b]y ����¤ w�lr>

P
>
< d

s�l | y ��|C� l	x,sCx �
K =
{
k 2 {1, 2, . . . , n} : Mk −mk

>
−

ε
2(b−a)

} s
∑

k � K

(xk − xk−1) <
ε

2(M −m)
.

�0��|"�}��� w �&� s
S(f, Pε) − s(f, Pε) =

∑

k � K

(Mk −mk)(xk − xk−1) +
∑

j/� K

(Mj −mj)(xj − xj−1)

< (M −m) � ε

2(M −m)
+

ε

2(b − a)
� (b − a) = ε ,

� w�l,u �
f
l	x ��| y�l	u ���	¦C� l �

Ejercicio.
t �A�����	��� l ���X�%� y�l �%�����&| y%l �%�}�8�`�G�S�G� w |A��� z��|

f(x) =

{
1
n

x � 1
n+1

< x <
−

1
n

s
0

x �
x = 0

�
ë � ��{�ì ´ �0��|[�&� u �D� z� xP��l#y �X�	¦����;� y�z l ��|������ j � l �%�}� s ���8� l � l �T�C�}� s�l | "W¹4XZY ÇÍò !7þ]s
« ·r	¬i&®8¬i´)p%q U	r	±�²ip,µ�r8µ�p�n,s � l � l � y�z l�s ¢	ã-Ü@¡ s � z� u�x � � ä §Mx�x �>� s0x�l �}� l,u �I�"���%�8¦1��� l �
criterio de integrabilidad de Lebesgue ê

f 2 t
[a, b] ⇐⇒ f

l	x
continua en casi todo punto x

scl	x���l ����� s�x � l �����|�� w | y � ��l �}� x � w | y � xP��la� � x �,�8| y �}| w � � � �"��l
f
y � l | l medida 0

s �}�T¤ w�l ¤ w � l � l��l �����v¤ w�l �1���X� y � � �
ε > 0

� �}� ¥ �T����|�� w | y �K¤ w�l	� ��� w ¦C� l � y �G���8� w |1� x�w � l�x � z�8| ��l�}| y%l �����&��� x � l ����� � � x � w�§ � x�w ��� j:x�l ��� l � ��l �}��| u � y�wC��l	xvl	x � l |��8�#¤ w�l
ε
�
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3.3 TEOREMAS DEL CÁLCULO INTEGRAL

Propiedades básicas

Proposición 1.
� l �

c 2 (a, b)
3 x�l�y � l | l

f 2 t
[a, b] ⇐⇒ f 2 t

[a, c]
§

f 2 t
[c, b]

�cá
∫b

a

f =

∫c

a

f+

∫b

c

f.¨ p�o<´&n,Ò�±�r@�²*·´�q � ⇒ k � � �
ε > 0

s�x�l �
P
w |A���1��� y ����� z��| ��l

[a, b]
y ����¤ wCl

c 2 P §
S(f, P) − s(f, P) < ε

� � � x
xj 2 P ¯ [a, c]

¥ �@� l | w |A�a�1��� y ����� z��|
A
��l

[a, c]
sh§ ��� x

xj 2 P ¯ [c, b]
¥ �@� l | w |A���1��� y �}�,� z��|

B
��l

[c, b]
� � l`y � l | l

S(f, P) − s(f, P) =
j
S(f|[a,c] , A) − s(f|[a,c] , A) m

+
j
S(f|[c,b] , B) − s(f|[c,b] , B) m < ε ,

� w�l,u � ��� � ���1��� zl | y�l	x � xaj ¤ w�lal�x |��T| l	u � y �ª�h�*� ��l ¦ l�x�l �4� l |��8�#¤ w�l
ε
�

⇐ k � � �
ε > 0

sPx�l �&|
Pε
�1��� y ����� z��| ��l

[a, c]
§
Qε

�1��� y ����� z�8| ��l
[c, b]

y �&� l	x
¤ w�l

S(f|[a,c] , Pε) − s(f|[a,c] , Pε) <
ε

2

§
S 8 (f|[c,b] ,Qε) − s 8 (f|[c,b] ,Qε) <

ε

2

�� | y ��|C� l	x,s
(S + S 8 ) − (s + s 8 ) = S 8 8 (f, Pε n Qε) − s 8 8 (f, Pε n Qε) < ε ,

� w�l,u �
f
l	x �}| y%l,u �X��¦C� l�l |

[a, b]
�

á ∫b

a

f
s ¤ w�lTl	x�l � zw |������J| zw � l �%�J�����D��� l | � � � � l | y � l ��� x

S 8 8 § �S� x s 8 8 s�l	x � w�l�x� u�w �&���K�S� x�w ��� ��l �}� xBzw |������ x | zw � l �%� x �,���D��� l | � � � � x	s � l	x � l � y �����&� l | y�l�sAl | y � l
�S� x
S
§
s
§<l | y � l �S� x

S 8 § �S� x s 8 s ¤ w�l�x �8| ∫c

a

f
§ ∫b

c

f
�

t4¥ �8�X� s ����|R�S� x definiciones

∫a

a

f = 0
§ ∫b

a

f = −

∫a

b

f
� w �&| � �

b < a§
f 2 t

[b, a]
s¿x�l�x � u�w�l ���[� u�w �&� � � �Y��l � � � y �ª��� � � �Y��l �S�[�}| y�l	u �����0� l	x � l � y � ��l ��}| y%l �������}� ��l �}| y%l,u �X�@��� z��|�ê

∫b

a

f =

∫c

a

f+

∫b

c

f

�1���X� y � � � x �}� x | zw � l �%� x
a, b, c

s � w �&| � �
f
x�l ���}| y%l,u �X��¦C� l"l | l �v��� § �8� ��l �}� x�}| y%l �������}� x ¤ wCl �S�8�%����|��

Proposición 2.
� w ����| l �#¤ w�l

f, g 2 t
[a, b]

s�§
λ 2 # � � l � l �%��ÛC�	�&|�ê

j �S�
f+ g 2 t

[a, b]
§ ∫b

a

(f+ g) =

∫b

a

f+

∫b

a

g
�

j ���V�
λf 2 t

[a, b]
§ ∫b

a

(λf) = λ

∫b

a

f
�
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j �}�}�V� � �
f <

− g
l |

[a, b]
s�l | y ��|C� l	x ∫b

a

f <
−

∫b

a

g
�

j ���C� S
f
S 2 t

[a, b]
§ rrrrr ∫b

a

f

rrrrr <− ∫b

a

S
f
S �

j �A�
fg 2 t

[a, b]
§ rrrrr ∫b

a

fg

rrrrr <
−

( ∫b

a

f2

0 1
2 � ( ∫b

a

g2

0 1
2 j

Desigualdad de

Schwarz �X�
j ���S� � � 1

g

l	x;y�z�T�@��� y � � � l |
[a, b]

s�l | y ��|C� l	x f
g
2 t

[a, b]
�¨ p%o<´&n,Ò�±�r8%²�·´	q � j �V� s�j �}�S� §Bj ���}�V� j ����| x � ��l �X���a�@¤ w�z{

g − f
�0� l�x�w � y �&| x�l |C���}�}�S� x ����| x �ª£��l �X��| � � x�w ��� x4��l �P� l ���&|�|��

j ���C�Páf� x�lG¥ �G��� x;y �<¤ w�l�S
f
S 2 t

[a, b]
j ���8�`��� l � y � s ¤ w�l � wCl	��lGx�l �`¤ w�l�S

f
S 2t

[a, b]
§
f
|�� x�l ����| y�l,u �X��¦C� l�s ���8� l � l �T�C�}�

f(x) = −1
x �
x /2 ±þ§

f(x) = 1
x �

x 2 ± �X� � � ��l	x � u�w ��� � � �Jx �&� l���l ���C�����	��� j �}�}�V� l |
−
S
f
S
<
− f <

−

S
f
S �

j �A���0��� �
fg = 1

4

j
(f + g)2 − (f − g)2 m s�§ h 2 t

[a, b] ⇒ h2 2 t
[a, b]

s
���8� x�l �

h2 ���������D��� x ����� z��| ��lGw |A�T� w |C��� z��|B����| y �}| w � §Jw |A�D�}| y%l,u �X��¦C� l�s � l	x�w � y �
fg 2 t

[a, b]
�

k#l	x � u�w �&� � � �"��l � � ¥ �v���%Ú�ê�6
λ 2 # x�lay � l | l�s ���@� j �}�}�S� s

0 <
−

∫b

a

(λg − f)2 = λ2

( ∫b

a

g2

0
− 2λ

( ∫b

a

fg

0
+

( ∫b

a

f2

0
,

� w�l,u � l � � � x �X����� ��|1��| y�l���l`l	x;y � l � w �@��� z��| ��l`x�l	u�w | � � u �X� � � l |
λ
��l ¦ lax�l �v| l,u ��£y �������

j ���S� � �8� ¥ ��� z� y%l	x � x,s&l,¨ � x;y�l |��,�8| x;y �&| y%l	x ��� x � y ����� x
c
§
C
y ��� l	x ¤ w�l

c <
S
g
S
< C

3
� w�l,u � j �����T�1� x ����� z��| ��l ����| y �}| w � l ��| y�l,u �X��¦C� l � 1

g
2 t

[a, b]
s�§ �	�C�}���	��� j �C�X�

Ejercicio.
� �%�8¦1���[¤ w�l-x �

f
l	x ����| y �}| w � l |

[a, b]
s
f(x) >

− 0
�1���X� y � � �

x
§

∫b

a

f = 0
s�l | y �8|A� l	x

f(x) = 0
�1���X� y � � �

x 2 [a, b]
�

Teorema fundamental del cálculo. Regla de Barrow

(TFC) Teorema.
� l �

f 2 t
[a, b]

sd§Ix�l �
F(x) =

∫x

a

f
�1���X���	� � �

x 2 [a, b]
� ¡ Ë Å Å Ë Ç

f(x)
Ã�º

f � � � (x) =

1
1+ )�$&% 2 x

.

� | y ��|C� l	x ê
j �V�
F
l�x ����| y �}| w � l |

[a, b]
�

j �}�V� � ��� ��l � z� x
f
l	x ����| y ��| w � l |

x0 2 [a, b]
s�l | y ��|C� l	x

F
l�xv��l ���ª����¦C� lal |

x0§
F 8 (x0) = f(x0)

�
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¨ p�o<´&n,Ò�±�r@�²*·´�q � j �S� � w ���8| u �&� � x�S
f(x)

S
<
− M

l |
[a, b]

�
−(x − a) � M <

−

∫x

a

f <
− (x − a) � M

↓ x �
x→ a+ ↓

0 <
−

� z{��
x→a+

F(x) <
− 0

� w�l,u �
F
l	x ����| y �}| w �����8�4�S� ��l � l � ¥ � l |

a
�� l �&|

y, z 2 (a, b]
s
y < z

3 x�lay � l | l
S
F(z) − F(y)

S
=

rrrr ∫z

y

f

rrrr <− ∫z

y

S
f
S
<
− M(z − y) ,

� w�l,u �
F
l	xvw |��}�S�8�%� l � l | y�l ����| y �}| w � s�§<l |[�1��� y ��� w �S��� l	x ����| y �}| w � s�l |

(a, b]
�

j ���V� ��l ��� � x ¤ w�l
F 8+(x0) = f(x0)

j �&| z���}� u �&� l | y�l�s
F 8−(x0) = f(x0)

�X� � l �
h > 0

ê
F(x0 + h) − F(x0)

h
− f(x0) =

1

h

( ∫x0+h

x0
¡ f(x) − f(x0) k dx 0 .

t4¥ �8�X� s �����T�
f
l�x ����| y �}| w � l |

x0

sA� � � �
ε > 0

5
δ > 0

y �&��¤ w�l�x � S
x − x0

S
< δ

sl | y ��|C� l�x�S
f(x) − f(x0)

S
< ε

3 � w�l,u � s�x �
0 < h < δ

srrrr F(x0 + h) − F(x0)

h
− f(x0)

rrrr <− 1

h

∫x0+h

x0

S
f(x) − f(x0)

S
dx <

εh

h
= ε .

Consecuencias.
j �V� � �

f
l	x ����| y �}| w � l |

[a, b]
s �S�T� w |C��� z��|

F(x) =

∫x

a

f
l	x#w |A�

���%�}�T� y �ª��� ��l
f
l |

[a, b]
�j ���V� � �

g
l	xv��l �%������¦C� l�s�� �

(g) 1 [a, b]
§
f
l	x ����| y �}| w � l |

[a, b]
s

d

dx

( ∫g(x)

a

f(t)dt

0
= f

j
g(x) mÎ� g 8 (x) .¡ Ë Å Å Ë Ç

f � (2) Ã�º
f(x) =

∫x3−4

2x

xdt

1+

t
.

¨ p�o<´&n,Ò�±�r@�²*·´�q � j �}�V� � l �
H(x) =

∫g(x)

a

f = F
j
g(x) m sA� ��| ��l F(y) =

∫y

a

f
� t �C�}���	���

�S��� l,u �S� ��l �S�K�	� ��l |A�*�
Regla de Barrow (I).

� l �
f
�,�8| y �}| w � l |

[a, b]
§
G
w |A� �C�%��� � y ����� ��l

f
l |

[a, b]
3 l | y ��|C� l�x,s ∫b

a

f = G(b) −G(a)
�

¨ p�o<´&n,Ò�±�r@�²*·´�q � �]w�l	x
F(x) =

∫x

a

f
l	x � y �X�4���%�}�T� y ����� ��l

f
l |

[a, b]
3 § � x,z{ s ���8� w |1�

����| x�l � w�l |C���S� ��l � j � �?� � � �}� l � l |C���S�&� s
F(x) = G(x) + C

���	�X� y � � �
x 2 [a, b]

�
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� ���X�
x = a

� l�x�w � y �
C = −G(a)

3 � w�l,u �
F(b) =

∫b

a

f = G(b) −G(a) .

Regla de Barrow (II).
� l �

f 2 t
[a, b]

§Gx�w ����| u ��� � x ¤ w�l�l�¨ � x;y%l0w |1�P� w |C��� z��|
∫b

a

f(x)dx =

∫b

a

dF

= F(b) − F(a)

É ö ¼:ºªÆ�À,º æ:Ð
F
�C�%��� � y ����� ��l

f
l |

[a, b]
� � | y �8|A� l	x,s ∫b

a

f = F(b) − F(a)
�¨ p%o<´&n,Ò�±�r8%²�·´	q � � l �

P = {x0, x1, . . . , xn}
w |A�"�1��� y ����� z��|W� w �&��¤ w � l �X� ��l

[a, b]
3

���C�}���	�&| � � l � j � �?� � � ��� l � l |C���S�&� l |J�	� � � x�w ¦C��| y�l �����&�}� s
F(b) − F(a) =

n∑

j=1

j
F(xj) − F(xj−1) m =

n∑

j=1

f(ξj)(xj − xj−1) ,

�}�-¤ w�l�l	x�w |A� x�w ��� ��l �v� l ���&|�| s¿� � u �&�T� x
σ(f, P)

�B�0�8� �
s(f, P) <

− σ(f, P) <
−

S(f, P)
§
f
l	x �}| y�l,u �X��¦C� l�s�x�l�x � u�w�l �S�K�,�8|A��� wCx � z��|��

Consecuencias.
j �S� j ê z�8�%� w �S� ��l integración por partes �>� � � u, v x ��|��l �%�ª����¦C� l	xvl |

[a, b]
§
u 8 , v 872 t

[a, b]
s�x�lay � l | l

∫b

a

uv 8 + ∫b

a

u 8 v = u(b)v(b) − u(a)v(a).

j �}�S� j ê z�@��� w �S� ��l � cambio de variable �>� � l � u : [a, b]→ [α,β]
l�x;y �%��� y �&� l | y�l� �8| z� y ��|A� s¿��l �%������¦C� l�§ �,��| ��l ���ª��� � �

u 842 t
[a, b]

3 x�l �
f
�,��| y �}| w � l |

[a, b]
�� | y ��|C� l	x,s

∫β

α

f(x)dx =

∫b

a

f
j
u(t) m u 8 (t)dt .¨ p%o<´&n,Ò�±�r8%²i´	qdp�n¤çôj �V� � � x � w |C���}��| l	x

u
§
v
x ��|b����| y ��| w � x	s � w�l,u �Y��| y�l	u ���	¦C� l	x �� l �

g = uv
3
g 8 = u 8 v + uv 8Î2 t

[a, b]
s � w�l,u �����8�D���"� l,u �S� ��l"Ù �����%��� jZ��� � s

∫b

a

g 8 = g(b) − g(a)
�

j �}�S� � ���X���	� � �
y 2 [α,β]

s�x�l �
F(y) =

∫y

α

f
3 ���C�}�}����| � � j �dê �v� s]x�l<y � l | l ¤ w�l

F 8 (y) = f(y)
�� ���X�I��� � �

t 2 [a, b]
s4x�l �

g(t) = F
j
u(t) m � � �8�<�S�B� l,u �S� ��l �S�)��� ��l |A� s

g 8 (t) = f
j
u(t) m u 8 (t) � t �C�����	�&| � �T�S�G� l,u �S� ��lGÙ �����%��� jZ��� � s

∫b

a

f
j
u(t) m u 8 (t)dt =

∫b

a

g 8 (t)dt = g(b) − g(a)

= F
j
u(b) m − F

j
u(a) m =

∫β

α

f(x)dx .
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Teoremas del valor medio para integrales

(TVM1) Teorema.
� �
f
l	x ����| y �}| w � l |

[a, b]
sCl | y ��|C� l	xvl,¨ � x;y�l

c 2 [a, b]
y ���

¤ w�l 1

b − a

∫b

a

f = f(c)
�¨ p�o<´&n,Ò�±�r@�²*·´�qaç � �

f
l�x ����| x;y �&| y�l�s�l � y�l �8� l ��� l	x�y �%�����S�&�:� � �d|�� s�x�l �&|

m
§
M
�}� x�����}�8� l	x � z{}|��}�T� § � z� ¨ ��� � s � l	x � l � y �����&� l | y%l�sA��l

f
l |

[a, b]
� k#l

m <
− f(x) <

− Mx�l �8¦ y � l | l�s �}| y%l,u �X�&| � � l |
[a, b]

s

m(b − a) <

∫b

a

f < M(b − a) u m <
1

b − a

∫b

a

f < M ,

§���l ���`���%�8�C� l	� � �"j � �?� � ��l �S� x � w |C���}��| l	x ����| y ��| w � x�x�l?x � u�w�l �S������|C��� wCx � z��| s �,��|
c 2 (a, b)

l | l�x;y�l ��� x ���
� x?x�l |C���}�}�}�<����� l	u �S��� l	x;y � ��l �T� x;y �X�@��� z�8|��1���X�G���%�8¦1��� w |J� l	x�w � y � � ��� z� x4u�l £| l �X�&� s���l ��¤ w�lal ���&| y�l �%���8� l	xvl ���	� x �

g(x) = 1
���	�X� y � � �

x
ê

(TVM1G) Teorema.
� �
f
l	x ����| y �}| w � l |

[a, b]
sC§
g
l�x |���| l,u � y ����� l �}| y�l £

u �X��¦C� lal |
[a, b]

s�l | y ��|C� l	xPl�¨ � x;y�l
c 2 [a, b]

y �&��¤ w�l ∫b

a

fg = f(c)

∫b

a

g
�N�Ç:½XÆ Ë Ç

1

7

2

<
−

∫1

0

x6
1+ x2

dx

<
−
1

7NhÇ:½XÆ Ë Ç
3

8
<
−

∫ 1
2

0


1− x
1+ x

dx

<
−


3

4É > û º�[ Ë §,ý Ð

� �C� l	x�w � y � � � x � u�w � l | y%l?x�l#x�wCl � l �}�S�&����� segundo teorema del valor me-
dio

��l ��� z����� w �}� �}| y%l,u �X�&�:ê
(TVM2) Teorema.

j �V� � l �
f >

− 0
§)��l �X� l �,� l | y%lTl |

[a, b]
3 x�l �

g 2 t
[a, b]

�

N�Ç:½XÆ Ë Çrrrr ∫π

1

)�$&% x
x

dx

rrrr <
− 2

� | y ��|C� l	x,s
∫b

a

fg = f(a)

∫c

a

g
�1���X�D�&� u�z w |

c 2 [a, b] .

j á x �
f >

− 0
§ �X� l ��� l | y%l�s 5

c 2 [a, b]
y ����¤ wCl ∫b

a

fg = f(b)

∫b

c

g
�>�

j ���V� � �
f
l	x �T��| z� y ��|A� §

g
l�x �}| y%l,u �X��¦C� l�sCx�l`y � l | l

∫b

a

fg = f(a)

∫c

a

g + f(b)

∫b

c

g
�1���X�D��� u�z w |

c 2 [a, b] .

� � ��l �T� x;y �X�@��� z��| ��lGl	x;y%l � l	x�w � y � � � � l ¤ w � l � lGw | ��l�y ���}� l�y�zl ��|������[¤ w�lGx �8�S�&� l | y�l��l �%��� � x�l | w |C���S� � ��� �¿wCl	��l l |C����| y �X��� x�l�w |A� ��l �T� x;y �X�&�,� z��| l | l �f�}��¦��%�-��� y � � ���l<ý ñ Ó ï í! � » ºRñ j@ÇD�]�
Lema de Abel–Bonnet.

� l �
f >

− 0
§"��l ��� l ��� l | y%l�l |

[a, b]
3 x�l �

g 2 t
[a, b]

3
x�l �&|

m
§
M
�}� x ���&���8� l�x�l,¨*y � l �T� x<��l ���)� w |C��� z��| j ����| y �}| w ��� ∫x

a

g
l |

[a, b]
�

� | y ��|C� l	x,s

mf(a) <
−

∫b

a

fg <
− Mf(a) .
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¨ p%o<´&n,Ò�±�r8%²�·´	qÂµ�p D å(v ÑJw E�çbj �V� t �C�����	�&| � � l �v� l ��� s ∫b

a

fg = µ f(a)
����|

µ 2
[m,M]

3 � ¥ �8�X� s ���8� x�l � ∫x

a

g
����| y ��| w � s�§ ���C�����	�&| � � j � �#� � s�l�¨ � x;y�lGw |

c 2 [a, b]

y ����¤ w�l
µ =

∫c

a

g
�

j �}�S� � w �1��| u �&�T� x ¤ w�l
f
x�l � ��l ��� l ��� l | y�l 3 l | y ��|C� l	x ��� � w |C��� z��|

f(x) − f(b)
l	x |��| l	u � y �ª��� §G��l ��� l ��� l | y%l0y �&�G¦C� zl | 3 ���C�}���	�&| � �?�S�P�1��� y�l#j �S� ��l0l	x;y%lfy%l �8� l ��� s�x�l�x � u�w�l¤ wClal�¨ � x;y%l�w |

c 2 [a, b]
y ����¤ wCl

∫b

a

j
f(x) − f(b) m g(x)dx =

j
f(a) − f(b) m ∫c

a

g(x)dx ;

� w�l,u �
∫b

a

fg = f(b)

∫b

a

g +
j
f(a) − f(b) m ∫c

a

g = f(a)

∫c

a

g + f(b)

∫b

c

g .

3.4 APLICACIONES GEOMÉTRICASk#l	x �����%���}�S��� l �T� x � ¥ �8�X���}� x � zl�y � � � x ��� z�@� y ����� x���l � z�&�}� w ��� s � l�� �S��| y�l �}| y%l £u �X�&� l	xf��l ÛC|�� � � x,s���l[z�	� l � x]��l � l ���}| y � x �C���&|�� x,s �}��| u � y�wC��l�x]��l ������� § ����� zw � l | l	x¿§z��� l � xc��l �S� x�x�w � l ��ÛA��� l	xc��l�x�z���}� � � xc��l � l �h��� w ��� z��|�� � w ����| � � l �T� x�l |G�S� x � w |A���}�8| l	xw |A� x ����| � �}�,����| l�x0��l#x�w ����� � � ��x�w ÛA��� l | y%l	x,s ¤ w�l ��� l �,� x ��� l �T� x,s �1���X�`�S�?�����}� ��l Ú ��l�S� x ���8��� l	x ����| � � l | y%l	x � z�8�%� w ��� x � � | l ���	� x � ��lRz��� l � x �C�S�&|A� x,s ��� x � z�8�%� w �S� xGx ��|
las definiciones

��l � z��� l �*� � � x���l Û�|������}��| l	xGu�l | l ����� l	xG��l �}�8| u � y%wC�ds �h��� w � l |§ôz��� l � ��l w |A� x�w � l ��ÛC�,� l�s�l |Y�	�&�G¦C�}� sc��l ¦ l | l�x � l �X���K� x�l ����� l	x�l | y � � � xal | w |l	x�y�wC� �}�T��� x;y%l �%�}�8���
Cálculo de áreas planas

(I) Recintos limitados por curvas en expĺıcitas

(a)
zt � l � y � y �&�

A
�}��� � y � � �����8� w |A�<� w �����

y = y(x)
s�l � l � l

X 8 X sd§ �S� x � l � y � x� l � y �}����� l	x
x = a

§
x = b

� � w ����| � � l �T� x ¤ wCl
y(x)

l�x�w |A��� w |C��� z��| s ����| y �}| w � l |
[a, b]

�

A =

∫b

a

rr y(x) rr dx .
� � s ���8� l � l �D�C�}� s

y(a) > 0
l
y(x) = 0

y � l | lDjZx ���S�&� l | y%l ����� x4x ��� w �,����| l�x
x1 < x2l | l �d�}| y%l �����&�}�

(a, b)
s�l � z��� l � y � y �&� x�l � z{S�

A =

∫x1

a

y(x)dx −

∫x2

x1

y(x)dx +

∫b

x2

y(x)dx .
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(b)
zt � l � y � y �&�

A
�}�}�T� y � � �`���8� � � x � w ����� xf��l4l � w �@���}�8| l	x

y = y1(x)
s
y = y2(x)§ �S� x � l � y � x � l � y ���	�&� l	x

x = a
§
x = b

� � lGx�w ����| l ¤ w�l
y1

l
y2

x ��|-� w |A���}�8| l	x,s����| y �}| w � xPl |
[a, b]

�

A =

∫b

a

rr y1(x) − y2(x)
rr dx .

(c)
zt � l � y � y �&�

A
�}�}�T� y � � �<���8� w |A�<� w �����

x = x(y)
scl � l � l

Y 8 Y s�§ �S� x � l � y � x¥ �8�%�}Ú,��| y �&� l�x
y = c

l
y = d

� � w ����| � � l � � x ¤ w�l
x(y)

l	xvw |A�G� w |C�,� z��| s ����| y �}| w �l |
[c, d]

�

A =

∫d

c

rr x(y) rr dy .
Ejercicios. 1.–

� ���1��� z��¦����S�
y2 = 2 x

� ����� ��l �&��� z{ª��� w �}�
x2 + y2 <

− 8
l | � � x� l,u �}��| l	x4��lBz��� l � x � l	x � l � y ����� x

2π+ 4
3

§
6π− 4

3

�
2.–

� � z��� l � ��l �S�T� l	u � z��|)�@��� y � � � �,��|-�V�8�%��� ��l � w � � ����� z� y�l �%�[� w �%���}� z{}| l � ��l�y%l ��£�T�}|A� � �����8�#�S� xvu � z��ÛA�	� xv��l �S� x �1��� z��¦����S� x
y2 = x

s
y2 = 2 x

s
y = x2

l
y = 2 x2l	x

1
6

�
(II) Recintos limitados por curvas en paramétricas

(a)
zt � l ���}��� � y � � �<�,��| l � l � l

X 8 X ���8� w |3������� x �}�T�C� l � k#l,y �&�}�S� � �&� l | y%l�s�x�l �&|{
x = x(t)

y = y(t)
�S� xfl � w �&�,����| l�x �1���X�&� zl,y �%���	� x0��l#w |A�a� w �����

γ
s�§�x�w ����| u �&�T� x ¤ w�l

• x(t)
l
y(t)

x ��| ��l �S�D���S� x�l � (1)
j
[t0, t1 ] m s

• x 8 (t) > 0 6 t 2 [t0, t1 ]
s

• y(t) > 0
6
t 2 [t0, t1 ]

�
� | y ��|C� l	x,s*l � z��� l �

A
�}��� � y � � �����@� l ���	���,� ��l �S��� w �����

γ
s*l � l � l

X 8 X § ��� x � l � y � x� l � y ���	�&� l	x
x = x(t0)

§
x = x(t1)

l�x

A =

∫ t1

t0

y(t) x 8 (t)dt .
(b)

zt � l �Y�}�}�T� y � � �Y���8��������� x � l ���X� � � x � � l �&| { x = x(t)

y = y(t)
�S� x[l � w �@���}��| l	x

�1���X�&� zl�y �%���	� x4��law |A�K� w �����
γ
s*§"x�w ����| u �&�T� x ¤ w�l

• x(t)
l
y(t)

x ��| ��l �S�D���S� x�l � (1)
j
[t0, t1 ] m s

•

j
x(t0), y(t0) m =

j
x(t1), y(t1) m �

• x 8 (t)2 + y 8 (t)2 9= 0
6
t 2 [t0, t1 ]

�
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� | y ��|C� l	x,s�l � z��� l �G�8�%� l | y � � �
A
l |C� l �%�X� � �����8� l �c�	���,� ��l �S�K� w �����

γ
l |

[t0, t1 ]
s

¤ wCl�l	x ��� x � y ����� x � s �&�0� l �,�@�%� l �
t
l ���}| y%l �����&���

[t0, t1 ]
�S�J� w ����� l	x � l ���8���%� � � l |x�l | y � � ���&| y � ¥ �8�X�	����� s�l�x

A = −

∫ t1

t0

y(t) x 8 (t)dt =

∫ t1

t0

x(t)y 8 (t)dt
=
1

2

∫t1

t0

j
x(t)y 8 (t) − y(t) x 8 (t) m dt .

Ejercicios. 1.–
� � cicloide

l	x ���G� w �����K¤ w�l?y �X��Ú&� w |�� w | y �KÛ���� ��l �S�G������� w |�£� l � l |C�,��� ��l�w |-� z{���� w �}� s � w ��| � � l	x�y�l � z{ª�X� w �}� � wCl	� � x �}| ��l�x �}��Ú&�	� s ���&| y�l |�� zl | � � x�lx � l �T��� l�l | x�w �C�S�&|�� s �K��� ����� u � ��law |A�G� z{}| l ��� l � y �*�
� � z��� l � �,���D��� l | � � � � l | y � l ��� �,�}�,����� ��l { x = a(t−

x�l |
t)

y = a(1−
��� x
t)

(a > 0)
§Jl �

l � l
X 8 X s�l | y � l x = 0

§
x = 2πa

s�l	x
3πa2

s�l	x���l ����� s�l � y �%���C� l���l � z��� l � ��l�x�wÞ�� z{���� w ��� u�l | l �X� � �8� ß �
2.–

� � z�	� l �a��| y�l �����8�4�a�S��� x;y �%��� ��l
x2/3 +y2/3 = a2/3

j � l ��� z� u � � Ü�� l	x
3πa2/8

�

(III) Recintos limitados por curvas en polares

� w �&| � � x�l Û��%��| l | l �#�C�S�&|�� w |W� w | y �
O
jS³]´�¬V´ � §Ww |A� x�l � ����� l � y �

OXj�p6x�p�³]´�¬Vr	± � s �	� � ��� w | y �
P 9= O

��l �f�A���&|��-¤ w�l�� � w | z{��h�*����� l | y%l���l�y�l �%�T�}|A� � ����8�[�S� � � x;y �&|C�,���
OP = r > 0

sv§�l � z�&| u�w �}�zy
XOP = θ 2 [ 0, 2π)

s ¤ w�lBx�l�}�S�����&| coordenadas polares
��l �v� w | y �

P
� t#� �T� y �&�T� x ¤ w�l"l �v�����}� l	x l �zw |������G� w | y � ��l�x �X�%� y �D���@�

r = 0
� � �8�%���&�}� l | y�l ���&� � x � x�w ����| l �v¤ w�l`l �A�����}� §l � l � l ��������� x ��| l ���8�%� u�l | §�l � x�l �T� l � l

OX
��� x � y ���h� ��lfw | x � x;y�l ��� ��l ���*�8� ��l |1� � � x�	��� y%l	x �S�&|A� x,s���l � � � �K¤ w�l �S�a� l �S�@��� z�8| l | y � l �S� x ���*�8� ��l |A� � � x �����S��� l	x

(r, θ)
§ �S� x�	��� y%l	x �S�&|A� x

(x, y)
��law |[� w | y �

P
��� l | l�� � � �����@�

x = r
��� x
θ ; y = r

x�l |
θ .

t4¥ �8�X� x�w ����| � � l �T� x ¤ w�l w |1��� w ����� �A���&|A�
γ
l	x;y�z� ��l ÛC|�� � �����@�G� l	� �}� ��l w |1�� w |C��� z��| l�¨ �C� z{���� y �

r = r(θ)
sf� ��| ��l j

r(θ), θ m x ��|H�S� x ���*�8� ��l |1� � � x ��������� l�xK��l �� w | y � u8l | zl �%�����?¤ w�l � l ���8��� l �S�4� w �����v� w �&| � �
θ 2 I s8� ��| ��l I 1 # l	x�w |G�}| y%l �����&������ �f��| y�l �����&�}�

I
��� � � z{�� x�l ���}|C�,� wCx � y � � � # � � �8� l � l �D�C�}� s �S�[� w ����� ��l ÛC|�� � � l |�����S��� l	x ���8� �S��� w |C�,� z��|

r = aθ
j
a > 0

� s �1���X�
θ 2 # +

sfl�xDw |A� espiral de
Arqúımedes �� ���S�`� w |C��� z��|

r(θ)
l�x ����| y �}| w � l |

[α,β]
shl � z�	� l �

A
��l � y �%� z��| u�w �}���T� ¨*y �}� z{�| l � ÷ Å¿ÊË Ç:¼ Ë Ì	¼�Á�À]Ã:¼ ü ú�½�Ç ü º Ç�Ïü Á�Å Ë Ç*Ì,¼*Ç Ë Ì�º5½

r
C ÊË À�]8Á�Å5½É}¼:À�Ç Ë Ì�º Ë À�¼iÃSÐ
α
¼iÃ

1
2
r
2
α

�V�8�%��� � �<���8�a�S� xax�l �T����� l � y � x
θ = α

s
θ = β

§-l �0�	���,� ��l
γ
���8��� l	x �1��| � � l | y�l ��}� x �����}�8� l	x4��l

θ 2 [α,β]
s�l	x

A = 1
2

∫β

α ¡ r(θ) k 2 dθ .
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�¿wCl	x�� � � � w |A�a�1��� y ����� z��|
P = {α = w0 , w1 , . . . , wn = β }

��l ����| y�l �����&�}�
[α,β]

sl � z��� l �
A
x�l �����%� ¨ �}�������8� w |A� x�w ��� ��lIz��� l � x4��l�x�l � y �8� l	x �,�ª�X� w �S�	� l	x �����T�

σ(P) =

n∑

j=1

1
2 ¡ r(θj) k 2(wj −wj−1 ) ,

� ��| ��l
θj

x�lKy �����������T� x�l ¤ w � l �X� l | l � x�w ¦C�}| y%l �����&���
[wj−1, wj ]

s1§-l	x;y �
σ(P)|�� l	x � z� x ¤ w�l?w |A� x�w ��� ��l �P� l ����|�|"���8��� l	x ����| � � l | y�l ������� w |A��� z�8| 1

2
r2
¤ wCl#l	x�}| y%l,u �X��¦C� l�l | l �d�}| y%l �����&�}�

[α,β]
�

Ejercicio.
� � z��� l � l |C� l �%�X� � �����8�4��� lemniscata de Bernoulli

sC��lal � w �@��� z��|
�	��� y%l	x �S�&|A� j

x2 + y2 m 2
= a2

j
x2 − y2 m j�w |1�D� w �����D����|��V�8�%��� ��l 8 ¥ �8�%��Ú	��| y �&�V�l	x

a2 �
Longitud de arcos de curva

(I) Curva en cartesianas� l ���S�v� w �����
y = y(x)

� ��| ��l0x�w ����| � � l � � x ¤ w�l �S�P� w |C��� z��|
y 2�� (1)

j
[a, b] m �� �

P = {a = x0 , x1 , . . . , xn = b }
l	x#w |A�G�1�	� y ����� z��| ��l

[a, b]
s �S�D�}��| u � y%wC�

L
��l �������� ��lvl,¨*y � l �T� x j

a, y(a) m § j
b, y(b) m x�l ���a�a�����%� ¨ �}����� s �A��� wCx ��¦C� l � l | y%l�s ���8��S�G�}��| u � y%wC�J��l �S�G� z{}| l �D¤ wCl ¦��X� � �

σ(P) =

n∑

j=1

% ¡ y(xj) − y(xj−1) k 2 + (xj − xj−1)2 .

t �C�}�}����| � � l � j � �`� � � �}� l � l |C���S�&� l |J�	� � � x�w ¦C�}| y�l �����&�}� s � l	x�w � y �
σ(P) =

n∑

j=1

% ¡ y 8 (ξj) k 2(xj − xj−1)2 + (xj − xj−1)2

=

n∑

j=1

%
1+ ¡ y 8 (ξj) k 2 (xj − xj−1) ,

� ��| ��l
ξj 2 (xj−1, xj )

� �cl �%� l	x;y � l	x"w |A� x�w ��� ��l �P� l ���&|�|Â�1���X�3�S�Y� w |�£
��� z��| %

1+ ¡ y 8 (x) k 2 ¤ w�l<l	x �}| y%l,u �X��¦C� l[l | l �v��| y�l �����&�}� [a, b]
� �dw�l,u � x�l<y � l | l�S�G� z�@��� w �S�

L =

∫b

a

%
1+ ¡ y 8 (x) k 2 dx .

(II) Curva en paramétricas�0��|��&| z���}� u �a�	� u�w � l | y �@��� z�8| s�x �
x(t)

l
y(t)

x ��| � w |C�,����| l�x � (1)
j
[ t0, t1 ] m s ����}��| u � y%wC����l �1�����,� ��l �S�a� w �����

γ :
j
x(t), y(t) m l | y � l �}� x � w | y � x ���8��� l	x ����| � � l | y�l�x�G��� x ���&�}�@� l	xv��l ���1��� z�&� l�y �%�

t0
§
t1
l	x

L =

∫t1

t0

% ¡ �x(t) k 2 + ¡ �y(t) k 2 dt .
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(III) Curva en polares� �0�}��| u � y%wC����l �*������� ��l �S�P� w �����
r = r(θ)

l | y � l �}� x � w | y � x �,�8��� l	x ����| � � l | y�l	x�G�}� x[z��| u�w ��� x
α
§
β
s � w �&| � �

r 2�� (1)
j
[α,β] m s l	x

L =

∫β

α

% ¡ r(θ) k 2 + ¡ r 8 (θ) k 2 dθ .
�]w�l	x,s �1���X�

θ 2 [α,β]
s �S� xvl � w �&�,����| l�x

x(θ) = r(θ)
�,� x
θ , y(θ) = r(θ)

x�l |
θ ,

� �&| w |A�K�1���X�&� l�y �%�}Ú��@��� z��| ��l �S� � w ����� �D�S� ¤ w�l � w�l���l ���C�}���	��� x�l �S�T� z�8�%� w �S� ��l ��	� x � (II) �&| y%l �%�}�8���
Ejercicio.

� �[�}�8| u � y%wC�Y��l w |A�[�,�ª��� w |�� l � l |C���S� ��l �X� � �}�
R
l	x
2πR

��e#�@� l � l �� z�&��� w �}� s ���8� l � l �D�C�}�-����|Y���J������� w |�� l � l |C�,���
x2 + y2 = R2

s�l |Y�	��� y%l	x �S�&|A� x,s�l |�1���X�&� zl�y �%���	� xP§<l |"�����S�	� l	x �
Volúmenes de revolución

(I) Por discos

(a) En cartesianas.
� w ����| u �&�T� x ¤ wCl

y(x)
l�x�w |A�<� w |A��� z�8|H����| y �}| w � l | l ��}| y%l �����&���

[a, b]
�<�0��| x � ��l � l �T� x ����� l	u � z��|kt �}�}�T� y � � �<���@���S�<� w �����

y = y(x)
sl � l � l

X 8 X s]§ �S� x � l � y � x � l � y ���	�&� l	x x = a
§
x = b

� � �P����� w � l | ��l � x�z���}� � �l | u8l | � �X� � �T� w �&| � �{t ¥ �&� law |A��� l ����� w ��� z��|������D�C� l�y � l | y �8�%|C� �&� l � l
X 8 X l	x

VX = π

∫b

a ¡ y(x) k 2 dx .
�]w�l	xax�lKl | y � l | ��l�s �C�S� wCx ��¦C� l � l | y�l�s ¤ w�lD� ��� ¥ �<����� w � l | l	x`l ��� z{�� � y%l�s � w ��| � ���S�|��8�%��� ��l �S�T���	� y ����� z��|

P = {x0 = a , x1 , . . . , xn = b}
��l

[a, b]
y � l | ��l �

0
sd��l

�S� x4x�w ��� x4��l ����� zw � l | l	x4��l �,���}�}| � �%� x
n∑

j=1

π ¡ y(ξj) k 2 (xj − xj−1)

� ��| ��l
ξj 2 [xj−1, xj ]

� �cl �%� zl	x;y � x]x ��| x�w ��� x]��l �v� l ���&|�| �1���X�#�S�?� w |C�,� z��|
πy2

s
¤ wClal	x �}| y�l,u �X��¦C� l�l |

[a, b]
�

(b) En paramétricas.
� �J� z�8�%� w ���-¤ w�l"� � w |M����� w � l |������T� l �#�&| y�l �%�}�8� s� w ��| � �4�S�v� w �%���v¤ w�l �}��� � y �4�S��� l,u � z��|st ��� l | l�� � � �����@� l � w �@���}��| l	x ���	�X�&� zl�y �%���	� x

x = x(t)
s
y = y(t)

s ����|
y(t)

�,��| y �}| w � §
x(t)

����| ��l ���ª��� � �-�,��| y �}| w � l | l ��}| y%l �����&���
[t0, t1 ]

s�x � l | � �
a = x(t0)

§
b = x(t1)

s�l	x

VX = π

∫ t1

t0
¡ y(t) k 2 �x(t)dt .
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� �c��� � w ����� l�x;y�z� ��l Û�|�� � � l |������S��� l	x,s ����|
r(θ)

��l �%�����	¦C� l ����|B����| y ��| w � � � ��sl �c� z�&�}� w ��� ��l�w |[�h��� w � l | x ��� ���S��� x�l�¥ �@� l ����|J�S�K� z�8�%� w �S�D�&| y�l �%�}�8� s �1� x �&| � � ��l�����S�	� l	x ���1���X�&� zl�y �%���	� x �����T� § � ¥ �G¤ w�l	� � � � � ��� ¥ ���
(II) Por tubos� |H�S�[� � x ��� x � y%w �@��� z��|M¤ wCl�l | l �P�&| y%l �%�}�8� ���1��� y � � � j ��� s�l ������� w � l | ��l �x�z���}� � � l | u�l | � �X� � �G� w �&| � �G���a� l,u � z��|rt � � w |A�`� w�l � y �������D�C� l�y � l | y �8�%|��D�&� l � l

Y 8 Y l	x
VY = 2π

∫b

a

xy(x)dx .

�¿wCl	x,s �C�S� wCx ��¦C� l � l | y�l�s�� ��� ¥ ������� w � l |-����� x�l � l �¿� z{}� � y%l�s � w �&| � �<�S��|��8�%��� ��l�S�D���	� y ����� z��|
P = {x0 = a , x1 , . . . , xn = b}

��l
[a, b]

y � l | ��l �
0
s���l �S� x`x�w ��� x��l �h��� zw � l | l	x#��l Þ y�w ¦�� x�ß

n∑

j=1

π
j
x2

j − x2
j−1 m4� y(ξj) =

n∑

j=1

2πξj y(ξj) (xj − xj−1) ,

� ��| ��l
ξj =

xj−1 + xj

2
� �cl �%� zl	x;y � xTx ��| x�w ��� xD��l �P� l ����|C|H�1���X�J����� w |C��� z��|

2πxy
s ¤ w�l�l	x �}| y%l,u �X��¦C� l�l |

[a, b]
�

Ejercicios. 1.
� �d����� w � l | ��l �S� l�x � l ��� ��l �X� � �}�

R
l	x

4
3
πR3 �

2.–
� ������� w � l | ��l � toro l | u�l | � �X� � �#���8�]� l ����� w ��� z��| ��l �C� z{���� w �}� (x−a)2 +y2 <

−

b2
j
b <

− a
� l | y �8�%|C� �&� l � l

Y 8 Y l�x 2π2ab2 �
Áreas de superficies de revoluciónt �1��� y �ª� ��l4x�w���l	x �����%���}�}�a�C�S�&|��������T� x�l � y �8��������� w �S��� ��l �X� � �}�

g
§ �}��| u � y%wC���l �������

2πr
s�x�l �8¦ y � l | l ¤ w�l0l � z��� l �4��� y%l �X�&� ��l0w | cono de revolución

��l �X� � �}�
r
§Tu�l | l �X� y �%�}Ú

g
l	x
πrg

�cáÂ�?�1��� y ��� ��l#l	x;y � s �	�C�}���	�&| � � l � teorema de Thalesx�l �8¦ y � l | l ¤ w�lTl � z�	� l ���S� y�l �X�&� ��lTw | cono de revolución truncado
s � w�§ � x¦1� x�l	x4x ��|J� z{ª��� w �}� x4��l �X� � �}� x

r
§
R
s�§ � w�§ � u�l | l �X� y �%�}Ú y � l | l�w |A�G�}��| u � y%wC�

l
s�l	x

2π
R+ r

2
l
�

�0��| l�x;y � s �S� x�w � l �%ÛC��� l���l � x�z���}� � � ��l � l �h�8� w �,� z��| l | u�l | � �X� � �K���8�4�S��� l,u � z��|�C�S�&|A�st �G�S�D¤ w�l |�� xv¥�l �T� x � l � l �%� � � l | l � l � z{ u �X�&� l�x �8¦�� l ����� zw � l | l	x ��| y�l �����8� s���1��� y � � � j ��� s�§ � ��| ��l � ¥ �8�X� x ���S�&� l | y%l ��© |A� � �}�T� x ¤ w�l#x�w ����| � � l �T� x �S�`� w |C��� z��|
y(x)

��l �%�����	¦C� l ����|<�,��| y �}| w � � � �<l | l �1�}| y%l �����&���
[a, b]

shy�l | � � z� w | z��� l �
SX
�����%�8£¨ �}����¦C� l�s �C�S� wCx ��¦C� l � l | y�l�s ���@� x�w ��� xv��l-z��� l � x �S� y�l �X�&� l	x4��l ����|�� xP��l � l ����� w ��� z��|y � w |C�	� � � x,s���l �S�G�V�@�����

σ(P) =

n∑

j=1

2π
õ y(xj−1) + y(xj)

2 ö � % ¡ y(xj) − y(xj−1) k 2 + (xj − xj−1)2 ,
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�&�c����| x � ��l �X��� w |1���1��� y ����� z��|
P = {xj}

n
j=0

��l ���}| y%l �������}�
[a, b]

� t �C�}���	�&| � � j � �?� �§Bj � �`� �f�1���X�G�S�G� w |C��� z��|
y(x)

sCx�lay � l | l

σ(P) =

n∑

j=1

2πy(ηj)

%
1+ ¡ y 8 (ξj) k 2 (xj − xj−1) ,

� ��| ��l
ηj , ξj 2 [xj−1 , xj ]

3 l�x;y � x�w ��� l	x � x�w � l Ú������%� ¨ �}���	¦C� l[j teorema de
Bliss

s���l �T� x;y �X� � � l |c9 ô
! ï�j ! ñ � �cs � z� u �Q�¡"	��]���8�4�S� x�w ���

σ(P) =

n∑

j=1

2πy(ξj)

%
1+ ¡ y 8 (ξj) k 2 (xj − xj−1) ,

¤ wClvl	x¿w |A� x�w ��� ��l �v� l ���&|�|T�1���X�#�S�?� w |A��� z�8|
2πy ? 1+ y 8 2 s ¤ w�lvl�x ��| y�l,u �X��¦C� ll	x

[a, b]
� �dw�l	u � y%l | l � � x �S�G� z�8�%� w �S�

SX = 2π

∫b

a

y(x)

%
1+ ¡ y 8 (x) k 2 dx .

� w �&| � �D�S�D� w ����� u�l | l �X� y �%�}Ú ��l ��� x�w � l ��ÛC��� l � l | u � � � � � l |"�1���X��� zl�y �%�}��� x	s�S�K� z�8�%� w �S� l�x,s �&| z�&��� u �&� l | y�l�s

SX = 2π

∫ t1

t0

y(t)

% ¡ �x(t) k 2 + ¡ �y(t) k 2 dt .
á s ÛC|A�&��� l | y%l�s1x �����T� w ����� x�lG� � l |J�����S�	� l	x,s

r = r(θ)
sAx�l �1� x �T�G�1���X�&� zl,y �%���	� x,s§"x�l �	�A�����	�K���K� z�8�%� w �S�D�&| y�l �%�}�@�&�

Ejercicios. 1.
� � x�w � l ��ÛA��� lT��l � l �}��� x ��� ��lT��l � l ����� w ��� z��| l | u�l | � �X� � � � w �&| � �

�S� l �}��� x�l x2

a2
+
y2

b2
= 1

j
a > b

� u ���X� l | y �8�%|����&� l � l
X 8 X s�l	x

S = 2πb

{
b+

a2

c
����� x�l | p c

a q } ,
� ��| ��l

c =
·
a2 − b2 �

2.
� � x�w � l ��ÛC��� l`��l � x�z���}� � � ��l � l ����� w ��� z��| l | u�l | � ��� � �����@� u ���%� ��l �S� cardioide

r = a(1+
�,� x
θ)
j:� ��| ��l

a > 0
� l | y �8�%|����&� l � l �����S��� s�l�x 32

5
πa2 �

3.5 INTEGRALES IMPROPIAS DE RIEMANN.� lay �X� y �T� ¥ �@��� ��l � l �?� w4z�&| � � s�§ � z���T� s�l	x ��� x ��¦C� l���l ÛC|���� ∫
I
f
l |J��� x � x4l |¤ wCl �[¦C� l |

f
|�� l	x;y�z�[�@��� y � � � l | l �]�}| y%l �����&�}�

I
s �[¦C� l |

I
|�� l	x �@��� y � � � s �"��� x� � x ��� x � x �G�S��� l Ú�� j ∫

I
f
x�l ���S�&��� l | y �&� l	x �	� x � xPw |A� integral impropia �X�
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� � � ��� l	x � wCl	x;y �0�X�&Ú,��|A��¦C� l]§Yzw�y �}���&�cÞ�� z���T� ß�s@��l ¦C� l �X�0�C� l	x�l ���������S�4� � � y �ª��� � � ���l �S�T�}| y%l,u �X���c� l	x � l � y � ��l ����| y�l �%���&�}� ��l �}| y%l,u �X�&�,� z��| sAl	x`��l ����� s ¤ w�lK��l ¦ lKx�l,u�w ���x�w � l�� � l | � �
∫b

a

f =

∫c

a

f+

∫b

c

f.

k#l �T� � �Y¤ w�l�x � s ���8� l � l �D�C�}� s
I =

# § � ��l � z� x
f
|�� l	x;y�z�3�&�,� y � � � l |w | l | y �@��|�� ��l �v� w | y �

c 2 # s#l | l �#�	� x � ��l"l�¨ � x;y �ª���S� x�x � u�w � l | y%l	x �}| y�l	u �X��� l	x�}�D���%�8�C�S� x,sC��l ¦C� l �X��� l �%��ÛC�	��� x�l
∫+∞

−∞
f =

∫d1

−∞
f +

∫c

d1

f +

∫d2

c

f +

∫+∞

d2

f ,

x � l | � �
d1 < c < d2

����¦C� y �X���%�}� x ��0��|K�}�a� w �&� x�l � l ¤ w�l ¦1� x;y � � � x � w�y ���¿�S� ��l ÛC|������ z��| ��lP� � x�y ���1� x���l �}| y�l	u �X��� l	x�}�D���%�8�C�S� x ê
De primera especie ê

∫d

−∞
f
s ∫+∞

d

f
����|

d 2 # §
f
�&�,� y � � � l | y � � �

x�w ¦C�}| y%l �����&�����@��� y � � � ��l �d�}| y%l �������}� ��l �}| y%l,u �X�@��� z��|��
De segunda especie ê

∫b

a

f
����|

[a, b]
�&�,� y � � � §

f
|C�#�&��� y � � � l |

[a, b)
� l |

(a, b]
s � l �%�`�@��� y � � � l | y � � � x�w ¦C�}| y%l �������}���&��� y � � � ��l

[a, b)
� s � l	x � l � y ������� l | y%l�s��l

(a, b]
�k#l#¥�l � ¥ � s�§ � w |C¤ w�lvl�x;y �G¤ w�l?x � u�w�l4y � l | l � z� x �}| y%l � zl	x]y%ldz�8�%�����K¤ w�l ��� z�@� y ����� sl � l	x;y%wC� �}� u�l | l �X�&�f��� � � z{S���}�}�T� y ��� x�l �&���	� x � ��l ���<�}| y%l,u �X�&� ��l ���%�}� l �X� l�x � l ��� l

��l � y ����� ∫+∞

a

f
s�� � � � ¤ w�l ê

∫d

−∞
f(x)dx =

∫+∞

−d

f(−t)dt
�,��| l ���	�&��¦A���

x = −t ;

∫b

a+

f(x)dx =

∫b−

a

f(a+ b − t)dt
����| l �������G¦C�}�

x = a+ b− t ;

∫b−

a

f(x)dx =

∫+∞

0

f
õ a+ bt

1+ t ö b− a

(1+ t)2
dt

����| l ���	�&��¦C�}�
t =

x− a

b− x
.

Definiciones

� �
f 2 t

[a, T ]
6
T > a

§ 5 � z{��
T→+∞

∫T

a

f
s�x�l�� �}� l ¤ w�l �S� integral impropia

de primera especie

∫+∞

a

f
l	x

convergente
s�§hs ���8� ��l Û�|������ z��| s

∫+∞

a

f =
� z{��

T→+∞

∫T

a

f .
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t | z���}� u �&� l | y%l3j:x�w �1��|C� l | � �Y� ¥ �8�X�B¤ w�l � z{��
x→b−

f(x) = ∞ � svx � f 2 t
[a, t]6

t 2 (a, b)
§ 5 � z{��

t→b−

∫ t

a

f
s¿x�l[� ��� l ¤ w�l ��� integral impropia de segunda

especie

∫b

a

f
l	x

convergente
s�§�s ���@� ��l ÛC|������ z��| s

∫b

a

f =
� z{��

t→b−

∫ t

a

f .

á s�l | u�l | l �X�&� s�w |A� integral impropia
l	x

convergente � w �&| � � x�l � wCl	��ll	x �X�%��¦C���]�,�8� � w |A� x�w ���PÛC|�� y � ��l �}| y%l,u �X�&� l�x �}�T���%�8�C�S� x ����|h� l � u�l | y%l	x���l ���%�}� l ���§Nx�l	u8w | � � l	x � l �,� l � t4x	z{ s ���8� l � l �T�C�}� s`x �
f
l	x ��| y�l	u ���	¦C� lIl | y � � �H�}| y%l �����&����@��� y � � �

[a, b] 1 # s ���D¤ w�l?x�l?l	x �X���ª¦ l
f 2 t �}�*� ( # )

s�j
f localmente integrable

en
# � s�x�l`y%l | � � z�
∫+∞

−∞
f =

� z{}�
a→−∞
b→+∞

∫b

a

f =
� z{}�

a→−∞

∫c

a

f+
� z{��

b→+∞

∫b

c

f ,

����|
c
����¦C� y ���	�%�}� s � w ��| � � l,¨ � x;y �&|M�}� x � z{}�T� y%l	x ��l ���S� � � ��l � l � ¥ ��� � |1�"�}| y%l,u �X����}�D�����@�A���K|�� ����|h� l � u�l | y�l�x�l�� ��� l divergente �ë � ��{1³ ´ � � valor principal de Cauchy

��l �,� l � y � x �}| y�l,u �X�&� l	x �}�D���%�8�C�S� xGx�l��l Û�| l � x,z{:ê
� �	��� w |A�

f 2 t �}��� ( # ) :
�?� ∫+∞

−∞
f =

� z{��
T→+∞

∫T

−T

f ,

� ���X� w |A�
f 2 t �}�*� {[a, c) n (c, b]} :

�#� ∫b

a

f =
� z{}�
ε→0

( ∫c−ε

a

f +

∫b

c+ε

f

0
.

� l�y � l | l<l � x � u�w � l | y%l � l	x�w � y � � ��ê x � w |A�[�}| y%l,u �X�&�P�}�D���%�8�C�S� ��l<w |�� ��l ��� x� � xvy ����� x �&| y�l �%�}�8� l	x ����|h� l � u�l�sCl | y ��|C� l	x?x�w��?�Rl,¨ � x;y�l�§Jl	x � u�w �&���&�������}�8� ��l �S�
�}| y%l,u �X�&�:� �cl �%� l � l | w |C���S� � �4� l � z{����%����� l	x ���&� x � s � w�l	x ���8� l � l �D�C�}� sÃ�?� ∫+∞

−∞
x = 0

§��?� ∫b

−a

dx

x
=
��� u j b

a
m x � a > 0 § b > 0 �

Ejemplos y ejercicios

1.

∫∞

1

1

xp
dx =

1

p− 1

x �
p > 1

§<l	x4� ��� l � u�l | y%lDj �
+∞ � x � p <

− 1
�

2.

∫1

0

1

xp
dx =

1

1− p

x �
p < 1

§[l	xv� �ª� l � u�l | y%lTj �
+∞ � x � p >

− 1
�

�dw�l,u � ∫∞
0

1

xp
dx
� ��� l � u�l �

+∞ �1���X� y � � �
p
�



3.5 INTEGRALES IMPROPIAS DE RIEMANN 125

3.

∫∞

0

e−ax dx =
1

a

x �
a > 0

s�§[� ��� l � u�l�x �
a <

− 0
�

4.

∫1

t

�}� u
xdx = ¡ x �}� u x − x k 1t = t− 1− t

�}� u
t
s � w�l	u �

∫1

0

�}� u
xdx =

� z{��
t→0+

(t− 1− t
��� u
t) = −1 .

5.
� �	���

n 2�H s ∫∞
0

xne−xdx = n

∫∞

0

xn−1e−xdx ����� = n!

∫∞

0

e−xdx = n!
�

6.
k � x � w�y ��� ��� l�¨ � x;y%l |C���S� ��l �S�"�}| y%l,u �X�&�P�}�D���%�8�C�S� ∫∞

0

xdx

(1+ x2)p

3 ���%�8¦1���D¤ w�l
∫∞

0

e− ² xdx = 2
�

7.

∫∞

a

f
����|h� l � u�l | y�l |��G�}�D�C�}���	�G¤ wCl � z{}�

x→∞
f(x) = 0

� � |C����| y �X��� w |<����| y �X� l � l �D£
�C�}� ����| w |1��� w |C��� z��|"|��T| l,u � y ����� l |

[0,∞)
�

Criterio de convergencia de Cauchy. Criterios de comparación

� |-�}�<¤ w�lKx � u8wCl�s ∫b

a

f
x�l � z� w |A�D�}| y%l,u �X�&�c�}�D���%�8�C�S� s ����|

−∞ < a < b <
−∞§

f 2 t �}��� [a, b) �
Criterio de Cauchy.

� �v�}| y%l,u �X�&� ∫b

a

f
l	x ����|*� l � u�l | y�l ⇔ 6

ε > 0
5
t(ε) 2 [a, b)

y ����¤ wCl�x �
t < t1 < t2 < b

s�l | y ��|C� l	x rrrr ∫ t2

t1

f

rrrr < ε �¨ p�o<´&n,Ò�±�r@�²*·´�q � �]w�l	x �}�S������| � �
F(t) =

∫ t

a

f
s1l �c� l	x�w � y � � � x�lD��l	��w � lD��l ��������|�£

� ����� z��| jZ��l �P� w � ¥h§ �]�1���X�K¤ w�lal�¨ � x�y � l �d� z{}�T� y%l � z{��
t→b−

F(t)
ê6

ε > 0
5
δ > 0

y ����¤ w�l�x �
b−δ < t1 < t2 < b

s@l | y ��|C� l	xvS
F(t1) − F(t2)

S
< ε

�
� �8� l � l �T�C�}� s �S�0�}| y�l,u �X�&� ∫∞

0

S x�l |
x
S

x
dx
� ��� l � u�l�s � w�l	x ∫2nπ

nπ

S x�l |
x
S

x
dx>

−

1

π
�}�D�C�}���	�

¤ w�l |�� x�l�x � y � x �i�@� l�l �����%� y%l �%�}� ��l �P� w � ¥h§ �
� � xvx � u�w � l | y%l	x �X�%� y%l �%�}� x4x�l � l Û l � l |�� integrandos de signo constante �

Proposición.
� l �

f >
− 0
§ �}�*�����}� l | y�l �}| y%l,u �X��¦C� l`l |

[a, b)
� ∫b

a

f
����|h� l � u�l ⇐⇒5

K > 0
y �&�4¤ w�l

F(x) =

∫x

a

f < K
6
x 2 [a, b)

� j � �v�����}| y%l,u �X�&�v|��I����|h� l � u�l�s
� ��� l � u�l �

+∞ s�§"x�l�x�w�l � lal�x �X�%��¦C���
∫b

a

f = +∞ �>�
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¨ p%o<´&n,Ò�±�r8%²�·´	q � �¿w�l	x ����|��S� ¥ ��� z� y�l�x � x���l?x�l �
f>

− 0
s �S�a� w |C��� z��|

F(x)
l	x �T��| z� y ��|A�|�� ��l ��� l ��� l | y%l �¿á l | y ��|C� l	x	s

� z{}�
x→b−

F(x) =
x�w � {

F(x) : x 2 [a, b)
}
,

§[l�¨ � x;y%l�l	x;y%l � z{}� � y%l ⇐⇒ F
l	x;y�z�D�@��� y � � � x�w � l �%�}�8�%� l | y%l �

Criterio de comparación.
� l �&|

f, g >
− 0

�}�*�����}� l | y�l ��| y�l,u �X��¦C� l	x?l |
[a, b)

§ ö Ë º À	ú�¼á]�Ç Ë Å
∫∞

1

xdx
x5 + 1¼iÃ ü ½�À¤[�¼�ÇÈ],¼:À	ú�¼

x�w ����| l ��¤ w�l 5
K > 0

y �&��¤ w�l
0<

− f(x) <
− Kg(x)

6
x 2 [c, b)

�1���X���&� u0z w |
c 2 [a, b)

�� | y ��|C� l	x,s
∫b

a

g
�,��|h� l � u�l | y%l

=⇒
∫b

a

f
����|*� l � u�l | y�l �

¨ p%o<´&n,Ò�±�r8%²�·´	q � � �8� l ���X�%� y%l �%�}� ��l �P� w � ¥*§�s ���D����|*� l � u�l |A���S� ��l ��� x �}| y%l,u �X�&� l	x4l |
[a, b)

x�z����� ��l � l | ��lT��l �S�<����|h� l � u�l |C�,��� ��l �S� x �}| y%l,u �X�&� l	xal | l �]�}| y%l �������}�
[c, b)��l �S� ¥ ��� z� y�l�x � x � ��l �%� x�l`y � l | l

∫t

c

f <
− K

∫ t

c

g <
− K

∫b

a

g
6
t 2 [c, b) ,

� w�l,u � s ∫b

a

g < +∞ =⇒ l,¨ � x;y�l ∫b

c

f
s �	�C�}���	�&| � � ���G���%�8��� x �}�,� z��|-�&| y%l �%�}�8���

Criterio de comparación por ĺımite.
� l �&|

f >
− 0
s
g > 0

�}���	�&�}� l | y�l �}| y�l £ ö Ë º À	úS¼D]�Ç Ë Å
∫∞

1

xdx
x5 − 1¼iÃ ü ½�À¤[�¼�ÇÈ],¼:À	ú�¼

u �X��¦C� l	xvl |
[a, b)

3 x�w ����| l �#¤ w�l � z{��
x→b−

f(x)

g(x)
= l
�

¢8� � �
l > 0

s ∫b

a
f
����|h� l � u�l | y%l ⇐⇒ ∫b

a
g
����|h� l � u�l | y�l �

 *� � �
l = 0

s ∫b

a
g
����|*� l � u�l | y�l

=⇒
∫b

a
f
����|h� l � u�l | y%l �

¨ p%o<´&n,Ò�±�r8%²�·´	q �T� w �&| � � 5 � z{��
x→b−

f(x)

g(x)
> 0

sdx�l ����� y%l | l �
0 < C1

<
−

f(x)

g(x)
<
− C26

x 2 [c, b)
sC§ ���C�}���	�&| � � l ���&| y%l �%�}�8�a�X�%� y%l �%�}� ��l �����D�1���X�@��� z��| jZ� � x � l � l	x � s

f
l	x

�}| y%l,u �X��¦C� lax � §�x�z�8�}� x �
g
l	x �}| y�l	u ���	¦C� l �0� w ��| � �D�@¤ w�l �1� z{}�T� y�l�l	x � l �%� s�x �����&� l | y%l

x�lay � l | l f(x)
g(x)

<
− C

6
x 2 [c, b)

�
Ejercicios.

k � x � w�y ���#�S�D����|h� l � u�l |C���S� ��l �S� x4x � u8w � l | y�l�x �}| y�l	u �X��� l	x �}�D���%�8�A��� x ê
∫∞

1

e1/x

1+ x2
dx ;

∫∞

1

S x�l |
x
S

x2
dx ;

∫∞

1

1

t
��� xRõ 1

t ö dt, ; ∫2

1

dx��|
x

;

∫∞

1

dx�}|
(1+ x)

;

∫∞

2

dx

x(
�}|
x)p

;

∫1

0

dx

(1+ x)
·
1− x2

;

∫∞

0

S
cosx

S·
1− x2

;

∫∞

0

xp−1 e−x dx .
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Las funciones Gamma y Beta de Euler

Definición.
� �v��| y�l,u �X�&�*�}�T���%�8�C�S� ∫+∞

0

xp−1e−xdx
����|*� l � u�l�x � §Kx�z����� x �

p > 0
s

§ �K¤ wCl�x�l`y � l | l ê
� z{}�

x→0+

xp−1e−x

xp−1
= 1 ,

§ � z{��
x→+∞

xp−1e−x

xs
= 0

6
s .

� � ¤ w�l���l ÛC| l�s �1���X�
p 2 (0,+∞)

s �S�G� w |C��� z��|
Γ(p) =

∫+∞

0

xp−1e−xdx ,

¤ w�l�x�l �,�8|C�*� l �����T� función Gamma de Euler �
Propiedades.¢8�

Γ(p+ 1) = pΓ(p)
6
p > 0

� jZ� | y%l,u �X���v�1�8�v�1��� y�l�x,s
xp = u

�>�
 *�
Γ(n+ 1) = n!

�1�	���
n = 0, 1, . . .��

Γ 2�� (∞)(
# +)

s�§3x�l�y � l | l
Γ (n)(p) =

∫∞

0

xp−1e−x(
�}� u
x)ndx

�1���X�"�	� � �
n 2�H s �1���X� y � � � p > 0 �� � Fórmula de Gauss ê Γ(p) =

� z{��
n→∞

np n!

p(p+ 1) ����� (p+ n)
.

� |A�#� z�8�%� w �S�?� w � y ���C�}�}��� y �����`�1���X�#�S�?� w |C��� z��|<~`�&�T��� ¥ ��� z�`���1�	� l � l �f� y �X�#�}�D���8��£y ��| y�l � w |C��� z��| ��l Û�|C� � �����8�4� y �����}| y%l,u �X�&�����T���%�8�C�S�*� � l �&|
p, q > 0

ê

Γ(p)Γ(q) =
õ ∫+∞

0

xp−1e−xdx ö õ ∫+∞

0

yq−1e−ydy ö
=

∫+∞

0

xp−1
õ ∫+∞

0

yq−1e−(x+y)dy ö dx
x + y = u =

∫+∞

0

xp−1
õ ∫+∞

x

(u− x)q−1e−udu ö dx
Fubini =

∫+∞

0

e−u
õ ∫u

0

xp−1(u− x)q−1dx ö du
x = ut =

∫+∞

0

e−u

( ∫1

0

up−1tp−1(1− t)q−1uq−1 udt

0
du

=
õ ∫+∞

0

up+q−1e−udu ö ( ∫1

0

tp−1(1− t)q−1dt

0
= Γ(p+ q)

( ∫1

0

tp−1(1 − t)q−1dt

0
.
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Definición.
� �T�}| y%l,u �X�&�����T���%�8�C�S� ∫1

0

xp−1(1 − x)q−1dx
����|h� l � u�lKx � §�x�z���}� x �

p > 0
§
q > 0

§ �K¤ wCl�x�l`y � l | l ê
� z{��

x→0+

xp−1(1− x)q−1

xp−1
= 1 ,

§ � z{��
x→1−

xp−1(1− x)q−1

(1− x)q−1
= 1 .

� � ¤ w�l���l ÛC| l�s �1���X�
p, q 2 # +

s �S�G� w |C��� z��|

B(p, q) =

∫1

0

xp−1(1− x)q−1dx ,

¤ wCl�x�l �,��|��*� l �����T� función Beta de Euler �
Propiedades.

¢8�
B(p, q) = B(q, p)

j �����G¦C�}�
y = 1− x

���
 *� � y �X� x �S�8�%��� x4��l �S�K� w |C��� z��| Ù]l�y � j �	�&��¦C�}� x

x =
��� x 2 θ s x = y/(1 + y)

�Xê

B(p, q) = 2

∫ π
2

0

��� x 2p−1 θ
x�l | 2q−1 θdθ

=

∫∞

0

xp−1

(1+ x)p+q
dx =

∫1

0

xp−1 + xq−1

(1+ x)p+q
dx .

��
B(p, q) =

Γ(p)Γ(q)

Γ(p+ q)

j�§ � ¥ �G¤ w�l	� � � � ��l �T� x;y ��� � ���X�
� �
Γ
j
1
2
m =

·
π
3 ∫∞

−∞
e−x2

dx =
·
π
�

�¿w�l	x ���8�K�S���&| y�l �%���8� s p Γ j 1
2
m q 2

= B
j
1
2
, 1

2
m = 2

∫π/2

0

dθ = π
� � �[� y �X�

��| y�l,u �X�&� l	x � x,z{�ê
∫∞

−∞
e−x2

dx = 2

∫∞

0

e−x2

dx = Γ
õ 1
2 ö ,

����| l ���	�&�G¦C�}�
x2 = t

�	*�
Γ(p)Γ(1− p) =

πx�l |
(pπ)

x �
0 < p < 1

�
ä�� Fórmula de duplicación para la función Gamma ê

Γ(2p) =
22p−1·
π
Γ(p)Γ

õ
p+

1

2 ö .
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�¿w�l�x
Γ(2p) =

j
Γ(p) m 2

B(p,p)

s�§hs ����|��S�B�V�8�%��� y �%� u ��|���� zl�y �%���	� ��l �S�B� w |C��� z��|Ù]l�y � s

B(p, p) = 22−2p

∫π/2

0

(
x�l |

2θ)2p−1dθ = 21−2p

∫π

0

(
x�l |

t)2p−1dt

= 22−2p

∫π/2

0

(
x�l |

t)2p−1dt

= 21−2pB
õ 1
2
, p ö = 21−2p

Γ
j
1
2
m Γ(p)

Γ
j
p+ 1

2
m .

Ejercicios.

¢8� � �	�X�
ν 2 # + Û��;� s ∫∞

0

xνe−pxdx =
Γ(ν + 1)

pν+1

6
p > 0

�

 *� ∫1

0

õ �}� u 1
x ö n

dx = n!
�1���X�

n 2�H �
��#�P�&�}� w �S�	�#�S� x ��| y�l,u �X�&� l	x

In =

∫∞

−∞
tne−t2/2 dt

�1���X�
n 2�H �� � ∫∞

0

e−xn

dx
�	*�de?���}�S��� l � z��� l �<�}| y�l �%�}�@�T�&� z�@���&�}�

y2(1 + x2) = 1 − x2
j�¼ ñ7Ç � Í ó�! ï s]´X³Qç%²:ÒBç �X�

� |A��� l�x � w�l	x;y � l	x
B
j
1
4
, 1

2
m − B

j
3
4
, 1

2
m �

ä��de?���}�S��� l � z��� l � l | y � l ��� cisoide de Diocles y2(a− x) = x3
j
a > 0

� §<x�w� x,z{}| y � y � 3 ¥ �&���S��� l �A����� w � l | ��l � x�z���}� � � ��l � l ����� w ��� z��| u�l | l �X� � �����8� l � u ���%���l�l	x;y �K� w ����� l | y �8�%|���� x�w � x	z{}| y � y �*�Ü*� � �a� � x �T�G¤ w�lvl | l �A�&| y%l �%�}�8� s �,��|T�S� versiera de Ma Gaetana Agnesi
y2(1 + x) = 1− x

�
à�� � ��| u � y%wC�"��l �S� lemniscata de Bernoulli

s
(x2 + y2)2 = a2(x2 − y2)

�
ã�� � �-� w �����

y3 − x3 = 1
§ ��� xDy ��| u8l | y%l	x ���S���T� x ��� l | x�wCx � � x � w | y � x��l �}|  �l�¨ � z�8| ��l �}�}�T� y �&| w |1�<� l	u � z��|R�@��� y � � �h�Ze?�&���S��� l � z��� l � s]��l ���&| � �-���l�¨ �C� l	x � z��|[ÛC|A�&� l |"� w |C��� z��| ��l �����&�}�8�

Γ
j
1
3
m �

¢,¡��de?���}�S��� l � z��� l � �}�}�T� y � � � l | y � l �S��� w �����
(a2 − x2)y2 = x4k

j
k >

− 1
� §Ix�wCx� x,z{}| y � y � xaj:� �%�8� w�l	x;y �D���@� ; ¹g�ÎÇ ! ñ �7� ÇV�X�

¢�¢8�#�P�&�}� w �S�	� ∫∞
0

j
1− e−t m tq−1dt

s �1�	�����}� x ���&�}�@� l	x4��l
q
¤ w�la¥ �@� l |"����|h� l ��£

u�l | y%l ���G�}| y�l,u �X�&�:�
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Integrandos de signo variable

Definiciones.
� l �

f 2 t �}�*� [a, b) 3 x�l�� ��� l ¤ w�l �S�<�}| y%l,u �X�&�0���T���%�8�C�S� ∫b

a

f
l	x

absolutamente convergente � w �&| � �T���
∫b

a

S
f
Shl	x �,�8|*� l � u�l | y�l �

� w �&| � � ∫b

a

f
l	x ����|h� l � u�l | y�l�s � l ��� ∫b

a

S
f
S
= +∞ sAx�l�� ��� l ¤ w�l

∫b

a

f
l	x

con-

dicionalmente convergente �
Proposición.

∫b

a

f
��¦ x ��� w�y �&� l | y%l ����|*� l � u�l | y�l

=⇒
∫b

a

f
l	x �,��|h� l � u�l | y%l �¨ p%o<´&n,Ò�±�r8%²�·´	q � � �8� l �#�X�%� y�l ����� ��l �P� w � ¥*§�s 6

ε > 0
5
t(ε) 2 [a, b)

y �&�4¤ w�l"x �
t < t1 < t2 < b

s�l | y ��|C� l�xrrrr ∫ t2

t1

S
f
S rrrr =

∫ t2

t1

S
f
S
< ε .

�cl �%� l | y �8|A� l	x,srrrr ∫ t2

t1

f

rrrr <− ∫ t2

t1

S
f
S
< ε =⇒

∫b

a

f
����|h� l � u�l�s

���C�}���	�&| � �T� y �X��� l Ú l ���X�%� y�l �%�}� ��l �P� w � ¥*§ �
Ejemplos. 1.–

� �P��| y�l	u ����� ∫∞
1

��� x
x

x2
dx
l	x ����|h� l � u�l | y%l�s � wCl	x �����T� rrr ��� x x

x2

rrr <
1

x2

s�l	x ��¦ x ��� w�y ��� l | y%l ����|h� l � u�l | y�l �
2.–

� ���}| y%l,u �X�&� ∫∞
0

x�l |
x

x
dx
l	x ����| � �����}��|A�&�}� l | y%l ����|h� l � u�l | y�l 3 �&| y�l �%�}�8�%� l | y%l

x�l4¥ �4��� x;y �G¤ w�l ���`�}| y%l,u �X�&� ��l �����&�}�8�P��¦ x ��� w�y � � �ª� l � u�l 3 ���8�f� y �%����� � � s �S�`�}| y%l,u �X�&�
∫1

0

x�l |
x

x
dx
|�� l	x �}�D�C�%�8�C�S� 3 l �}| y%l,u �X�&| � �D���8�v�1��� y�l	xvl �d� y �%� x�w ���&| � � s

∫∞

1

x�l |
x

x
dx = ¢ − ��� x x

x
£ ∞
1

−

∫∞

1

��� x
x

x2
dx ;

��l �T� � � ¤ w�l �S�G�}| y�l,u �X�&������|h� l � u�l �
t ����| y �}| w �@��� z��|"� l �T� x �}� x#� � x ���%� y%l �%�}� x � z� x4wCx�w �&� l�x �1���X� l � l	x;y�wA� �}� ��l �S�����|*� l � u�l |A���S� ��l �}| y%l,u �X�&� l�x ����|"�}| y�l,u �X�&| � � ��l�x � u |��T�����%�S��¦C� l ê

Criterio de Dirichlet.
� l �

f 2 t �}��� [a, b) s � l �%��ÛC�	�&| � � ¤ w�l rrrr ∫c

a

f

rrrr <− K 6
c 2

[a, b)
� � l �[���8�D� y �X�[�1��� y%l

g
�T��| z� y ��|A� l |

[a, b)
§)y �&�v¤ wCl � z{��

x→b−

g(x) = 0
�

� | y ��|C� l	x,s ���K�}| y%l,u �X�&� ∫b

a

fg
l	x ����|h� l � u�l | y%l �
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¨ p�o<´&n,Ò�±�r@�²*·´�q � � w ����| u �&�T� x ���8� l � l �T�C�}� s ¤ w�l
g
l�x`��l �X� l ��� l | y�l<jZx �¿|�� sdx�l �}� l £���	� z{S�B�-�	��¦��B�S� ��l � � x�y �X�@��� z��|�¤ w�l"x � u�w�l �,��|M�S� x � w |C���}��| l	x

−g
§

−f
� 3 �����T�� z{��

x→b−

g(x) = 0
s�x�la��l���w � l ¤ wCl

g >
− 0

l |
[a, b)

§ ¤ w�l 6
ε > 0

5
c 2 [a, b)

y ����¤ w�l
0 <

− g(x) <
ε

2K
6
x 2 (c, b)

�
� l �&|

t1
§
t2
y �&� l	x ¤ w�l

c < t1 < t2 < b
3 ���C�}���	�&| � � j � �`�  �� s 5

s 2 [t1, t2]y ����¤ wCl
∫ t2

t1

fg = g(t1)

∫s

t1

f ;

� w�l,u � rrrr ∫ t2

t1

fg

rrrr = g(t1) � rrrr ∫s

t1

f

rrrr <
−

ε

2K

õ rrrr ∫s

a

f

rrrr + rrrr ∫ t1

a

f

rrrr ö <
2Kε

2K
= ε ,

§ �S�K�}| y�l	u �����d� l �%��ÛC�	� l ���X�%� y%l �%�}� ��l ����|h� l � u�l |C���S� ��l �P� w � ¥h§ �
Ejemplo.—

� �
g
l	xTw |1��� w |C�,� z��|R�T��| z� y ��|A� l |

[0,∞)
§ � z{}�

x→∞
g(x) = 0

s �S�
�}| y%l,u �X�&� ∫∞

0

g(x)
x�l |

xdx
l	x ����|h� l � u�l | y%l �

Criterio de Abel.
� l �

f 2 t �}�*� [a, b) s � l �%��ÛA�	�&| � ��¤ w�l ∫b

a

f
l	x ����|h� l � u�l | y%l �

� l �J���8� � y ���"���	� y%l
g
�T��| z� y ��|A� § �@��� y � � � l |

[a, b)
� � | y ��|C� l�x,s �S�-�}| y�l	u �X���

∫b

a

fg
l	x ����|h� l � u�l | y%l �¨ p�o<´&n,Ò�±�r@�²*·´�q � � �8� x�l �

g
�T��| z� y ��|A� § �&�,� y � � � l |

[a, b)
s*l,¨ � x;y�l`l �Â� z{��

x→b−

g(x) =x�w � {
g(x)
}

= λ
�

� | y ��|C� l	x,s �S�J� w |C��� z��|
ϕ(x) = g(x) − λ

l	x �T��| z� y ��|A� § � z{��
x→b−

ϕ(x) = 0
s

�T� l | y �X� x ¤ wCl�s ���8�4� y �%�T��� � � s ∫b

a

f
����|h� l � u�l | y%l �}�D�C�}���	�

rrrr ∫c

a

f

rrrr <− rrrrr ∫b

a

f

rrrrr = K
6
c 2 [a, b) ;

���C�}�}����| � � l �C�X�%� y%l �%�}� ��l4k ���%��� ¥ � l�y�s � l	x�w � y �`¤ wCl
ϕf
l�x �}| y%l,u �X��¦C� lvl |

[a, b)
� ��l ��� sÛC|A���}� l | y%l�s�x�lay � l | l

∫b

a

gf =

∫b

a

ϕf+ λ

∫b

a

f .
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La integral

∫∞

0

x�l |
x

x
dx. Lema de Riemann-Lebesgue

áf� x ��¦ l �T� x ¤ w�lBl	x;y �3�}| y%l,u �X�&� l�x ����| � �����}��|A�&�}� l | y�l ����|h� l � u�l | y%l � � l ��|
tn = (2n+ 1) π

2

s
n 2�H � � | y ��|C� l�x,s

∫∞

0

x�l |
x

x
dx =

� z{��
n→∞

∫tn

0

x�l |
x

x
dx

x=(n+ 1
2)z

=
� z{��

n→∞

∫π

0

x�l | p j n+ 1
2
m z q

z
dz

=
� z{}�

n→∞

∫π

0





x�l | p j n+ 1
2
m z q

2
x�l | j z

2
m −

(
1

2
x�l | j z

2
m −

1

z

0 x�l | p j n+ 1
2
m z q


 dz =

π

2
,

� w�l�x ���8� w |"��� � � s ���	�X� y � � �
n
x�l � l �%��ÛC�	�

∫π

0

x�l | p j n+ 1
2
m z q

2
x�l | j z

2
m dz =

∫π

0

õ 1
2

+
��� x
z+ ���¤� + ��� x (nz) ö dz =

∫π

0

1

2
dz =

π

2
,

§ ���8��� y �%� s �S�4� w |C��� z��|
ϕ(z) =

1

2
x�l | j z

2
m −

1

z

l�¨*y%l | � � � �#�
[0, π]

� l	� �S�&| y�l
ϕ(0) =

� z{}�
z→0

ϕ(z) = 0
s�l	x �,��| y �}| w � s � w�l,u �T�}| y%l,u �X��¦C� l�s�§<l | y ��|C� l�x

� z{��
n→∞

∫π

0

(
1

2
x�l | j z

2
m −

1

z

0 x�l | p j n+ 1
2
m z q dz = 0 ,

���C�}���	�&| � � l � x � u�w � l | y%l � l ���hê

Lema de Riemann–Lebesgue.
� lDy � l | l � z{��

ω→∞

∫b

a

ϕ(x)
x�l |

(ωx)dx = 0
s�x �

�S�K� w |A��� z�8|
ϕ 2 t

[a, b]
�

� ���X� w |A�
ϕ
�,�8| y �}| w � s �}�<�����@¦ z� k ���%��� ¥ � l�y � � ���X� w |A�

ϕ 2 � (1)
j
[a, b] m s�l	xw |[� l�x�w � y � � � ��l ��| y�l	u ���&��� z��|"���8�v�1��� y%l	x ê y �8���&| � �

u = ϕ(x)
s

∫b

a

ϕ(x)
x�l |

(ωx)dx =
1

ω ¡ −ϕ(x)
��� x

(ωx) k ba +
1

ω

∫b

a

ϕ 8 (x) ��� x (ωx)dx ,
� l �%� rrrrr ∫b

a

ϕ 8 (x) �,� x (ωx)dx rrrrr <
−

∫b

a

S
ϕ 8 (x) S dx = A ,

� � u �&�T� x,s�§ �K¤ w�l �,���T� S
ϕ 8 Shl	x ����| y ��| w � s�l	x ��| y�l,u �X��¦C� l � � | y ��|C� l�xvx�l`y � l | l

� z{��
ω→∞

1

ω

∫b

a

ϕ 8 (x) ��� x (ωx)dx = 0 ,
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§�§ � x ��� lTl �¿� l ��� l | l	x;y�l �	� x ��� � � ��l �T� x;y �X�@��� z��|I� z� xau�l | l �X��� ��l �¿� l ��� s �1���X�
ϕ
�}| y�l,u �X��¦C� l�s1x�l � w�l���l�l |C�,��| y �X��� l | l ���}��¦��%� ��lVý ñ Ó ï í! � » ºRñ÷j@ÇD� § �D��� y � � � s��lG� ��| ��lay �&��¦C� zl | ¥�l �T� xvy ����� � � l �c� z�&��� w �}� ��l �S�D�}| y�l	u �X�����&| y%l �%�}�8���v�v� l ���&|�|���%�8¦ z� l ��� l ���G�1���X� l ���	� x � ��l�w |"�}| y%l �������}� ��l ���D�S�8�%���

[a, a + 2π]
s�§ �K�,�8| y ��£| w �@��� z��|[����� � x ��� l �#� z��� �T�}� ¥ �}Ú,���

La versión original del lema� � u�w�l � ¥ �8�X� s � w�l	x,s1w | l�¨�y �X�@� y �<�,��| l�¨ �C�}���	�@���}��| l	x`��l ��� � l �T�8�%�S� ��l �v� l £���&|�| s�l | l ��� �8� l | y � l | ¤ wCl ���`� ��l � � x;y �X���0¤ w�l�s�x �
f
l	x¿w |A�#� w |A��� z��|K� l ��� z� � ���	���l � l � z{}� � �

2π
s �}| y%l,u �X��¦C� lKl | l ���}| y%l �������}�

[−π, π]
§�x�lDx�w ���8| lGw |A� represen-

tación en serie de Fourier �1�	��� f l |J�S�G�S�8�%���
f(x) = a1

x�l |
x+ a2

x�l |
(2x) + . . .+ 1

2
b0 + b1

��� x
x + b2

�,� x
(2x) + . . . ,l | y ��|C� l�x �}� x ��� l ÛA��� l | y%l	x

an

s
bn

y � l | ��l |3�
0
�1�	���

n → ∞ s ���"¤ w�l ����| x;y � y�w�§hl�S��� l � x � z��|"�8�%� u �}|A��� ��l �d� l ��� ��l �v� l ���&|�|� �dl ¦ l	x�u�w�l �
� l�x ��¦ z{S�D¤ w�l�l	x � x ��� l ÛC�,� l | y�l�xvy � l | l | w |A� l�¨ ��� l	x � z��|������T���}| y�l,u �X�&� l	x#��l Û�£|�� � � xv��l ���K�S�8�%���
an =

1

π

∫π

−π

f(x)
x�l |

(nx)dx , bn =
1

π

∫π

−π

f(x)
��� x

(nx)dx .

�v� l ���&|�| x�l ���<� � l � l �%���K���S���}| y%l,u �X�&� x � u�w � l | y�l ¤ w�l ��¦1�����	�<�&�G¦�� x �	� x � x�x � x�ly �8���
a = 0

�
a = − π

2n

� l�x � l � y �ª���&� l | y�l ê
1

π

∫π

−π

f(x)
x�l |

n(x− a)dx .

N Ë Ç Ë Ç:¼ ü ½�À	½ ü ¼�Ç�Ã�º�Å ½;Ã ü ½X¼ ä�ü º ¼:À	úS¼iÃ�Ì,¼�Å Ë Ã:¼�Ç�º5¼�Å Å5¼D] Ë À Ë Ã:¼:Ç1Ã�º5¼:» û Ç:¼dº À ä À,ºªú Ë »f¼:À	ú�¼ û ¼ZÎ&Á�¼�â À	½;ÃMAÀ	½0Ã�º ¼Z» û Ç�¼cÃ:¼ û ½XÌXÇ�ÊË¿û@Ë ÇÄú}º Ç�Ì,¼�Ã�ÁP¼Då û Ç:¼iÃ�ºXÊ½�Àa»f¼ZÌ�º Ë À	úS¼�º À	ú�¼D]XÇ Ë Å5¼iÃ�Ì,¼ ä À,º5Ì Ë ÃMA C ¾ Ë Æ%Ç�ÊË Î&Á%¼Ç:¼ ü Á;ÇiÇ�º Ç Ë ½Xú�Ç�½;Ãc» Ê¼;ú�½XÌ,½;ÃZý ÷ Ãcº » û ½�ÇÄú Ë À	úS¼KA�Ã�º À`¼:»]Æ Ë Çð],½�A ü ½�ÀXÃ�º5Ì,¼�Ç Ë Ç Ë:û@Ë ÇÄú�¼PÁ�À üZË Ã:½P¼:À`¼:Åü Á Ë Å&Ì�º ü ¾ ËAû Ç�½ û º5¼ZÌ Ë Ìf¼iÃ ü ½�ÀXÃ:¼ ü Á�¼:À ü º Ë º À	»]¼ÄÌ�º Ë ú Ë Ì,¼AÅ Ë L>½�Ç�» Ë Ì	¼AÅ Ë LSÁ�À ü ºXÊ½�À�A Ë Ã Ë Æ	¼�Ç:ø ü Á Ë À	Ì	½Å Ë LVÁ�À ü ºXÊ½�À
f(x)

û ¼�Ç�» Ë À	¼ ü ¼1Ã�º5¼:» û Ç:¼ ä À	º>ú Ë�C ¼iÃAÃ�Á;Ã ü ¼ û ú�º>Æ�Å5¼�Ì,¼dº À	ú�¼D]XÇ Ë�ü º�Ê½�À�ý
÷ À�ú Ë Å üZË Ã:½BA�Ã�º*ÃZ¼fÌ�º�[�º5Ì,¼]¼ZÅ�º À	ú�¼:Çü[ Ë Å5½ ü ½�» û Å5¼;ú�½vÌ,¼

−π
Ë
π
¼:À û ¼ZÎ&Á�¼Ãâ À�½ÄÃfº À	ú�¼�Ç+[ Ë Å5½;Ã¿Ì,¼Å5½�À�]�ºªú:Á�Ì,¼�Ã

δ1, δ2, δ3, . . .
A C Ã:¼�Ì,¼iÃ�º ]�À Ë À û ½�Ç

D1, D2, D3, . . .
A8Å Ë Ã�» ËDC ½;Ç:¼iÃ�½ÄÃ ü º Å Ë�ü º ½�À	¼iÃÌ,¼dÅ Ë LVÁ�À ü ºXÊ½�ÀP¼ZÀvÌ�º ü ¾	½;Ã1º À	ú�¼�Ç+[ Ë Å5½;ÃMA@Å Ë Ã�Á�» Ë

δ1D1 + δ2D2 + δ3D3 + . . .

Ã:¼�¾ Ë Ç�ÊË º À ä À,ºªú Ë »]¼ZÀ	ú�¼ û ¼ZÎ&Á�¼Ãâ À Ë¿ü Á Ë À	Ì,½0ú�½XÌ,½;Ã�Å5½ÄÃ
δ
ú}º5¼:À	Ì Ë À Ë

0
ý

t ¤ w�z{ s �v� l ���&|�|Y�@�	��¦1� ��lDwCx �	���S�����%�8��� x ����� z��|)¤ w�l |�� x � y �%� xa¥�l � � xal | w |�£
���S� � � j�§ �C�%�8¦1� � � s�l | l � Sólo si

��l � y�l �8� l ��� ��l�k ����¦�� w�¨ �a� x,z{:ê
f 2 t

[a, b]�}�D�C�}���	�D¤ w�l�� � � �
ε > 0

s 5
δ > 0

y �&��¤ w�lax �
P
l	xPw |A�����	� y ����� z��| ��l

[a, b]
y �&��¤ wCl>

P
>
< δ
s�l | y ��|C� l�x

S(f, P) − s(f, P) < ε
�
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÷ ÃÄú�½cÃ�Á û Á�¼�ÃÄú�½BA&Ã�º&ÃZ¼�Ì,¼iÃ ü ½�» û ½�À�¼dÅ Ë º À	ú�¼D]XÇ Ë Å
∫+π

−π

f(x) )�$�% n(x− a)dx,

Î&Á�¼AÇ:¼ û Ç�¼iÃZ¼:À	ú Ë A&Ã Ë Å�[;½ û ½�Ç1¼:ÅÃL Ë�ü úS½;Ç 1
π

A&Å5½;Ã1Ì�º ÃÄú}º À	ú�½ÄÃ ü ½X¼ ä�ü º5¼:À	ú�¼iÃdÌ,¼�Å Ë Ã:¼:Çiº5¼KA8½BA@Å ½�Î&Á�¼d¼iÃ1Å5½»]º Ã�»f½�A@Å Ë º À	ú�¼D]XÇ Ë Å
∫a+2π

a

f(x) )�$&% n(x− a)dx,

ú�½�» Ë Ì Ë Ì	¼iÃ:Ì,¼
x = a

A
� l ���8� ��l �T� x ¤ w�lTx�lTl	x;y�z������| x � ��l �X�&| � �"¤ w�l

f
l	x;y�z� ��l Û�|�� � � l | # §-l	x � l £�%� z� � ���	� ��l � l � z{}� � �

2π
3
n
l	x Û��;� 3

a 2 [−π, π]
3 l | y ��|C� l�xax�lGy � l | l�s � l	� �S��| y�lDl ��	�&�G¦C�}� ��l �����%�S��¦C� l

x = y− 2π
s

∫a

−π

f(x)
x�l |

n(x − a)dx =

∫a+2π

π

f(y− 2π)
x�l |

n(y − a− 2π)dy

=

∫a+2π

π

f(y)
x�l |

n(y− a)dy,

� w�l,u � l � l � y �����&� l | y%l�s�wCx �&| � � zl	x;y � s
∫π

−π

f(x)
x�l |

n(x − a)dx =

∫a

−π

+

∫π

a

=

∫a+2π

a

f(x)
x�l |

n(x − a)dx .

¼:ÀKÅ Ë Ã0º À	ú�¼D]XÇ Ë Å5¼iÃ û@Ë Ç ü º Ë Å5¼iÃ ü ½;ÇiÇ:¼iÃ û ½�À	Ì,º ¼:À	úS¼iÃ Ë º À	úS¼�Çü[ Ë Å5½;Ã�Ì,¼PÅ5½�À ]Xºªú:Á�Ì�º ]8Á Ë Å Ë
2π/n

A¼:À	ú�½�À ü ¼�Ã üZË Ì Ë Á�À Ë Ì,¼c¼ZÅ Å Ë Ã û Ç:½ û ½;Ç ü º5½�À Ë]ËfË Î&Á�Ê ¼:Å ÅË Ã�Á�» Ë Á�À Ëcû ½�Ç ü ºXÊ½�À4»�ÊË Ã û ¼ÄÎ�Á%¼�â À Ë Î&Á�¼�¼:Åû Ç:½XÌ8Á ü ú�½PÌ,¼
2/n

û ½;ÇcÅ Ë » ËDC ½;Ç�½;Ã ü º Å Ë�ü ºXÊ½�À?Ì	¼
f(x)

¼ZÀ4Ã�Á�º À	ú�¼:Çü[ Ë Å5½BA C Å Ë Ã%Á�» Ë Ì,¼¿¼iÃÄú Ë Ãû ½;Ç ü º5½�À�¼iÃ]¼iÃ¿»�ÊË Ã û ¼ZÎ&Á�¼�â À Ë Î&Á�¼4Á�À ËPüZË À	ú}º5Ì Ë ÌaÎ&Á�¼KACÌ,¼ Ë�ü Á�¼�Ç:Ì,½ ü ½�À�Å Ë ¾,º û Ê½Xú�¼iÃ�º ÃMA�Ã:¼]¾ Ë�ü ¼º À ä À,ºªú Ë »f¼:À	ú�¼ û ¼ZÎ&Á�¼Ãâ À Ë¿ü ½�À
2π/n

ý
÷ Àv¼KL>¼ ü ú�½�A�¼iÃÄú Ë Ã�º À	ú�¼D]XÇ Ë Å5¼iÃAÃ:½�ÀvÌ,¼dÅ Ë Lª½�Çi» Ë

∫a+(s+1) 2π
n

a+s 2π
n

f(x) )�$&% n(x− a)dx .

÷ Å&Ã:¼ZÀ	½]¼iÃ û ½;Ã�º>ú�º�[�½¿¼:ÀvÅ Ëdû Çiº »f¼�Ç Ë »]ºªú Ë ÌPÌ,¼:Å8º À	ú�¼�Ç+[ Ë Å5½�A C À	¼D] Ë ú�º�[�½]¼:ÀvÅ Ë Ã:¼D]8Á�À	Ì Ë ý ö Á�¼D],½BA@Ã�ºÃ:¼cÌ,¼iÃ�º ]�À Ë�û ½;Ç
Ms

Ë Å�» ËDC ½;Ç�[ Ë Å5½;Ç�Ì,¼
f(x)

¼:À4¼iÃ;ú�¼�º À	ú�¼�Ç+[ Ë Å5½
s |}S~S� �I� A CPû ½;Ç

ms
Ë Å�»f¼:À	½�Ç[ Ë Å5½;ÇMA�¼iÃ ü Å Ë Ç�½]Î&Á�¼�Å Ë º À	úS¼D]�Ç Ë Å Ë Á�»f¼:À	ú Ë Ã�º&Ã:¼dÃ�ÁÄÃ;ú}º>úZÁ C ¼

f(x)
û ½;Ç

Ms

¼:ÀvÅ Ë�û Ç�º »]¼:Ç Ë »¿ºªú Ë ÌÌ,¼:Å8º À	ú�¼�Ç+[ Ë Å5½ C0û ½�Ç
−ms

¼ZÀ�Å Ë Ã:¼D]8Á�À	Ì Ë »]ºªú Ë Ì�A C Î&Á%¼�Å Ë º À	ú�¼D]XÇ Ë Å�Ì�º Ã�»]º À@Á C ¼AÃ�º�Ã:¼1Ã�Á;ÃÄú}ºªú:Á C ¼
f(x)

û ½�Ç
ms

¼:ÀGÅ Ë�û Çiº »f¼�Ç Ë »]ºªú Ë Ì C�û ½;Ç
−Ms

¼:ÀKÅ Ë Ã:¼D]8Á�À	Ì Ë ý ÷ ÀK¼:Å û Ç�º »f¼�Ç üZË Ã:½#Ã:¼½XÆ,ú}º5¼:À	¼ 2
n

(Ms −ms)
A C A8¼ZÀP¼ZÅ&Ã:¼D]8Á�À	Ì	½�A 2

n
(ms −Ms)

ý
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� �S��� l �T� x |�� x � y �%� x
xs = a + 2πs

n

s
ys = 1

2
(xs + xs+1) = a +

(2s+1)π

n

3
�S� l	x;y �}���@��� z��|b¤ w�l"x�l"¥ �@� l �@¤ w�z{ l	x � x,z{:ê������T� x�l |

n(x − a) >
− 0

l |
[xs, ys]

§x�l |
n(x − a) <

− 0
l |

[ys, xs+1]
s�x�lay � l | l |�ê

f(x)
x�l |

n(x − a) <
− Ms

x�l |
n(x − a)

l |
[xs, ys] =⇒

∫ys

xs

f(x)
x�l |

n(x − a)dx <
− Ms

∫ys

xs

x�l |
n(x − a)dx

n(x−a)=y
=

2

n
Ms ,

f(x)
x�l |

n(x − a) =
j
−f(x) m j − x�l | n(x − a) m <

− (−ms)
j
−
x�l |

n(x− a) ml |
[ys, xs+1] =⇒

∫xs+1

ys

f(x)
x�l |

n(x − a)dx <
− (−ms)

∫xs+1

ys

j
−
x�l |

n(x − a) m dx = −
2

n
ms ,

� w�l,u �
Is =

∫xs+1

xs

f(x)
x�l |

n(x − a)dx <
−

2

n
(Ms −ms)

�
k#l �T� � � x ��� �}����� x�l�¥ �@� l �S� l�x;y �}���@��� z��|J�}|�� l �%�}�8� 2

n
(ms −Ms) <

− Is
�

ö Ë º À	ú�¼D]XÇ Ë Å û8Ë Ç ü º Ë Å A Ë Æ�ÃÄú�Ç Ë�üZü ºXÊ½�Àf¾�¼ ü ¾ Ë Ì,¼:Å�Ã:º ]�À	½BA&¼�Ã û Á�¼iÃC»�ÊË Ã û ¼ÄÎ&Á�¼�â À Ë Î&Á�¼ 2
n

(Ms −ms)
A

áf�P¤ w�l¿y � l | l 2
n

(ms−Ms)<
−Is<

−
2
n

(Ms−ms)
3 l | y ��|C� l	xdl	x�S

Is
S
<
−

2
n

(Ms−ms)
�

C A û ½;Ç ü ½�À�Ã�º ]@Á�º5¼:À	ú�¼üAhÅ Ë º À	úS¼D]�Ç Ë Å ∫a+2π

a

f(x) )�$&% n(x − a)dx
¼�Ã�»�ÊË Ã û ¼ZÎ&Á�¼Ãâ À Ë ß5¼:À�[ Ë Å ½�Ç

Ë Æ%Ã:½�Å}Á�úS½DàCÎ&Á�¼
2

n
(M1 −m1) +

2

n
(M2 −m2) + . . . .

�¿wCl	x,s �}���&����| � �
I(n)

�)�S�)�}| y�l	u �X��� l |ù� w�l�x;y � z��| s4§
R
�)�S�I���	� y ����� z��| ��l ��}| y%l �������}�

[a, a+ 2π]
� � �8� y � � � s�x�l`y � l | l

S
I(n)

S
<
−

∑ S
Is
S
<
−

2

n

∑
(Ms −ms) =

1

π

∑
(Ms −ms)

2π

n

=
1

π
p S(f, R) − s(f, R) q .
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÷ ÃÄú Ë Ã�Á�» Ë A ü ½�»f½
f(x)

¼�ÃAÃ�ÁÄÃ ü ¼ û ú}ºªÆ�Å5¼�Ì,¼�º À	ú�¼D]XÇ Ë�ü ºXÊ½�À�A�Ì	¼;Æ,¼�¾ Ë�ü ¼:ÇSÃZ¼�º À ä À,ºªú Ë »f¼:À	ú�¼ û ¼ZÎ&Á�¼�â À Ëü Á Ë À	Ì,½¿Å Ë Å ½�À�]�ºªú:Á�Ì�Ì,¼dº À	ú�¼�Ç+[ Ë Å5½
2π/n

ú}º5¼:À	Ì Ë¿Ë
0
ý

ÍAÃ,ÊJ@û Á%¼iÃMA�¼:À4¼ZÅ üZË Ã:½fÎ&Á%¼�¾	¼:»f½;Ã1Ã�Á û Á�¼iÃÄú�½BA�Å5½ÄÃcú	Ê¼�Ç�»]º À�½ÄÃ7ß5Ì,¼�Å Ë ÃZ¼�Ç�º ¼yà�Ã:¼�¾ Ë Ç�ÊË Àvº À ä À,ºªú Ë »f¼:À	ú�¼û ¼ZÎ&Á�¼�â À	½;Ã ü ½�À
1/n

A ü Á Ë Å5Î&Á�º5¼�Ç Ë Î&Á�¼�Ã:¼ Ë
x
ý

t4x	z{C� w�l	x	s |�� x ���S��� l | y%l`x�l?¥ �`���%�8¦1� � ��¤ w�l
I(n)

l	x0w |A�`�
(1)
�1���X�

n→∞ sx �}|���¤ wCl

I(n) =
� õ 1

n ö �1���X�
n → ∞

j |�� y �@��� z��| O mayúscula
��lG� ��| � � w ��� � | u�l | l �X�&� sAx�l�l	x �X�%��¦ l

f(x) =
� j
g(x) m�1���X�

x → a
� w �&| � � l	x rr f(x) rr <

− Cg(x)
l | w | l | y �8�%|�� ��l

a
sc� ��| ��l

C
l	x�w |A�����| x�y �&| y%l`§

g(x) >
− 0

l | l � l | y �@��|����
3.6 INTEGRALES MÚLTIPLES� | l	x;y � x�l �,��� z��|<ÛC|A�&� ��l �1���%� u �X�&��� ��l �S�D� x � u |1� y%w �X� s�x�l`y �X� y � ��l`l � ¥ ��� w |��� x;y �&Ú,�����S���}| y%l,u �X�&� ��l �v� l ���&|�|I���	�X��� w |A���}�8| l	x � l �&� l�x���l Û�|�� � � xal | # n � � ���� l�x�l | y �@��� z�8| y�l�z�@���}����¤ w�l`x � u�w�l�s*¥Cl � ¥ �a�1���X� l ���	� x �

n = 2
s �}� wCx;y ���	� z� w | l	x�y�wC� �}���� x;y%l �%�}�8�4� z� xvu�l | l �X�&�:�

Integral doble� l �
A 1 # 2

w | x�w ¦d�,��|�� w | y � acotado
��l �d�C�S�&|�� s �}��¤ w�l ¤ w � l � lG��l �����`¤ w�l

A
l	x;y�z�"����| y�l |�� � � l | w | rectángulo t

= I ¯ J s�� ��| ��l I § J x �8|Y�}| y�l �����&�}� x�@��� y � � � x���l # � � l �
f : A → # w |A��� w |C�,� z��| j � l �&� sP��l�� � x �����%�S��¦C� l	x � l �&� l�x �

acotada
l | x�wN� ���T�}|��}�

A
s �}�H¤ w�l ¤ w � l � l���l �����<¤ w�lJl,¨ � x;y�l

C 2 # y �&�`¤ w�lrr f(x, y) rr < C �1���X� y � � �K� w | y � (x, y) 2 A �� ¨*y%l | � ��� � x �S� ��l Û�|C�}�,� z��| ��l ���"� w |C��� z��|
f
� y � � � l ��� l � y�z��| u8w ���Jt ��l �S�x � u�w � l | y%l �S�8�%���hê

f : I ¯ J −→ #
(x , y) �−→ {f(x, y) x �

(x, y) 2 A s
0

x �
(x, y) /2 A �

� l ��|
P1 = {a1 = x0 , x1 , . . . , xm = b1}

w |A� �1��� y ����� z�8| ��l �]�}| y%l �����&���
I
s�§

P2 = {a2 = y0 , y1 , . . . , yn = b2}
w |A�K�1��� y �}�,� z��| ��l �c��| y�l �%���&�}�

J
s ¤ w�lG��l	x �����D£����| l | l ��� l � y�z��| u8w ����t l | w |A���1��� y �}�,� z��|"� l � y �&| u�w �S���

P
�V�8�%��� � �����8�

mn
x�w ¦�£� l � y�z�&| u�w �}� x t

jk = Ij ¯ Jk sdx � ��l |�� y �&�T� x Ij = [xj−1, xj ]
s�§
Jk = [yk−1, yk ]

s
����|

j = 1, . . . ,m
§
k = 1, . . . , n

� k?l Û�|C��� � x l � área de t
jk
���@�

ajk =

(xj − xj−1 ) (yk − yk−1 )
� � l �&|�� ¥ �8�X�

mjk =
z{}|��

{f(x, y) : (x, y) 2 Ij ¯ Jk} ,

Mjk =
x�w �

{f(x, y) : (x, y) 2 Ij ¯ Jk} ,
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§[��l Û�|A�&�T� x �S� x sumas superior e inferior de f relativas a la partición
P de t � l	x � l � y �����&� l | y%l ���8�

S(f, P) =
∑

j ,k

Mjk ajk , s(f, P) =
∑

j ,k

mjk ajk .

� l � wCl	��l ���%�8¦1���?¤ w�l�sCx �
P
§
Q
x ��| � � x �1��� y �}�,����| l�x � w �&� l	x ¤ w � l �X� ��l t s�§

m
§
M
x ��| s � l	x � l � y �����&� l | y�l�s*l � z{}|�Û�� � § l � x�w ��� l �T� ��l �}� x ���&�}�@� l	x���l

f
l |
A
sx�lay � l | l

m(b1 − a1 ) (b2 − a2 ) <
− s(f, P) <

− S(f,Q) <
− M(b1 − a1 ) (b2 − a2 ) .

� � l | lDx�l | y � � � s1l | y ��|C� l	x,s���l ÛC|����`�S� x integrales superior e inferior de
f en A � l	x � l � y �����&� l | y%l ���8�
∫

A

f =
x�w �

P

{
s(f, P)

}
,
§ ∫

A

f =
z{}|��
P

{
S(f, P)

}
.

� ����| y�l,u �X�&�]�}|�� l �%�}�8� l	x � l |��8���[� u�w �&�]¤ w�l ��� x�w � l �%�}�8��� � � x ��|I� u8w ��� l	x,s�x�l � ��� l¤ w�l
f es integrable Riemann en A

§Bl �]���&�}�8�K����� zw |Y�[�&��¦�� x,s���l |�� y � � ����8�
∫

A

f =

∫

A

f(x, y)dxdy =

∫∫

A

f(x, y)dxdy

l	x �S� integral de Riemann de f en A
��� w �&| � �

f(x, y) >
− 0

l |
A
s1l �c�����}�8���l ∫

A
f
� � l � volumen

��l �?Þ����}�}��| � �%� ß � l � y ��� w�§ �G¦1� x�l�l	x4l ������|�� w | y �
A
l | l ��C�S�&|��

OXY
§ � w�§ �-Þ y ���1� ßDl	x ��� x�w � l ��ÛA��� l

z = f(x, y)
�

�0���T� l | l �c�	� x � ��l � w |C���}��| l	x#��l�w |1�G�����%�S��¦C� l�s
f
l	x ��| y�l,u �X��¦C� lGl |

A ⇐⇒6
ε > 0

¥ � §Dw |A�v�1��� y ����� z�8|
Pε

��l ��� l � y�z�&| u�w �}�1t é A y �&�C¤ w�l S(f, Pε)−s(f, Pε) <

ε
�]á y ���G¦C� zl | s ∫

A
f = U

x ��6
ε > 0

5
δ > 0

y �&��¤ w�l�s�x �
P
l	x4w |A���1��� y ����� z�8| ��l tl | x�w ¦C£�� l � y�z�&| u�w �}� xv��l ��� � � x � l |��8� l�x ¤ w�l

δ
s�l | y ��|C� l	x4x�l`y � l | l

σ(f, P) =

rrrrrr∑j ,k

f(ξjk, ηjk) � ajk −U

rrrrrr < ε ,

� ��| ��l �}� x
(ξjk, ηjk) 2 Ij ¯ Jk x�l�l �}� u�l |B�	��¦A� y �X���%�S��� l | y%l �� �B�	���X�@� y%l �%�}Ú��@��� z��| ��l �S�-�}| y%l,u �X��¦C�}�}� � � �b��l � y ����� ��l �S�I¤ w�l ���}�T� x l |����� z� u ��ã�ä l�x ¤ w�l

f
l	x �}| y%l,u �X��¦C� l-l |

A
x � §�x�z���}� x � l �`����|�� w | y � ��l � w | y � x���l� � x ����| y �}| w � � � ����l �S� l,¨*y�l | x � z�8| ��l

f
�&��� l � y�z�&| u�w �}�stþ� l	� ���&| y%l

f(x, y) = 0
�1���X�

(x, y) /2 A s tiene medida cero � � �8� l � l �D�C�}� s f l	x �}| y�l,u �X��¦C� l�l | A � w �&| � � fl	x ����| y ��| w � l |
A
§ ��� frontera de A

s
∂A = A − A

sAl	x?w |A� curva cerrada
simple de clase � (1) � � ��|<��� l ��� x ��� l � x � u |���ÛC�	� � � ��l`l	x;y � x�y�zl �%�T�}|�� x`j � l �P�1���X�l �}�}� s ���8� l � l �D�A��� s À ¹�Æ ô-� ïdÇÈ��� s
ÿd®8q�&Òi²i´�qCn¿´ Á nXp�U@p%±�r	¬1U	r	±�²ir Ø ¬ip�n,s � ���%�}| u�l � s ¢	ã-Ü
Ü s� z� u �� 
	@¡h� s ¦C� l | ��l�x �X�%��� y ���h� x ���8��� y �X�T�1��� y%l�s ¦�� x;y%lT��l ������¤ w�lDl	x �}�"¤ wCl ��� w ��� ll | y � � � x �}� xPl � l �D�C�}� xvl � l � l | y �&� l�x �
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� �&��¦A� zl | x�l � w�l	��l0��l	x �����%���}����� s8��lfw |G� � � � § �,�8| w |�� x � l	x�w � y � � � xcx �}�T�}�S��� l	x�T��� x ��� x;y � x?l | l ���	� x � ��lGw |1�G�����%�S�	¦A� l�sAw |A� y�l �@� z{�� ��l integrales impropias
de Riemann

s ¤ w�l�l	x�y�wC� �S�T�S�D��� x ��¦C�}��� � � �B��lGl�¨�y�l | ��l �?�S� ��l ÛC|������ z��| ��l ∫
A
f
��	� x � xvl |�¤ w�l

A
|�� l	x �&�,� y � � �T�

f
|�� l	x;y�z�D�@��� y � � � l |

A
�

El área de un conjunto plano.
� l �

A 1 # 2
§
cA(x, y) = 1

6
(x, y) 2 A �� w �&| � �T���K� w |C��� z��|

cA

l	x �}| y%l,u �X��¦C� l�l |
A
l �d| zw � l �%�

a(A) =

∫

A

cA =

∫∫

A

dxdy

l	xvl � área del conjunto A �
Integrales iteradas� l �

A = [a, b] ¯ [c, d]
§
f
����| y �}| w � j ���8� l � l �D�C�}�*� l |

A
� � | y ��|C� l	x,s �S� x � w |�£

���}��| l	x`jZ��law |A�����	�%�S��¦C� l �
x �→ ∫d

c
f(x, y)dy

s
y �→ ∫b

a
f(x, y)dx

x ��|[�}| y%l,u �X��¦C� l	x,s� l�x � l � y �ª���&� l | y�l�l |"�}� x �}| y%l �����&�}� x
[a, b]

§
[c, d]

s�§[x�lay � l | l
∫

A

f =

∫b

a

( ∫d

c

f(x, y)dy

0
dx =

∫d

c

( ∫b

a

f(x, y)dx

0
dy ,

� z�8�%� w �S�<¤ w�l � l �%� � y�lTl �]� z����� w ��� ��lDw |A���}| y%l,u �X�&� � �8¦C� l � l	� �S�&| y%lTl � ��lT� � x ��|�£y%l,u �X�&� l�x"x �}�T�C� l�x � y�l �X� � � x � � ����| y�l ���	�&��¦C�}� ��l �8� ��l | ��l �}| y�l,u �X�@��� z��|Â� y�l �X� � �����| x�y � y�w�§�l�w |J��� x �D�1��� y ��� w �S�	� x�l |C���}�}�}� ��l � teorema de Fubini �� ���X� � ���a� y �%� x?l � l �D�C�}� x,s�x�l �&|
f(x)

§
g(x)

� � x � w |C���}��| l	x ����| y ��| w � x?l | l ��}| y%l �����&���
[a, b]

s�§Tx�l �
A =

{
(x, y) : x 2 [a, b] ; f(x) <

−y<
− g(x)

} � � �
f
l	x ����| y �}| w �l |

A
s�x�lay � l | l
∫

A

f =

∫b

a

( ∫g(x)

f(x)

f(x, y)dy

0
dx .

t | z���}� u �&� l | y%l�s�x�l �&|
f(y)

§
g(y)

� � x � w |C���}��| l	x �,��| y �}| w � x`l | l �]�}| y�l �����&�}�
[c, d]

sA§�x�l �
A =

{
(x, y) : y 2 [c, d] ; f(y) <

− x <
− g(y)

} � � �
f
l	x ����| y �}| w � l |

A
sx�lay � l | l

∫

A

f =

∫d

c

( ∫g(y)

f(y)

f(x, y)dx

0
dy .

Ejercicios.– 1 Ì " !���¾�óc� �4Ï . � l � A = [0, 1] ¯ [0, 1]
s�l � cuadrado unidad �� l`y � l | l

∫

A

x (x + y)dxdy =
7

12
.
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2.
� l �

B
l � y �%� z��| u�w �}� ��l � zl � y ��� l	x

(0, 0)
s
(2, 0)

§
(1, 1)

� � l`y � l | l
∫

B

y (x + y)dxdy =
53

24
.e?�&� l � l ��� z�&��� w �}� ��l �S� x4� � x �S�8�%��� x ��� x ��¦C� l	x �

3
j Æ ô-� ïdÇÈ���c� . �P���G¦C�S�&| � � l ���@� ��l | ��l �}| y%l,u �X�@��� z��| s �,���D���%�8¦1���#¤ w�l
∫1

−1

dx

∫1

x2

(x2 + y)dy =
16

15
.

4 e?�&���S��� l ���h��� w � l | ��l � y%l�y �X� l	� ��� ��l � zl � y ��� l	x
(0, 0, 0)

s
(1, 0, 0)

s
(0, 1, 0)

§
(0, 0, 1)

� l�� �S��| y�l�w |A�G��| y�l	u ����� � �8¦C� l �
5
j " !7��¾�ó�� ��� . �0���D���%�8¦1��� l � x � u8w � l | y�l � z�&�}� w �}� sC� ��� l � y ��� l | y%la§ �	�&�G¦C�S��| � � l ��8� ��l | ��l ��| y�l,u �X�@��� z��|�ê
∫1

0

dx

∫ex

1

(x+ y)dy =
e2 − 1

4
.

Cambio de variables� | l �#�	� x � ��l[w |1�"���	������¦C� l�s ���-� z�@��� w �S� ��l �4�	�&��¦C�}� ��l �����%�S�	¦A� lJ��l<y �ª���
x = g(t)

sCx � l | � �
g
��l ���S� x�l ¢ § �,�8| ��l �%����� � �G|��T| w �S� s � l ���8� ��l �T� x ¤ w�l�l �X�

∫b

a

f(x)dx =

∫ t1=g−1(b)

t0=g−1(a)

f
j
g(t) m g 8 (t)dt .

� ��� l � � x �&�]���&� y �8�
g 8 (t) �����T� w |)���&� y �8��� w | y�w ��� ��l � �}�S� y �@��� z��| ��l �}��| u � y�wC��l	x��l �}| y�l �����&�}� x0l | l ���	�&��¦C�}� s � w�l�x

dx = g 8 (t)dt � � | l ���	� x �G� z� x0x�l |C�,���}�}� s���l#w |�	�&��¦A��� �}��| l ���
x = kt

s�l ���i�@� y �8�
k
l	xv��l�� �}��� y �&�,� z��|�Þ u �}�8¦1�&� ß�s � w�l	x

b − a =

∫b

a

dx =

∫b/k

a/k

kdt = k
õ b
k

−
a

k ö .
� x � l � l �T� x,s�l | y ��|C� l	x,s ¤ w�lal | l ���	� x � ��l�� � x �����%�S�	¦A� l�x,s � w �&| � � x�la¥ �@� law |�	�&��¦A��� ��l ���	�%�S��¦C� l	xT��l � y �����

(x, y) = G(t, s)
� l	� �S�&| y%l[w |A� xDl � w �@���}��| l	xT��l �y �ª���

x = x(t, s)
s
y = y(t, s)

sc§3x ��|�t
= G(

t ; ) § t ; �}� xK� ���T�}|��}� xK��l�w |A��}| y%l,u �X�&� l | l ���C�S��|��
(x, y)

§Dl | l ���C�S�&|��
(t, s)

� l	x � l � y ������� l | y%l�shx�l � l �%��ÛC¤ wClPw |A�� z�8�%� w �S�K����� �
∫∫ �

f(x, y)dxdy =

∫∫ �(�
f
j
x(t, s), y(t, s) m H(t, s)dtds ,

� ��| ��l
H(t, s)

x�l � l �1�i�@� y �8�0� w | y�w �&� ��l?� �}�S� y �@��� z��| ��l�z�	� l � x���l � l � y�z�&| u�w �}� xfl | l ��	�&��¦A��� s�l	xv��l ����� s �S�G� w |C��� z��|
H(t, s)

y ����¤ w�l
dxdy = H(t, s)dtds

�
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� | l ���	� x � ��law |J�����G¦C�}� ��l ���	�%�S��¦C� l	x ���}| l ��� s�l�xv��l ����� s�� � � �K���8�
õ x
y ö =

õ a b

c d ö õ t
s ö , ����| rrrr a b

c d

rrrr = ad − bc 9= 0 ,

l	x�y ���,��| � ����� z�8|"� x�l,u�w �X��¤ w�l#l �1�����G¦C�}� l	x ��| §�l � y ����� j�l �C�X�&| u � ��l �S�`��� y �%�}Ú l	x
2
� s§ � ��l � z� xal �]�i�@� y �8������| x;y ��| y�l���lT� ���S� y �@��� z��| ��lWz��� l � xal | l �f�	�&��¦C�}� l	x�l �¿���&�}�8���¦ x ��� w�y � ��l � ��l�y%l �%� ��|1��| y�l4��l �S�#��� y �%�}Ú ��l �C�	�&�G¦C��� s7S

ad− bc
S�s � w�l	x]x �Zt ; l	x¿l �� w � � ��� � �

[0, 1] ¯ [0, 1]
��l ���C�S�&|��

(t, s)
shl � z��� l � ��l ���1�	����� l �}� u �X�&�T� y ����| x �S�8�%��� � �t l | l �1�C�S��|��

(x, y)
s ¤ wCl#y � l | l �����T�G� zl � y ��� l	x �}� x � w | y � x

(0, 0)
s
(a, c)

s
(b, d)

§
(a + b, c+ d)

l	x<S
ad− bc

S � t#x,z{�¤ wCl�s�l |[�1��� y ��� w �S��� s�x�lay � l | l
∫∫ �

dxdy =
S
ad− bc

S ∫∫ �(�
dtds ,

§hs���l � u�w �&���T� � � s
∫∫ �

f(x, y)dxdy =
S
ad− bc

S ∫∫ � �
f(at + bs, ct+ ds)dtds ,

k#l`¥�l � ¥ � s*w |A���,�8| � �}�,� z��| x�w ÛC�,� l | y%l ���	�X��¤ w�l �S� x0l � w �@���}��| l	x0u�l | l �X�&� l�x
x =

x(t, s)
l
y = y(t, s)

��l Û�|A�&| w | Þ;¦ w�l | ß �	�&�G¦C�}� ��l ���	������¦C� l	x�j �}| §�l � y ���h� §Y��l���S� x�law |�� zl � §<l �d�	�&��¦C�}�T�}|h� l � x �*� ��l t ; �"t l	x	s �����T� x�lal	x;y�wA� ����� z� l | l �d� w � x ���l ���	�%�S� x �����%�S��¦C� l�x,s ¤ wCl
x(t, s)

l
y(t, s)

y�l | u �&| ��l ���ª��� � � x �1�������S�&� l	x ����| y �}| w � xl |�t ; § ¤ w�lal � ��l�y%l �%�T�}|A�&| y%l jacobiano
��l �S� y �X�&| x �V�8�%���@��� z��| s

J(t, s) =
∂(x, y)

∂(t, s)
=

rrrr xt(t, s) xs(t, s)

yt(t, s) ys(t, s)

rrrr 9= 0
6
(t, s) 2 t ; ,

� ��| ��l �}� x�x�w ¦ z{}| � �}� l	x ��| � �}����| ��l �%�����@��� z��|I�1�����,���&�:� � � y �X�&| x �S�8�%���&�,� z��|
(t, s)

G�→
(x, y)

l	x �����%� ¨ �}��� � �I�}���	�&��� l | y%l�s?l | l � l | y �8�%|�� ��l�w |�� w | y �
(t, s)

s ���8�<�S�y �X�&| x �S�8�%���@��� z�8|J�}�}| l �&� j ��� diferencial de G �õ dx
dy ö =

õ xt(t, s) xs(t, s)

yt(t, s) ys(t, s) ö õ dt
ds ö ,

§)l �f���&���8�T��¦ x ��� w�y � ��l � ��l,y�l ���T�}|A�&| y�l ���@���8¦C�S�&|�� l	x�l �0�i�@� y �8� ��l�� �}�S� y �@��� z�8| ��lz��� l � xvl | y � l �}� x � l � y�z�&| u�w ��� x �}|�Û�|C� y%l	x �}���&� l	x
d
t ; § d tÓ�� �`� z�8�%� w ��� ��l �1�	�&��¦A��� ��l �����%����¦C� l �1���X�`�}| y%l,u �X�&� l	x�� �8¦C� l	x0x�l � z�`� w�l�x,s �C�S� w £x ��¦C� l � l | y%l�s

∫∫ �
f(x, y)dxdy =

∫∫ ���
f
j
x(t, s), y(t, s) m S

J(t, s)
S
dtds ,

� ��| ��l
J(t, s)

l	xvl � ��l,y�l �%� �}|A��| y�l ���&�,�8¦C���&|�� ∂(x, y)
∂(t, s)

�
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Ejemplo.–
� � z�	� l � ��l ��� z{���� w �}� � = {(x, y) : x2 + y2 <

− R
2}
l�x ∫∫ �

dxdy
�

�P�&��¦C�S�&| � ���������S��� l	x
(r, θ)

s ����|
x = r

��� x
θ
s
y = r

x�l |
θ
s�l �����@���8¦C�S��|C� l�x

J(r, θ) =

rrrr �,� x θ −r
x�l |

θx�l |
θ r

�,� x
θ

rrrr = r > 0 ,

á l �d� l ���}| y � y �X�&| x �S�8�%��� � � l | l �d�C�S��|��
(r, θ)

l	x �a; = [0, R] ¯ [0, 2π)
s � w�l,u �

∫∫ � dxdy =

∫∫ � �
r dr dθ =

∫2π

0

dθ

∫R

0

r dr =

∫2π

0

R2

2
dθ = πR2 .

Ejercicios.– 1. e?���}�S��� l � z�	� l ���}| y%l �%�}�8�K� w |A� l ����� x�l���l x�l �T� l � l	x
a
§
b
�	�&�D£¦C�S�&| � � w |A�G��| y�l,u �X�&� � �8¦C� lal |J�	��� y%l	x �S�&|A� x ����|

x = a r
�,� x
θ
s
y = b r

x�l |
θ
�

2.–
� � z��� l � ��l �S�T� l	u � z��|)�@��� y � � � �,��|-�V�8�%��� ��l � w � � ����� z� y�l �%�[� w �%���}� z{}| l � ��l�y%l ��£�T�}|A� � �����8�#�S� xvu � z��ÛA�	� xv��l �S� x �1��� z��¦����S� x

y2 = x
s
y2 = 2 x

s
y = x2

l
y = 2 x2l	x

1
6

�
3.
� � centro de gravedad

��l[w |H� l ���}| y �B�C�S�&|�� � l	xDl �v� w | y �
G(gX, gY)��l ÛC|�� � �D���8�

gX =

∫∫ �
xdxdy∫∫ �
dxdy

, gY =

∫∫ �
ydxdy∫∫ �
dxdy

.

� ��� l | y �%� ��l#u �X��� l�� � ����l �C� l ���}| y �K�}�}�T� y � � �G���8� l � l � l
OX

§ ���8�0�S���������}��� ��l��lKl � w �@���}��| l	x �1���X�&� zl�y �%���	� x
x = R(1 −

��� x
t)
s
y = R(t −

x�l |
t)
l | y � l

x = 0
§

x = 2πR
l	xvl �d� w | y � j

πR, 5
6
R m �

Integrales triples� � x � l	x�w � y � � � x�§�y�zl ��|����	� x ��� x;y � x �1���X����| y�l,u �X�&� l	x4� �8¦C� l	xvx�lau8l | l �X�&�}��Ú&��|[���	£�X�G�S�K�}| y�l	u �X�&�,� z��| ��l � w |C���}��| l	x � l �&� l�x4��l
n
�����%�S��¦C� l	x � � ���S��� l | y%l � l � l �T� xvw |C� xl � l �D�C�}� x � � �f���%�}� l �%� l	xGx�l |C���}���}� j " !7�c¾�óc� � s � z� u �a�¡ � �X���0��| l � x�l,u�w | � � scl ����%��� l	x �8�4�#�&�i� l �c�0� � �}�D�C� l	x �}��|A��¦1� l |"�����C�}Ú������X�D� x�wCx ��� w � |�� xv��l�t#x;y �%��|���� z{����lvx�l,u�w | � �a� w � x � ��l(� ���X� u ��Ú�� s ¤ w�lvx�z���}� x ��¦ z{S��|��&� u � ��l � z�&��� w �}� ��lPw |A�v�����%����¦C� l�sw |A�K����©|A�&|A� ��l ÛC|A�&� l�x4��l ��� y%w ¦�� l���l �c� w � x ��Ü� 	£�ÜÃ�� � � y%l ��� l �%� s ¤ w�l � w�l	��l�l |�£����| y �X��� x�l4l | l �C�}�ª¦���� ��l Æ ô-� ïdÇÈ��� s � z� u �* � &¡ shl	x]w |T¦ w�l | l � l �X�������}�a�1���X�#� l	x ����� l � s� ��l �����v���%�8� w�l�x;y � s�l � zw � y �}�T� ��z{�� ��l ���S� x�l �

Ejemplo 1.–
� ���&� w ���4���K�}| y%l,u �X�&�

∫∫∫

A

(x + y+ z)2 dxdydz ,

� ��| ��l
A 1 # 3

l	x�l � y%l�y �X� l	� �%� ��l � zl � y ��� l	x
(0, 0, 0)

s
(1, 0, 0)

s
(0, 1, 0)

§
(0, 0, 1)

�VC´	¬Z®*�²*·´�q�ç]� �%��� l	��l �T� x���l ��� x � u�w � l | y�l ���&| l �X�*� t ¤ w�z{
A
l	xPx �}�D�A� l � l | y%lal �����|�� w | y � {

(x, y, z) 2 # 3 : x >
− 0 , y >

− 0 , z >
− 0 , x + y+ z <

− 1
} �
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� |"�}� x � w | y � xv��l
A
s ��� x ���&���8� l�xvl�¨*y � l � � x#��l

x
x ��|

0
§
1
� � ���X� w |

x
Û��;� s�}� x � w | y � x

(x, y, z)
l�x;y�z�&| l | w | y �%� z�&| u�w �}� � ��| ��l ��� x ���&�}�8� l	x�l�¨�y � l � � xP��l

y
x ��|

0
§
1− x � � ���X� x l y Û��;� x,s ��� x � w | y � x (x, y, z)

l	x;y�z��| l | w | x�l,u � l | y � � ��| ��l
z����� z{�� ��l	x���l

0
�
1− (x+ y)

� ��wCl,u �
∫∫∫

A

(x + y+ z)2 dxdydz =

∫1

0

dx

∫1−x

0

dy

∫1−x−y

0

(x+ y + z)2 dz

=

∫1

0

dx

∫1−x

0

õ 1− (x + y)3

3 ö dy =

∫1

0

õ 1
4

−
x

3
+
x4

12 ö dx =
1

10
.

Ejemplo 2.–
� �K� w�l �%Ú&� ��l � y �X�@�,��� z��| u �X����� y � y �8�%�S�T¤ w�l�w |A� l�x � l �X� ��l �X� � ���

R
s

� w�§ �?��� x � y � y �&�
M
x�l4� � x;y �%��¦ w�§�l ���8�f��� x � w | y � x¿��l �S�?�T� x ���a����| w |A� ��l | x � � � �¤ wCl�x�z����� ��l � l | ��l���l �S� � � x�y �&|C���S�T����� l | y �%� ��l ��� l	x � l �X� s�l � l ��� l�x �8¦�� law |[� w | y ���� y%l �%�S�&� ��l ��� x �
m
¤ w�lal	x;y�z�D� w |A� � � x;y �&|C���S�

r > R
��l ��� l | y �%� ��l �S� l	x � l �X� s�l�x

GMm
r2

sAl	x?��l ����� sAl�x �S�T�T� x ���T� w�l �%Ú&�T¤ w�l�l � l ��� l � z{�� x �8¦�� l
m
w |"� w | y ����� y�l �%�S�&�

P
��l ��� x �

M
x � y%w � � � l | l ��� l | y �%� ��l �S� l�x � l �X�h�V�´�¬Z®*%²�·´�q�ç�� � x � l � l �%��� l �T� x � w |�� x�l � l	x �	��� y%l	x �S�&|�� xc��l �8�%� u�l | l | l �*� l | y �%� ��l�S� l	x � l �X� s8l |T�}� x ¤ w�l�l ��� w | y �

P
y%l | u � w |A� x �,�h�8� ��l |A� � � x

(0, 0, r)
� � l �

Q(x, y, z)w |-� w | y ��� w �&�}¤ w � l �X� ��l �S� l	x � l �X� j
x2 + y2 + z2 = ρ2 <

− R
2 � sA§-x�l � q = QP

���� � x;y �&|C���S� ��l
Q
�
P
� � �K� w�l �%Ú�� l � l ����� � � x �8¦C� l �S�K��� x �

m
l | l �d� w | y �

P
���8� l �l � l � l | y � ��l ��� x �

dm
x � y%w � � � l | l ��� w | y �

Q
y � l | l�s�x�l,u�zw |-�S� � l�§-��lT�vl � y ��| s� z� ��w ��� � u8w ���c�

Gm

q2
dm =

Gm

q2
σ(ρ)dxdydz ,

§ �S� � ��� l �,��� z��| ��l �S�T� l � y �
PQ
� t ¤ w�z{ s

σ(ρ) =
dm

dv

l	x �S� ��l | x � � � ��l | l �c� w | y �
Q
� � � x �,���D����| l | y%l	xK��l�l	x;y �"� w�l �%Ú�� l |H��� xD� ��� l �,�,����| l�xK��l �}� xGl � l	x

X
l
Y
x�l

�	�&|C� l ����� z�&|<�,�8|��S� x ���8��� l	x ����| � � l | y�l�x �`�S�a� w�l �%Ú�� l � l ����� � � x �8¦�� l �S�a��� x �
m
l | l �� w | y �

P
���8� l � l � l � l | y � ��l ��� x � ��l �S� l	x � l ��� x � y%w � � � l | l ��� w | y �

Q 8 x �}� zl,y �%�������l �v� w | y �
Q
� l�x � l � y � ��l � l � l

Z
sf§Wx�z�8�}� x�l � z� zw�y �}�v�1���X�-���I� y �X�@�,�,� z��| y � y ���#��������T���8| l | y%l

Z
��l �S�G� w�l �%Ú&� s

Gm

q2
σ(ρ)

��� x
αdxdydz ,

� ��| ��l
α =

y
OPQ

s	§ ��� x
α =

q2 + r2 − ρ2

2qr

���C�}�}����| � � l � teorema del coseno �
k#l � � � �J¤ w�l �S��� w�l �%Ú�� u �X����� y � y �8�%�S� y � y �&� l � l ���,� � �����8���S� l	x � l �X� x �8¦�� l �S���� x �
m
l |
P
l	x,s ��| y�l,u �X�&| � � x �8¦�� lay � � � x �}� x � w | y � xv��l �S� l�x � l �X�

E
s

�
=
Gm

2r

∫∫∫

E

σ(ρ)
q2 + r2 − ρ2

q3
dxdydz .
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� �&�T� x �`�1� x ���v�����*�@� ��l |A� � � x polares esféricas �,��|<� l | y �%� l | l �1�8�%� u�l |��� l �&| l � radio ρ = ? x2 + y2 + z2 2 (0, R]
s �S� longitud ϕ =

y
XOQ0 2

[0, 2π )
s�� �8| ��l

Q0

l	x �����C�%� §�l �	��� z��| ��l �1� w | y �
Q
l | l �1�A���&|��

OXY
s�l	xP��l ����� s�l �� w | y �

Q0(x, y, 0)
s�§ �S� colatitud θ =

y
ZOQ 2 [0, π ]

s���l �T� � � ¤ w�l�x�lay � l | l



x = ρ

x�l |
θ
��� x
ϕ

y = ρ
x�l |

θ
x�l |

ϕ

y = ρ
��� x
θ� �����@���8¦C�S��|C� ��l�l	x;y � y �X�&| x �V�8�%���@��� z��| l�x

J(ρ, θ,ϕ) =

rrrrrr
x�l |

θ
��� x
ϕ ρ

��� x
θ
��� x
ϕ −ρ

x�l |
θ
x�l |

ϕx�l |
θ
x�l |

ϕ ρ
�,� x
θ
x�l |

ϕ ρ
x�l |

θ
��� x
ϕ��� x

θ −ρ
x�l |

θ 0

rrrrrr = ρ2
x�l |

θ > 0 ,

��l � � � � ¤ wCl
�

=
Gm

2r

∫2π

0

dϕ

∫R

0

σ(ρ) ρ2 dρ

∫π

0

q2 + r2 − ρ2

q3

x�l |
θdθ

=
πGm

r

∫R

0

σ(ρ) ρ2 dρ

∫π

0

q2 + r2 − ρ2

q3

x�l |
θdθ .e?� u �&�T� x�l |��S�I�}| y�l	u �X���?�}| y%l �%�}�8� l �`�	���G¦C�}� ��l ���	������¦C� l

θ �→ q
� � � �)���@���S�� l �S�@��� z��| j:u�l ��� zl�y �%���	���

q2 = r2+ρ2−2rρ
�,� x
θ
� � | y ��|C� l	x,s

2qdq = 2rρ
x�l |

θdθ
s

� l	x�w � y �&| � �
�

=
πGm

r2

∫R

0

σ(ρ) ρdρ

∫ r+ρ

r−ρ

q2 + r2 − ρ2

q2
dq

=
πGm

r2

∫R

0

σ(ρ) ρ ¸ q −
r2 − ρ2

q ¹ r+ρ

r−ρ

dρ

=
Gm

r2
4π

∫R

0

σ(ρ) ρ2 dρ =
GmM

r2
,

� w�l	x	s �}| y%l,u �X�&| � � y �&�G¦C� zl |"���8�4�	�&�G¦C�}���������S��� l	xPl�x � zl �%���	� x,s

M =

∫∫∫

E

σ(ρ)dxdydz =

∫2π

0

dϕ

∫π

0

x�l |
θdθ

∫R

0

ρ2 σ(ρ)dρ

= 4π

∫R

0

ρ2 σ(ρ)dρ .

Ejemplo 3.–
� ���h��� w � l |

n
 � �}� l | x �}��|A�&� ��l �S�

n
 l�x � l �X�

x2
1 +x2

2 + . . .+x2
n

<
−R

2l	x,s �1�	���
n 2�H s

Vn =
πn/2 Rn

(n/2) Γ(n/2)
,

l | y�z l �%�T�}|�� x4��l ���K� w |C��� z��|-~a��� ��� ��l � w � l ���
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Desigualdades. (Una lectura recomendada)
� �������8� l	x �8� � � ��l ~ w Ú,� z��| � w ¦C�}��� z� l |�¢	ã-Ü
Ü j�l	� � t � ¥ �&�G¦��X� s ���%� §hl � y � � � £ä� �� w |M¦ l �}�}�B�}��¦��%� ��lJ� � y%l � z� y �}��� x,s0y � y%w �S� � � Ñ

²}±�r,±�× U8p%± ] q�®*p�U8p<p%qCnXrB×A´&n�µ�pÕ�p,´�o[p�Òi±�·À r0²}q1Ò�®8²:Ò�²�U	r � � � x � y � l � l �T� x �0� l ����� l | � ��� s ���	�X�0Û�|1���}�}Ú���� l	x;y � x ��� w | y�l�x,sx�w � l � y%w �X�*� � | l � l | x � § � x�l�¨�y � s]y � y�w �S� � ��« ®*r�Òi±,´Bµ�p�n�²yÕA®*r	¬Vµ�r8µ�pXn Á p	&®8q�µ�r�n,s]l �� l � y �8� x�l l |C� w�l | y �X�<����| w |A��¦ w�l |A��� l �,�,� z��| ��l�t | z�&�}� x � xK� ��| ��l x�l���l � w�l	x;y �X�&|�S� x � w � y ��� ��l	x � u�w ��� � � ��l	x4x � u�w � l | y%l	x ê
Desigualdad de Young� �

φ(x)
l	xaw |A� � w |C�,� z��|)����| y ��| w � §-l	x;y �%��� y �&� l | y%l �X� l ��� l | y�lTl |

[0,+∞)
§

ψ(x)
l	xvx�w � w |C�,� z��|"�}|h� l � x � s�x�l � l �%��ÛC�	�=6

a, b >
− 0
ê

ab <
−

∫a

0

φ(x)dx +

∫b

0

ψ(x)dx

�vz�&| � � x�l �S�G� u�w �&� � � �"x�z���}� � w ��| � �
b = φ(a)

�
Desigualdad de Hölder� l ��|

f(x)
§
g(x)

� � x � w |C���}��| l	x � l �&� l	x �,��| y �}| w � x |��`� �0z l | y ���	�&� l | y�l | w �S� x�l |l �C��| y�l �����&�}�
(α,β)

jZx �}| l�¨ ��� w ���0¤ w�l
α = −∞ � β = +∞ ��� � � r > 1 sh��l	x � u | l �T� x

>
f
>
r =

( ∫β

α

rr f(s) rr r ds 0 1/r

.

� w ����| u ��� � x ¤ w�l�>
f
>
p < ∞

§ ¤ w�l�>
g

>
q < ∞

sc� �8| ��l
p > 1

§ 1
p

+
1

q
= 1

�
� | y ��|C� l	x,s�x�l � l �%��ÛA�	�

∫β

α

rr f(s)g(s) rr ds <
−

>
f
>
p

>
g

>
q

Desigualdad de Minkowski� l ��|
f(x)

§
h(x)

� � x � w |C�,����| l�x � l ��� l	x ����| y ��| w � x |��[� ��z l | y �}����� l | y%l | w ��� xl | l ���}| y�l �����&�}�
(α,β)

§�y �&� l	x ¤ w�lJ>
f
>
p < ∞

§�>
h

>
p < ∞

sd� �8| ��l
p > 1

� � l� l �%��ÛC���>
f+ h

>
p

<
−

>
f
>
p +

>
h

>
pjZ� ���X�

p = 1
y �&��¦C� zl | l�x ��� l � y � s���l	��w ��� zl | � � x�l���l�S

f+ h
S
<
−

S
f
S
+
S
h
S �>�

Desigualdad de Jensen� l �
φ(x)

w |1�?� w |C��� z��|�� l �&� ��l ÛC|�� � � l | # ¤ w�l#l	x convexa
j�l	x���l ����� s �}�K¤ w�ll | l	x;y � x ��� w | y%l	xGx�l�¥ �[�}�S�&��� � �B� z��|C�	�����<��� x;y � ��l�x���l �����%��¦1��� sc§3x�l �

f(x)
w |A�� w |C��� z��|"�}| y%l,u �X��¦C� l�l | l ���}| y%l �������}�

[0, 1]
� � l � l �%��ÛA�	�

∫1

0

φ
j
f(s) m ds >

− φ

( ∫1

0

f(s)ds

0
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Problemas —cuarto bloque de trabajo—

4.1 .—
� l �

f
|C�K����| x;y �&| y%l4§���l �%�����	¦C� l`l |

[a, b]
s � w �T�C��� l | � �

f(a) = f(b) = 0
�� ���@¦��	�#¤ w�lal,¨ � x;y�l ���d� l |�� xvw |[� w | y �

ξ 2 [a, b]
�1���X� l ��� w �&�

S
f 8 (ξ) S > 4

(b − a)2

∫b

a

f(x)dx .

j � l � l � l |C���S� x ê ý ¹ ¼ � ô »�!¶»lý ¹4X ÓÃ� ��'� s�°]±�´ Ø ¬Vp�o n#r	q�µ åcæ p,´�±�p%o n�²�q"¶4q�r	¬�×Cn�²�nvm�s� ���%�}| u�l � s
� * l	� � s ¢	ã-Ü@¡ s��¿y � ���%s �P������ s*� û ¢� �¢8� ��l � y �&��¦A� zl | XZY ÇÍò !7þ]s ���%�8¦C� l ���¢�¢8� �ã��>�
4.2 .—

� �T� w �%��� ��l	x �X�%� y �D���8� w |�� w | y �TÛ��;� ��l�w |A�D������� w |�� l � l |C���S� ��l �X� � �}�
a¤ w�l � w�l	� � x �}| ��l	x �}�}Ú���� x �8¦�� l�l �0�S� � ���}| y%l �%�}�8� ��l � y �X�[������� w |�� l � l |C���S� ��l �X� � �}�

3a
s�x�l �}���&��� deltoide �� w ����| u ��� � x �S�`������� w |�� l � l |C�,��� u �X�&| ��l � l | y �X� � � l |T�}� x¿l � l	x]��l ���*�8� ��l |1� � � x§ ¤ wClKx�l �����T� l |�Ú&��� ��l	x �X�%��¦C��� w |A� ��l � y ��� ��lD��l	x���lKl �c� w | y �

(3a, 0)
�=e#�&�}�S��� l �z��� l �3��| y�l �����8� § �S�3�}��| u � y%wC�ù��l �S�3� w ����� s4§bl �`����� w � l | §bl � z�	� l � ��l � x�z���}� � �l | u�l | � �X� � �K���8�P� l ����� w ��� z��| l | y �@��|������ l � l���l ��¦ x ��� x � x �

4.3 .—
j �8�èK&�0� l � y � �T�i�&� x � M
5

4
<

∫1

0

x−x dx <
3

2

j ¦��èK&�0� l � y � �T����� x � M
4

3
<

∫+∞

0

xdx

ex − 1
<
5

3

j � l � l � l |C���S� x ê � ��| s � l�x � l � y �����&� l | y�l�s �S�W�*� y �����H��� l	u8w | y � ��l åcæ p��Pp%±�q�´*®8¬}¬}²
å ±%²Vr	¬�n _a`�`�` § �S� ��w � �0z l ���}��� ��l åcæ p{�Pp%±�q�´*®8¬}¬}² å ±�²ir	¬�n _a`��̀� ��l ��� � |��ª� l � x � � � ���laÔ � y�l �%�}�*� s �P��|A� �vz�*� � � xhz l ���}� z{ s ���8��¤ w�la¥ � § ¤ w�l �,�8| y�l�x;y ��� l |"� l |�� x4��l�� � l Ú�T�}| w�y � x,s � l �%� �@¤ w�z{ x�lay �X� y � ��l �X�&Ú,��|A���4�S� x � l	x � w�l	x�y � x �>�
4.4 .—

� |C����| y �X��� l � z��� l � ��l ���`� l,u � z�8|��,���D��� l | � � � � l | y � l ����� w �����
x3 +y3 = 1§[x�w � x,z{}| y � y �*�

4.5 .—
� � x � l | y �%� x���l0� � xdl	x � l ��� x���l ��� � �}� x

a
§
b
x�lfl |C� w�l | y ����|D� w |A� � � x;y ��|C�,���

c > a + b
�èK k�z��| ��l�¥ ��¦�� z{S�D¤ w�l �����}�*���	� w |"� w | y � l � � x �8� ��l � w Ú l |J���D� z{�| l � ��l�}� x � l | y �%� x,scl | y � l �&�G¦1� x�l	x � l ��� x,s �1�	�����}� w �T�}|A���K���<��� § �@� z��� l ����� x ��¦C� l�l |)�S� xx�w � l �%ÛC��� l	xvl	x � zl �%���	� x Mj � l � l � l |C���S� x ê 9 ô
! ïkj ! ñ � �cs�l � l ���������}� x4��l ���	��� z{ y�w �}��ä��>�
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