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Proélogo

La buisqueda de soluciones reales ha cautivado la atenciéon de los matematicos desde sus primeros tiempos,
ocupando un lugar importante en el estudio de las matematicas. Encontrar una solucién exacta de un problema
puede llegar a ser imposible, o puede que no podamos encontrar una respuesta de forma conveniente en una
gran cantidad de aplicaciones reales. Cuando esto ocurre, perseguiremos dar respuestas tutiles que involucren
la busqueda de resultados aproximados suficientemente buenos. Esta es la razén de los métodos numéricos,
teniendo muchos de ellos una larga historia.

Los métodos numéricos son técnicas matematicas que se utilizan para resolver problemas matematicos
que no se pueden resolver, o que son dificiles de resolver, analiticamente. Una solucién analitica es una
solucién exacta que tiene la forma de una expresion matemaética en funcién de las variables asociadas al
problema que se quiere resolver. Una solucién numérica es un valor numérico aproximado (un nimero) de la
solucién. Aunque las soluciones numéricas son aproximaciones, pueden ser muy exactas. En muchos métodos
numéricos los calculos se ejecutan de manera iterativa hasta que se alcanza una exactitud deseada, de manera
que tienen que ser lo suficientemente exactos como para satisfacer los requisitos de los problemas a resolver
y lo suficientemente precisos para ser adecuados.

El origen de este texto es un curso introductorio de métodos numéricos que lleva impartiendo el autor en la
Universidad de La Rioja desde el curso 2006-2007. El texto proporciona una introduccion a los fundamentos
maés bésicos de los métodos numéricos y a su utilidad para resolver problemas, ofreciendo una primera toma
de contacto que sirva para conocer una parte del amplio catdlogo que existe de métodos numéricos. El objetivo
principal es poner a disposicién de los estudiantes unas notas de facil lectura con una colecciéon de ejercicios
que amplien y refuercen lo que aprenden. Otras obras mas completas, véanse las referencias bibliograficas,
que contengan desarrollos tedricos y mayor niimero de ejemplos son un complemento ideal a este texto.

El texto va dirigido a estudiantes universitarios que van a utilizar los métodos numéricos por primera vez
y que no tienen conocimientos previos de los mismos. Se presentan métodos numéricos elementales de una
manera asequible y sin ser tratados de forma sistematica, de manera que este texto se pueda utilizar como
guia inicial para un proceso posterior que profundice en los métodos numéricos de manera méas detallada y
extensa. A la hora de redactar el texto se ha tenido presente en todo momento a los estudiantes a los que
esta dirigido.

Los requisitos minimos son el célculo elemental, incluyendo los polinomios de Taylor, el algebra matricial
y tener nociones bésicas de programacion estructurada. Para los capitulos 6 y 7 es conveniente saber algo de
ecuaciones diferenciales ordinarias. Y para el capitulo 8 es aconsejable leerse antes el complemento B si no
se han visto con anterioridad las ecuaciones diferenciales en derivadas parciales.

Entre los objetivos de este texto marcamos dos: su facil comprension para estudiantes universitarios con
un conocimiento minimo de matemaéticas e instruir a los estudiantes para que practiquen con los métodos
numéricos en un ordenador. Se ha intentado exponer los conceptos de una manera clara y sencilla, con muy
pocos resultados tedricos formalmente enunciados y sin demostraciones.

En todos los capitulos se ha intentado ilustrar cada método numérico descrito con un ejemplo, que
habitualmente ha sido desarrollado previamente en alguna de los textos que aparecen en la bibliografia, con
el objetivo claro de animar a los estudiantes a tomar contacto con obras de referencia sobre la materia.
También al final de cada capitulo se han afiadido unas sugerencias bibliograficas y una coleccién de ejercicios
propuestos con el objetivo de incitar a los estudiantes a que planteen problemas, comprendan los recursos
tedricos necesarios y utilicen los métodos numéricos adecuados para resolver los problemas. Ademaés se ha
pretendido que el texto sirva de autoaprendizaje para los estudiantes.

Los temas tratados constituyen materia suficiente para un curso introductorio sobre métodos numéricos,
y estdn organizados en torno a tres partes, cada una de las cuales estd dividida en capitulos. Se empieza
con temas sencillos y poco a poco se van complicando. En los cinco primeros capitulos se desarrollan las
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VI PROLOGO

técnicas mas basicas de los métodos numéricos. Los dos siguientes estan dedicados a la resolucién numérica de
ecuaciones diferenciales ordinarias. Y el tltimo versa sobre la resolucion numérica de ecuaciones diferenciales
en derivadas parciales.

La primera parte del texto comienza con un capitulo introductorio en el que se hace especial hincapié en
el papel tan importante que juegan los errores a la hora de implementar métodos numéricos en un ordenador
para resolver problemas. Para ello se recuerdan los polinomios de Taylor y como se calculan y almacenan
los nimeros en un ordenador. El capitulo 2 trata sobre los métodos numéricos basicos para resolver sistemas
de ecuaciones lineales, distinguiendo entre métodos directos y métodos iterativos. El capitulo 3 describe los
métodos iterativos mas conocidos para resolver ecuaciones no lineales, asi como la resolucién de sistemas no
lineales mediante el método de Newton. En el capitulo 4 se estudia la interpolacién polindémica de Lagrange,
la interpolacién mediante funciones splines y la aproximacion de minimos cuadrados. El capitulo 5 analiza la
derivacién y la integracién numéricas a partir del polinomio de interpolacién, describiendo diversas férmulas,
tanto para las derivadas como para las integrales.

La segunda parte del texto estd dedicada a las ecuaciones diferenciales ordinarias. El capitulo 6 abarca los
problemas de valor inicial, examinado los métodos de un paso y los métodos multipaso, tanto explicitos como
implicitos, incluyendo métodos predictor-corrector, y terminando con la extensién a ecuaciones diferenciales
de orden superior y sistemas de ecuaciones diferenciales. El capitulo 7 describe métodos numéricos para
resolver problemas de valores en la frontera en dos puntos, discutiendo los métodos de disparo y los de
diferencias finitas, distinguiendo los casos lineal y no lineal.

La tercera parte del texto, que comprende el capitulo 8, repasa los métodos numéricos para resolver
ecuaciones diferenciales en derivadas parciales, describiendo métodos numéricos basados en la aproximacién
por diferencias finitas que son de dos tipos: explicitos e implicitos. También se hace una pequena introduccién
al método de los elementos finitos.

Ademis de cubrir los temas estandares desarrollados en los capitulos 1-8, se han afiadido dos complementos
que los completan. El primero se dedica a la aproximacién de valores y vectores propios mediante el método de
la potencia. En el segundo se introducen las ecuaciones diferenciales en derivadas parciales, que habitualmente
no se encuentra en textos de métodos numéricos, pero que aqui nos ha parecido interesante recordar debido
a que a veces algunos estudiantes universitarios no las han visto con anterioridad.

Al final hemos adjuntado la bibliografia basica utilizada para elaborar este texto, junto con una bibliografia
complementaria con la que los estudiantes puedan trabajar a la hora de profundizar en los métodos numeéricos.
También pueden encontrar por su cuenta multiples referencias electrénicas en Internet. Una buena forma de
comenzar es visitando las paginas de Wikipedia: http://es.wikipedia.org/wiki/Analisis_numerico| (en
espafiol) y http://en.wikipedia.org/wiki/Numerical_analysis| (en inglés).

Finalmente, quiero dar las gracias de forma especial a Mario Escario Gil, que durante los dos anos que
estuvo impartiendo docencia en la Universidad de La Rioja dié clases de métodos numéricos y elaboré la
seccion dedicada a la introduccién del método de los elementos finitos. Para terminar quiero dejar constancia
de mi agradecimiento al profesor Miguel Angel Herndndez Verén por inculcarme su interés por los métodos
numéricos y mostrarse siempre dispuesto para la reflexién y el buen entendimiento de los mismos.

Logronio, enero de 2012 J.AE. F


http://es.wikipedia.org/wiki/Analisis_numerico
http://en.wikipedia.org/wiki/Numerical_analysis
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Capitulo 1

Preliminares matematicos y
computacionales

1.1. Introduccion

En este texto se estudian problemas que se pueden resolver mediante métodos de aproximacién, técni-
cas que se conocen genéricamente como métodos numéricos. Empezamos considerando algunos aspectos
matematicos y computacionales que aparecen cuando se aproxima la soluciéon de un problema.

Dos son los objetivos de este capitulo. El primero es revisar algunos conceptos y términos fundamentales
del calculo y del algebra matricial, que son ttiles en la obtencién de los métodos numéricos en si mismos, y que
sirvan como recordatorio de los conceptos con los que se supone que los estudiantes estan familiarizados. Y el
segundo es presentar algunos conceptos preparatorios importantes para el estudio de los métodos numéricos.

Como todos los métodos numéricos tienen la importante caracteristica de que cometen errores, hay dos
cosas que se deben tener en cuenta fundamentalmente a la hora de aplicar un método numeérico para resolver
un problema. La primera, y mas obvia, es obtener la aproximacion. La segunda, pero igualmente importante,
es establecer la bondad de la aproximacién; es decir, disponer de alguna medida, o por lo menos de una cierta
idea, de su grado de exactitud. También es importante destacar una de las dificultades habituales que surgen
cuando se usan técnicas para aproximar la solucion de un problema: jdénde y por qué se producen errores
en las operaciones aritméticas y como se pueden controlar? Es fundamental entonces identificar, cuantificar
y minimizar dichos errores. Otro de los aspectos a tener en cuenta a la hora de aplicar un método numérico
para resolver un problema es el coste operacional de los procesos numéricos.

Para las demostraciones y un mayor detalle pueden consultarse [7], [18] y [23].

1.2. Un recordatorio de calculo

Comenzamos el capitulo con un repaso de algunos aspectos importantes del calculo que son necesarios a
lo largo del texto. Suponemos que los estudiantes que lean este texto conocen la terminologia, la notacién y
los resultados que se dan en un curso tipico de calculo.

1.2.1. Limites y continuidad

El limite de una funcién en un punto dado dice, en esencia, a qué se aproximan los valores de la funcién
cuando los puntos de su dominio se acercan a dicho punto dado, pero éste es un concepto dificil de establecer
con precision. La nocién de limite es esencial para el calculo infinitesimal.

e Decimos que una funcién f(x) definida en un conjunto S de ndmeros reales tiene limite L en el punto
T = Ig, lo que denotamos por
lim f(z) =L,

r—TQ
si dado cualquier nimero real £ > 0, existe un ntmero real 6 > 0 tal que |f(z) — L| < ¢ siempre que
0 < |z —x0| < 4. (Esta definicién asegura que los valores de la funcién estardn cerca de L siempre que x esté
suficientemente cerca de ).
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e Se dice que una funcién es continua en un punto de su dominio cuando el limite en dicho punto coincide
con el valor de la funcién en él. Es decir, una funcién f(x) es continua en el punto z = x¢ si

lim f(z) = f(=zo),
T—xQ
y se dice que f es continua en el conjunto S si es continua en cada uno de los puntos de S. Denotaremos

el conjunto de todas las funciones f que son continuas en S por C(S). Cuando S sea un intervalo de la recta
real, digamos [a, b], entonces usaremos la notacién Cla, b].

e Fl limite de una sucesién de niimeros reales o complejos se define de manera parecida. Decimos que una
sucesién {z,}52 ,; converge a un nimero z, lo que se escribe

lim z, =2 (o bien, =z, —x cuando n — ),

n—oo
si, dado cualquier € > 0, existe un nimero natural N(e) tal que |z, — x| < € para cada n > N(e). Cuando
una sucesion tiene limite, se dice que es una sucesiéon convergente.

e Continuidad y convergencia de sucesiones. Si f(z) es una funcién definida en un conjunto S de
numeros reales y g € S, entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a. f(x) es continua en x = xq,

b. Si {z,}52, es cualquier sucesién en S que converge a xg, entonces lim f(x,) = f(xq).

n—oo

e Teorema del valor intermedio o de Bolzano. Si f € C|a

,b] y £ es un niimero cualquiera entre f(a) y
f(b), entonces existe al menos un nimero c¢ en (a,b) tal que f(c) =

£. Véase la figura

a c b

Figura 1.1: Teorema del valor intermedio o de Bolzano.

e Todas las funciones con las que vamos a trabajar en la discusién de los métodos numéricos seran continuas,
ya que esto es lo minimo que debemos exigir para asegurar que la conducta de un método se puede predecir.

1.2.2. Derivabilidad

e Si f(x) es una funcién definida en un intervalo abierto que contiene un punto xg, entonces se dice que f(z)
es derivable en x = g cuando existe el limite

o) — tim £ =)

T—T0 xr — Xo
El niimero f’(x() se llama derivada de f en z( y coincide con la pendiente de la recta tangente a la gréfica
de f en el punto (zg, f(xo)), tal y como se muestra en la figura [1.2]

Una funcién derivable en cada punto de un conjunto S se dice que es derivable en S. La derivabilidad
es una condicién més fuerte que la continuidad en el siguiente sentido.
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Y

recta tangente de pendiente f'(zo)

Zo

Figura 1.2: Derivada de una funcién en un punto.

e Derivabilidad implica continuidad. Si la funcién f(z) es derivable en 2 = x, entonces f(x) es continua
en xr = xop.

e El conjunto de todas las funciones que admiten n derivadas continuas en S se denota por C™(S), mientras
que el conjunto de todas las funciones indefinidamente derivables en S se denota por C*°(S). Las funciones
polinémicas, racionales, trigonométricas, exponenciales y logaritmicas estan en C°°(S), siendo S el conjunto
de puntos en los que estan definidas.

e Teorema del valor medio o de Lagrange. Si f € C[a,b] y es derivable en (a,b), entonces existe un
punto ¢ en (a,b) tal que
b—a

Geométricamente hablando, véase la figura[I.3] el teorema del valor medio dice que hay al menos un ntimero
¢ € (a,b) tal que la pendiente de la recta tangente a la curva y = f(z) en el punto (¢, f(c)) es igual a la
pendiente de la recta secante que pasa por los puntos (a, f(a)) y (b, f(b)).

recta tangente de pendiente f’(c)

T

Figura 1.3: Teorema del valor medio o de Lagrange.

e Teorema de los valores extremos. [Este resultado se usa frecuentemente para establecer cotas del error
cometido]. Si f € Cla,b|, entonces existen ¢; y co en (a,b) tales que f(c1) < f(z) < f(c2) para todo x en
[a,b]. Si ademés, f es derivable en (a,b), entonces los puntos ¢1 y ¢ estdn en los extremos de [a, b] o bien son
puntos criticos, es decir, puntos en los que f’ se anula.
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1.2.3. Integracion

e Primer teorema fundamental o regla de Barrow. Si f € Cla,b] y F es una primitiva cualquiera de
f en [a,b] (es decir, F'(z) = f(x)), entonces

b
/ F@)dz = F(b) — F(a).

e Segundo teorema fundamental. Si f € C[a,b] y x € (a,b), entonces

= Cpydt = ().

e Teorema del valor medio para integrales. Si f € C[a,b], g es integrable en [a,b] y g(z) no cambia de
signo en [a, b], entonces existe un punto ¢ en (a,b) tal que

/a ' fe)ae) da = £(0 / @) e

Cuando g(z) = 1, véase la figura este resultado es el habitual teorema del valor medio para integrales y
proporciona el valor medio de la funcién f en el intervalo [a, b], que estd dado por

f0) = 5= [ fa)ds,

Y y = f()

LN

: x
a c b

Figura 1.4: Teorema del valor medio para integrales.

1.2.4. Polinomios de Taylor

Terminamos este repaso al calculo con los polinomios de Taylor. Siempre nos quedaremos cortos al hacer
hincapié sobre la importancia de los polinomios de Taylor en el analisis numérico; en particular, el siguiente
resultado se usa una y otra vez.

e Teorema de Taylor. Supongamos que f € C™[a,b] y que f("+1) existe en [a,d]. Sea 29 un punto en [a, b].
Entonces, para cada x en [a, b], existe un punto £(x) entre zg y = tal que

f(x) = Pa(z) + Ry (2),

donde - "
P,(z) = f(z0) + f'(w0)h + %;ﬁ I fT(!T/O)hn _ Z fT(!IO)hk7
k=0

_SE)

Bnl2) = =23

vy h=x—xg.
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El polinomio P, (z) se llama n-ésimo polinomio de Taylor de f alrededor de zy (véase la figura|1.5)) y
R, (z) se llama error de truncamiento (o resto de Taylor) asociado a P,(x). Como el punto &(x) en el
error de truncamiento R, (z) depende del punto x en el que se evaliia el polinomio P,(z), podemos verlo
como una funcién de la variable x. Sin embargo, no debemos confiar en que seremos capaces de determinar
explicitamente la funcién £(z); el Teorema de Taylor simplemente asegura que dicha funcién existe y que
sus valores estan entre x y xg. De hecho, uno de los problemas habituales de los métodos numéricos es la
determinacién de una cota realista del valor f("+1)(£(z)) para los puntos 2 de un cierto intervalo dado.

Figura 1.5: Gréficas de y = f(x) (linea continua) y de su polinomio de Taylor y = Pa(x) alrededor de xg
(linea discontinua).

e La serie infinita que resulta al tomar limite en la expresién de P, (x) cuado n — oo se llama serie de Taylor
de f alrededor de xy. Cuando xy = 0, el polinomio de Taylor se suele denominar polinomio de Maclaurin,
y la serie de Taylor se llama serie de Maclaurin.

e La denominacién error de truncamiento en el teorema de Taylor se refiere al error que se comete al usar
una suma truncada (es decir, finita) al aproximar la suma de una serie infinita.

e Teorema de Taylor en dos variables. Si f(z,y) y todas sus derivadas parciales de orden menor o igual
que n+ 1 son continuas en D = {(z,y)| a < < b, ¢ <y < d} y los puntos (z,y) y (x+h,y+ k) estdn ambos
en D, entonces, para cada x en [a, b], existe un punto £(x) entre x y x + h, y, para cada y en [c, d], existe un
punto v(x) entre y e y + k, tales que

f(xay) = Pn(xuy) + Rn(xay)v

donde
5‘
Pales) = S+ (h5E )+ k5 )
f 92 f k% 0% f 1L (n\,, .; O°f
(a< Wbty + 5 y>)+---+m§(j)h e e}
+

~—

n n—+1
Riey) = ooy Z( “)h”“ o L) i),

= $n+1 J 6y.7

1.3. Un recordatorio de algebra matricial

Las matrices se utilizan ampliamente en computacién debido a su facilidad y ligereza a la hora de mani-
pular informacién, asi que son muy utilizadas en célculo numérico con ordenador.
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1.3.1. Matrices

e Una matriz es un conjunto bidimensional de escalares, llamados elementos, ordenados en filas y columnas
en forma de tabla rectangular. Indicamos el tamafio (o dimensién) de la matriz con el nimero de filas y
columnas que contiene. Una matriz de m filas y n columnas, o matriz (de orden) m x n, es un conjunto de

m - n elementos a;;, con i =1,2,...,my j=1,2,...,n, que se representa de la siguiente forma:
ail ai12 N QA1n
a21 a2 e aon
A =
Aml  Am2 e Gmn
Podemos abreviar la representacién de la matriz anterior de la forma A = (a;;) con ¢ = 1,2,...,m y
i=12 ..., n.

e Hay una relacion directa entre matrices y vectores puesto que podemos pensar una matriz como una
composicion de vectores filas o de vectores columnas. Ademés, un vector es un caso especial de matriz: un
vector fila es una matriz con una sola fila y varias columnas, y un vector columna es una matriz con
varias filas y una sola columna. En el caso m = n = 1, la matriz designa simplemente un escalar.

1.3.2. Operaciones con matrices
e Si A = (ai;) y B = (bi;) son dos matrices que tienen el mismo orden, m x n, decimos que A y B son iguales

sia;j =0b;; paratodoi=1,2,... myj=1,2,...,n

e Si A = (a;;) y B = (b;;) son dos matrices que tienen el mismo orden m X n, la suma de A y B es una
matriz C' = (¢;;) del mismo orden m x n con ¢;; = a;; + b;; paratodoi=1,2,....my j=12,...,n.

e Si A = (a;;) es una matriz de orden m x n, la multiplicacién de A por un escalar )\, es una matriz
C = (c¢;5) del mismo orden m x n con ¢;; = A a;; paratodo i =1,2,...,myj=12,...,n.

e Si A = (a;;) es una matriz de orden m X n, la matriz traspuesta de A es la matriz que resulta de
intercambiar sus filas por sus columnas, se denota por AT y es de orden n x m.

e Si A = (a;j) es una matriz de orden m x p y B = (b;;) es una matriz de orden p X n, el producto de A por
B es una matriz C' = (¢;;) de orden m x n con ¢;; = > p_; kb paratodoi=1,2,...,myj=12,...,n
Obsérvese que el producto de dos matrices solo esta definido si el nimero de columnas de la primera matriz
coincide con el niimero de filas de la segunda.

1.3.3. Matrices especiales

e Decimos que una matriz A = (a,;) es cuadrada si tiene el mismo nimero de filas que de columnas, y de
orden n si tiene n filas y n columnas. Se llama diagonal principal al conjunto de elementos a1, a9z, - .., Gnn-

e Llamamos matriz diagonal a una matriz cuadrada que tiene algiin elemento distinto de cero en la diagonal
principal y ceros en el resto de elementos.

e Una matriz cuadrada con ceros en todos los elementos por encima (debajo) de la diagonal principal se llama
matriz triangular inferior (superior).

e Una matriz diagonal con todo unos en la diagonal principal se denomina matriz identidad y se denota por
I. Es por definicién la tnica matriz cuadrada tal que Al = IA = A para cualquier matriz cuadrada A.

e Una matriz simétrica es una matriz cuadrada A tal que A = AT

e La matriz cero es una matriz con todos sus elementos iguales a cero.
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1.3.4. Inversa de una matriz

e Decimos que una matriz cuadrada A es invertible (o regular o no singular) si existe una matriz cuadrada B
tal que AB = BA = I. Se dice entonces que B es la matriz inversa de A y se denota por A~!. (Una matriz
que no es invertible se dice singular.)

. . . . . . s _1\ 1
e Si una matriz A es invertible, su inversa también lo es y (A 1) = A.

e Si Ay B son dos matrices invertibles, su producto también lo es y (AB)™! = B~1A~1L

1.3.5. Determinante de una matriz

e Kl determinante de una matriz solo estd definido para matrices cuadradas y su valor es un escalar. El
determinante de una matriz A cuadrada de orden n se denota por |A| o det(A) y se define como

det(A) = (=1)*ayj, az), -+ an,.,

J

donde la suma se toma para todas las n! permutaciones de grado n y k es el nimero de intercambios necesarios
para poner el segundo subindice en el orden 1,2,..., n.

e Algunas propiedades de los determinantes son:
a. det(A) = det(AT).
b. det(AB) = det(A) det(B).

C. det(A_l) = #{A)'

(ol

. Si dos filas o dos columnas de una matriz coinciden, el determinante de esta matriz es cero.
e. Cuando se intercambian dos filas o dos columnas de una matriz, su determinante cambia de signo.
f. El determinante de una matriz diagonal es el producto de los elementos de la diagonal.

e Si denotamos por A;; la matriz de orden (n — 1) que se obtiene de eliminar la fila ¢ y la columna j de la
matriz A, llamamos menor complementario asociado al elemento a;; de la matriz A al det(4;;).

e Se llama k-ésimo menor principal de la matriz A al determinante de la submatriz principal de orden k.
e Definimos el cofactor del elemento a;; de la matriz A por A;; = (—1)"* det(4;;).

e Si A es una matriz invertible de orden n, entonces A~! = #(A) C, donde C es la matriz de elementos

Ayj;, para todo 4,5 = 1,2,...,n. Obsérvese entonces que una matriz cuadrada es invertible si y solo si su
determinante es distinto de cero.

1.3.6. Valores propios y vectores propios

e Si A es una matriz cuadrada de orden n, un niimero A es un valor propio de A si existe un vector no nulo
v tal que Av = Av. Al vector v se le llama vector propio asociado al valor propio A.

e El valor propio A es solucién de la ecuacién caracteristica det(A — AI) = 0, donde det(A — AI) se llama
polinomio caracteristico. Este polinomio es de grado n en A y tiene n valores propios (no necesariamente
distintos).
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1.3.7. Normas vectoriales y normas matriciales

e Para medir la «longitud» de los vectores y el «tamano» de las matrices se suele utilizar el concepto de
norma, que es una funcién que toma valores reales. Un ejemplo simple en el espacio euclidiano tridimensinal es
un vector v = (v1, vg,v3), donde vy, vo y v3 son las distancias a lo largo de los ejes z, y y z, respectivamente.
La longitud del vector v (es decir, la distancia del punto (0,0,0) al punto (v1,vs,vs)) se calcula como
[vlle = \/v? + v3 + v3, donde la notacién ||v|. indica que esta longitud se refiere a la norma euclidiana del
vector v. De forma similar, para un vector v de dimensién n, v = (v1,vs,...,v,), la norma euclidiana se
calcula como ||v||e = /v +v2 + -+ + v2. Este concepto puede extenderse a una matriz m x n, A = (a;;),

de la siguiente manera [|All. = /32", >°7_; af;, que recibe el nombre de norma de Frobenius.

e Hay otras alternativas a las normas euclidiana y de Frobenius. Dos normas usuales son la norma 1 y la
norma infinito:

a. La norma 1 de un vector v = (vy,v2,...,v,) se define como |[v||; = >°", |v;|. De forma similar, la
norma 1 de una matriz m x n, A = (a;;), se define como ||Al|1 = maxi<j<n > iy |aijl.

b. La norma infinito de un vector v = (v1,vg, ..., v,) se define como ||v||cc = max;<1<p |v;]. Similarmente,
la norma infinito de una matriz m x n, A = (a;;), se define como [|Al|cc = maxi<i<m 2?21 lag;]-

e Recordemos, por la teoria del algebra lineal, que todas las normas son equivalentes en un espacio vectorial
de dimensién finita. Por ejemplo, si dos vectores estan préximos segin la norma || - ||1, también lo estan segin
la norma || - ||, y reciprocamente.

e Aunque puede haber ciertas ventajas teéricas para la utilizacién de algunas normas, la eleccién de una norma
suele estar influenciada por las consideraciones practicas. Por ejemplo, la norma infinita es muy utilizada por
la facilidad con que se calcula y por el hecho de que habitualmente proporciona una medida adecuada del
tamano de una matriz.

1.4. Algunas ideas basicas sobre el calculo con ordenador

La utilizaciéon de ordenadores ha cambiado la forma de resolver problemas numéricamente. A la hora de
hacer calculos con lapiz y papel solemos utilizar aritmética racional, mientras que si esos mismos célculos
los hacemos con el ordenador, en la mayoria de los casos, podemos utilizar aritmética finita y guardar los
valores obtenidos en la memoria del ordenador, lo que habitualmente conlleva una pérdida de exactitud. Por
lo tanto, al realizar cdlculos con el ordenador se cometen errores y el andlisis de estos errores es importante.

En esta seccién se describen aspectos béasicos relacionados con la identificacién, cuantificacién y minimi-
zacion de errores. Destacaremos que dos son los errores numéricos mas comunes: los errores de redondeo y los
errores de trucamiento. Los primeros son como consecuencia de que los ordenadores solo pueden representar
cantidades con un numero finito de digitos. Los segundos vienen como consecuencia de la diferencia entre
una formulacién matematica y su aproximacion obtenida mediante un método numérico.

Como es normal que los errores se propaguen a lo largo de una sucesién de operaciones, habra que prestar
especial atencién al fenémeno de la propagacion de los errores, destacando los métodos que proporcionen
resultados fiables. Ademés, como bastantes métodos numéricos estan definidos mediante técnicas iterativas
que involucran sucesiones numéricas, daremos una definicién para describir la rapidez de su convergencia,
estando en general interesados en que ésta sea lo més rapida posible. Terminaremos hablando del coste
computacional de los métodos numéricos.

1.4.1. Fuentes de error

Comenzamos repasando algunos conceptos basicos referentes a la representacién aproximada de los ntime-
ros. A la hora de realizar un célculo es importante asegurarse de que los niimeros que intervienen en el calculo
se pueden utilizar con confianza. Para ello, se introduce el concepto de cifras significativas, que designan
formalmente la confianza de un valor numérico, y que son aquellas que pueden utilizarse con confianza.

Otros conceptos a los que también hay que prestar cierta atencién son la exactitud y la precision. La
exactitud mide la cercania entre los valores calculados y los valores exactos, mientras que la precision se
refiere a la cercania entre distintos valores calculados.
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Definiciones de error

e A la hora de representar cantidades y célculos matematicos exactos mediante aproximaciones aparecen
errores numéricos, que incluyen los errores de redondeo que se producen cuando se representan nimeros
exactos mediante niimeros con limite de cifras significativas, y los errores de truncamiento, que se produden
al emplear aproximaciones como procedimientos matemaéticos exactos. En ambos casos el error numérico
viene dado por la diferencia entre el valor exacto y su valor aproximado, lo que se denomina error absoluto.
Esto es, si & es el valor aproximado y z el valor exacto (habitualmente desconocido), el error cometido a la
hora de utilizar el valor aproximado es: Error absoluto (x) = x — . En la mayoria de las aplicaciones el signo
del error absoluto es de poca importancia, asi que habitualmente se considera el error absoluto sin signo:
Error absoluto () = |z — &|.

Sin embargo, para problemas en los que la magnitud del valor real puede ser particularmente muy grande
(o muy pequena), el error relativo puede ser més importante que el error absoluto (Error relativo (z) =
|z — Z|/|]z|). Cuando queremos calcular el error relativo, a menudo se utiliza el valor aproximado Z en el
denominador en vez del valor exacto desconocido z.

En la practica es imposible conocer exactamente el valor del error correspondiente a una aproximacién,
de manera que deberemos contentarnos con acotarlo o estimarlo (sin conocerlo). Muchos métodos numéricos
proporcionan una estimacion del error, ademas de la aproximacién, esperando que dicha estimacién coincida
aproximadamente con el error.

e En general, es obvio que los programas de ordenador solo pueden guardar un numero finito de cifras
significativas, de manera que cantidades especificas como 2/3, v/3, e o 7™ no se pueden representar con
exactitud con un ordenador, puesto que tienen infinitos decimales. Existen dos posibilidades. La méas simple
es truncar el nimero, descartando todas las cifras que estén detras de las que que el ordenador puede guardar.
La otra es redondear el ntimero, el resultado depende entonces del valor de la primera cifra a descartar. Si
el ordenador permite hasta n cifras, el redondeo produce el mismo resultado que el truncamiento si la cifra
(n+1)-ésima es 0, 1, 2, 3 o 4, mientras que si la cifra (n+ 1)-ésima es 5, 6, 7, 8 0 9, entonces la cifra n-ésima
se incremente en 1. Cuando se omiten cifras significativas hablaremos de error de redondeo.

Los errores que se cometen con el redondeo tienen menor probabilidad de acumularse durante la repeticién
de calculos, puesto que el valor exacto es més grande que el valor redondeado aproximadamente la mitad de
las veces y mas pequeno aproximadamente la otra mitad. Ademas, el error absoluto méas grande que puede
ocurrir es unas dos veces mas grande tanto a la hora de truncar como a la hora de redondear. Por otra parte,
truncar no requiere decidir si hay que cambiar la tltima cifra guardada.

Los errores de redondeo se producen frecuentemente cuando los ntimeros que estan implicados en los
célculos difieren significativamente en su magnitud y cuando se restan dos niimeros que son casi idénticos.

e Los errores de truncamiento se producen cuando utilizamos una aproximacion en lugar de un procedi-
miento matemaético exacto. Para conocer las caracteristicas de estos errores se suelen considerar los polinomios
de Taylor, que se utilizan ampliamente en los métodos numéricos para expresar funciones de manera aproxi-
mada. Una gran cantidad de métodos numeéricos estan basados en la utilizacion de unos pocos términos de
los polinomios de Taylor para aproximar una funcion.

Cuando se aproxima un proceso continuo por uno discreto, para errores provocados por un tamaifio de
paso finito h, resulta a menudo ttil describir la dependencia del error de h cuando h tiende a cero.

Decimos que una funcién f(h) es una «O grande» de h™ si |f(h)| < ¢|h™| para alguna constante
¢, cuando h es préximo a cero; se escribe f(h) = O(h™).

Si un método tiene un término de error que es O(h"), se suele decir que es un método de orden n. Por
ejemplo, si utilizamos un polinomio de Taylor para aproximar la funcién g en = = a + h, tenemos

h2 h3
g(z) = gla+h) = g(a) + hg'(a) + gg”(a) + 59’”(5), para algin ¢ € [a,a+ h].

Suponiendo que g es suficientemente derivable, la aproximacién anterior es O(h?), puesto que el error,
Z—Tg’”@), satisface

h3
5

" M
7] < 3 0]
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donde M es el méximo de ¢"’(x) para x € [a,a + h].
El error de truncamiento depende del método numérico utilizado para resolver un problema, es indepen-
diente del error de redondeo y se produce incluso cuando las operaciones matemaéticas son exactas.

e La suma de los errores de redondeo y de truncamiento es lo que habitualmente llamamos error numérico
total (también llamado error verdadero), que esté incluido en la solucién numérica. En general, si se incre-
menta el niimero de cifras significativas en el ordenador, se minimizan los errores de redondeo, y los errores de
truncamiento disminuyen a medida que los errores de redondeo se incrementan. Por lo tanto, para disminuir
uno de los dos sumandos del error total debemos incrementar el otro. El reto consiste en identificar dénde
los errores de redondeo no muestren los beneficios de la reduccién del error de truncamiento y determinar
el tamano del incremento apropiado para un céalculo en particular. Estas situaciones son poco comunes en
casos reales porque habitualmente los ordenadores utilizan suficientes cifras significativas como para que los
errores de redondeo no predominen.

Como el error total no se puede calcular en la mayoria de los casos, se suelen utilizar otras medidas para
estimar la exactitud de un método numérico, que suelen depender del método especifico. En algunos métodos
el error numérico se puede acotar, mientras que en otros se determina una estimacién del orden de magnitud
del error.

e Terminamos recordando que cuando buscamos las soluciones numéricas de un problema real los resultados
que obtenemos generalmente no son exactos. Una fuente habitual de inexactitudes radica en la simplificacion
del modelo del problema original. También suelen aparecer errores a la hora de interpretar una coleccién de
datos. Ademaés, habra que estar atentos a los errores que no estén relacionados directamente con los métodos
numéricos aplicados, como por ejemplo, entre otros, equivocaciones, errores de formulacién o del modelo, e
incertidumbre en la obtenciéon de datos.

1.4.2. Representacion de los niimeros reales en el ordenador

La utilizacion de ordenadores hoy en dia juega un papel fundamental en el desarrollo de los métodos
numeéricos, ya que nos permiten resolver problemas que no serfamos capaces de hacerlo sin ellos. Sin embargo,
aunque los ordenadores estan programados para que se puedan utilizar con una gran exactitud, hay que tener
en cuenta algunas consecuencias de cémo realizan los cdlculos, como consecuencia de que pueden conducir a
efectos inesperados en los resultados.

Toda operacién que realiza un ordenador («operacién méquinay) estd sujeta a errores de redondeo, que
aparecen como consecuencia de que en un ordenador no se puede representar mas que un subconjunto finito
del conjunto de los niimeros reales.

Mientras que el conjunto de los ntimeros reales R es conocido, la manera en la que los ordenadores
los tratan es menos conocida. Por una parte, como los ordenadores tienen recursos limitados, sélo se puede
representar un subconjunto de R de dimensién finita. Denotamos, tal y como se hace en [23], este subconjunto
por F, que esté formado por nimeros que se llaman nimeros de punto flotante. Por otra parte, como veremos
posteriormente, [ esta caracterizado por propiedades diferentes de las de R. La razén es que cualquier niimero
real x es truncado en principio por el ordenador, dando origen a un nuevo ntimero, llamado numero de punto
flotante, que denotamos por fl(x) y que no coincide necesariamente con el niimero original z.

A finales de los anios 1950 se estandariz6 el uso de nimeros de punto flotante para los ordenadores, aunque
ciertas especificaciones todavia podian variar de un ordenador a otro, hasta que el Instituto de Ingenieros
Electrénicos y Eléctricos (IEEE, en sus siglas en inglés) desarrollf el estdndar IEEE en 1985, que fue aprobado
en 1989 por la Comisién Internacional Electrénica (IEC, en sus siglas en inglés) como estdndar internacional
TEC559. La idea béasica de la aritmética de punto flotante es esencialmente la misma que para la notacién
cientifica, excepto que para un ordenador la base es casi siempre 2 en vez de 10.

Representacion en punto flotante
Un ordenador almacena, en general, un nimero real z de la siguiente forma ([23]):
r= (=15 (0.a1az...a;)-B°=(=1)*-m-B°t a; #0, (1.1)

donde s es 0 0 1, 8 (un entero positivo mayor o igual que 2) es la base adoptada por el ordenador especifico
que estemos manejando, m es un entero llamado mantisa cuya longitud ¢ es el maximo nimero de cifras a;
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(con 0 < a; < f—1) que se almacenan, y e es un nimero entero llamado exponente. Los niimeros de la forma
se llaman nimeros de punto flotante, porque la posicién de su punto decimal no es fija. A las cifras
a1az ... ap (con p <t) se les suele llamar p primeras cifras significativas de x.

La condicién a; # 0 asegura que un nimero no puede tener multiples representaciones. Por ejemplo, sin
esta restricciéon el nimero 1/10 podria ser representado (en la base decimal) como 0.1 - 10°, pero también
como 0.01 - 10, etc.

Por tanto, el conjunto F estd totalmente caracterizado por la base 3, el nimero de cifras significativas ¢
y el rango (L,U) (con L < 0y U > 0) de variacién del indice e. Por esto se denota como F(3,¢, L, U).

El ntiimero 0 no pertenece a FF, pues en tal caso tendriamos a; = 0 en ; por tanto se maneja se-
paradamente. Ademés, como L y U son finitos, no se pueden representar nimeros cuyo valor absoluto sea
arbitrariamente grande o arbitrariamente pequeno. Siendo mas concretos, el niimero real positivo méas pe-
queno y el mas grande de F vienen dados respectivamente por

Tmin :ﬁL_l y Tmazx :ﬁU(l_ﬁ_t)-

Es inmediato verificar que si @ € F(8,t,L,U), entonces —x € F(8,t, L,U), de manera que ,;, < |z| <
Tmaz- POr lo tanto, solo podemos representar con el ordenador un nimero maximo en valor absoluto de
nimeros reales, de manera que cuando intentamos utilizar un ntimero de valor absoluto mayor que el maximo
representable, se produce un error llamado overflow (desbordameniento por exceso). También puede ocurrir
lo contrario, cuando utilizamos un nimero no nulo pero menor en valor absoluto, produciéndose entonces un
error llamado underflow (desbordameniento por defecto).

NoTA. ([23]) Si bien es cierto que los errores de redondeo son normalmente pequefios, cuando se repiten
dentro de largos y complejos algoritmos, pueden dar origen a efectos catastréficos. Dos casos destacados
conciernen a la explosién del cohete Arianne el 4 de junio de 1996, generada por un overflow en el ordenador
de a bordo, y al fracaso de la misién de un misil americano patriot durante la guerra del Golfo en 1991, a
causa de un error de redondeo en el calculo de su trayectoria.

Epsilon de la maquina

Ademaés de la importancia de la representacién de los niimeros reales en el ordenador, también es impor-
tante la exactitud con que se realizan los célculos con los nimeros reales. Para esto habra que tener en cuenta
el mayor valor positivo €)s tal que 1+ = 1, para todo = € (0,€ps), que proporciona la distancia entre 1
y el nimero en punto flotante mayor que 1 mas cercano a éste que se puede representar con el ordenador.
Este ntimero €); se llama épsilon de la mdquina y caracteriza la precision de la aritmética en punto flotante,
dependiendo del ordenador y del tipo de variable. Para el estandar IEC559, €y = $'~%. En general, el valor
ey depende del tipo de redondeo que utilice el sistema.

Por otra parte, notemos que el error de redondeo que se genera inevitablemente siempre que un nimero
real z # 0 se reemplaza por su represetante fI(z) en I, es afortunadamente pequeno, puesto que
x— fl(z) 1

I S R 1.2
T *QEM ( )

Senalamos que en (1.2)) estimamos el error relativo sobre z, que es indudablemente més significativo que el
error absoluto |z — fl(x)|. En realidad, este tltimo no tiene en cuenta el orden de magnitud de z mientras
que el primero si.

Sobre las operaciones en punto flotante

Puesto que F es un subconjunto de R, las operaciones algebraicas elementales sobre niimeros de punto flo-
tante no gozan de todas las propiedades de las operaciones andlogas en R. Concretamente, la conmutatividad
para la suma se verifica (esto es fl(x +y) = fl(y + z)), as{ como para la multiplicacién (fi(zxy) = fi(yz)),
pero se violan otras propiedades como la asociativa y la distributiva. Ademaés, el 0 ya no es Gnico. Véase [22]
para mayor detalle.

El estandar IEC559 tiene en cuenta dos circunstancias excepcionales: el resultado de dividir un ntmero
finito por cero, que se denota por Inf, y el resultado de una operacién indeterminada, como por ejemplo 0/0
0 00/00, que produce lo que se llama un «no-ntimero», denotado por NaN (del inglés Not a Number), al que
no se aplican las reglas normales de cdlculo (la presencia de un NaN en una sucesién de operaciones implica
que automaticamente el resultado es un NaN). El tratamiento de ambos depende del entorno computacional,
debiéndose evitar siempre que se pueda.
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Almacenamiento de un nimero en la memoria del ordendor

Los ordenadores guardan y procesan los nimeros en forma binaria (base 2). Cada digito binario (0 o 1)
se llama bit (por digito binario). La memoria de los ordenadores estd organizada en bytes, siendo un byte
ocho bits. Segtn el estandar TEC559, los ordenadores guardan los niimeros y realizan los calculos en precision
simple o en doble precision. Esto es que los nimeros se guardan en cadenas de 32 bits en precision simple
y de 64 bits en doble precisién. En ambos casos el primer bit es para el signo del nimero, los siguientes 8
bits en precisién simple (11 bits en doble precisién) son para guardar el exponente y los siguientes 23 bits en
precision simple (52 bits en doble precisién) son para guardar la mantisa.

La precision se refiere aqui al nimero de cifras significativas de un nimero real que se puede guardar
en un ordenador. Por ejemplo, el nimero 1/9 = 0.1111... solo se puede representar en un ordenador de
forma truncada o redondeada con un nimero finito de digitos binarios, ya que la cantidad de memoria donde
se guardan estos bits es finita. Cuantas més cifras a la derecha del punto decimal se puedan guardar, mas
precisa es la representacién del niimero en el ordenador. Notemos que la precisién en un niimero real en doble
precision no se dobla si comparamos con el ntimero en precision simple, sino que se refiere a que la doble
precision utiliza el doble de digitos binarios para representar el nimero real que la precisién simple.

La doble precisién tiene la ventaja de poder representar mas niimeros de manera mas exacta, mientras
que la precisién simple tiene la ventaja de que requiere menos espacio, lo que puede ser importante cuando
se guardan grandes cantidades de datos. En la préctica, como las velocidades de los ordenadores de hoy en
dia son mas o menos las mismas para los dos formatos, se suele utilizar mas la doble precisién.

En el estandar IEC559 para la aritmética binaria de punto flotante tenemos F = F(2, 24, —125, 128) para
la precisién simple y F = F(2,53,—1024,1024) para la doble precisién. Notemos que, en doble precisién, 53
cifras significativas en base 2 corresponden a 15 cifras significativas en base 10.

A modo de resumen, podemos decir que la precisién del ordenador es la que dicta la exactitud de los
resultados.

1.4.3. Estabilidad y convergencia

En realidad podemos decir que el error es inevitable en el cilculo numérico. Como acabamos de ver, el
simple hecho de utilizar un ordenador para representar los ntimeros reales introduce errores. Por tanto, en
parte, lo importante no es esforzarse por eliminar los errores, sino méas bien ser capaces de controlar sus
efectos.

Las pérdidas de exactitud debidas a los errores de redondeo se pueden evitar a menudo eligiendo con
cuidado el orden en el que se realizan las operaciones o reformulando el problema.

A lo largo de este texto consideraremos varios problemas de aproximacion y se necesitard, en cada caso,
desarrollar métodos de aproximacién que produzcan resultados precisos para una amplia variedad de proble-
mas. Como los métodos de aproximacién no se construyen de la misma forma, hace falta disponer de una serie
de condiciones que nos permitan categorizar su precisién (aunque puede ser que no todas estas condiciones
sean aplicables en cada problema particular).

Una condicién que hay que imponer siempre que sea posible es la de estabilidad. Se dice que un método es
estable si pequetias variaciones en los datos iniciales producen pequenas variaciones en los resultados finales
correspondientes. Cuando pequenas variaciones en los datos iniciales producen variaciones grandes en los
resultados finales el método es inestable. Algunos métodos son estables sélo para algunos datos iniciales, se
dice entonces que estos métodos son condicionalmente inestables. Es importante caracterizar las propiedades
de estabilidad siempre que se pueda.

La forma en que los errores de redondeo crecen conforme se va aplicando un método es uno de los aspectos
mas importantes en relaciéon con la estabilidad. Un método es estable si presenta crecimiento lineal del error
(esto es, si existe una constante C' independiente de n tal que E,, &~ CnEy, donde Ey > 0 denota un error
inicial y E,, representa la magnitud del error después de n operaciones posteriores), mientras que es inestable
si el crecimiento del error es exponencial (es decir, si existe una constante C' > 1 independiente de n tal que
E, ~ C"Ey).

Por otra parte, como a menudo se utilizan técnicas que construyen una sucesién de aproximaciones, lo
que generalmente interesa es disponer de técnicas cuyas sucesiones converjan lo més rapidamente posible.
Mediante la siguiente definicion podremos comparar las velocidades de convergencia de los distintos métodos.

Supongamos que {a, }°2 ; es una sucesién que converge a un nimero « cuando n — oo. Si existen
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dos constantes positivas p y K tales que
o — ay| < K/nP, para n suficientemente grande,

entonces se dice que {a,} converge a a con orden, o velocidad, de convergencia O(1/n?).

Lo anterior se indica escribiendo o, = a4+ O(1/n?) y diciendo que «a, — « con orden de convergencia
1/nP». En general lo que interesa es buscar el mayor valor de p para el cual a,, = a + O(1/nP).

1.4.4. Coste computacional y eficiencia

Normalmente resolvemos un problema en el ordenador mediante un algoritmo, que es una directiva precisa
en forma de texto finito, que especifica la ejecucién de una serie finita de operaciones elementales. Estamos
interesados en aquellos algoritmos que involucran sélo un ntimero finito de etapas.

El coste computacional de un algoritmo es el nimero de operaciones de punto flotante que requiere su
ejecucién. A menudo la velocidad de un ordenador se mide por el méximo nimero de operaciones en punto
flotante que puede efectuar en un segundo (flops, del inglés floating operation).

En general, véase [23], el conocimiento exacto del niimero de operaciones requerido por un algoritmo dado
no es esencial. En cambio es 1til determinar su orden de magnitud como funcién de un parametro § que esta
relacionado con la dimension del problema. Por tanto, decimos que un algoritmo tiene complejidad constante si
requiere un nimero de operaciones independiente de §, es decir O(1) operaciones, complejidad lineal si requiere
O(0) operaciones, o, con mayor generalidad, complejidad polindmica si requiere O(d™) operaciones, para un
entero positvo n. Otros algoritmos pueden tener complejidad exponencial, O(k?) operaciones (k constante),
o incluso complejidad factorial, O(d!) operaciones. Aqui el stimbolo O(™) significa que «se comporta, para §
grande, como una constante multiplicada por §™».

Como habitualmente un problema se puede resolver mediante diversos algoritmos, habra que decidirse por
uno. Un criterio util podria ser el de elegir aquél que proporcione menores errores, pero hay uno mejor (véase
[27]), aquél que necesite menor trabajo proporcionando errores dentro de unos limites predeterminados. Esto
es lo que se conoce como eficiencia de un algoritmo, y depende tanto del tamafio de los errores como del
coste computacional del algoritmo.

Terminamos diciendo que otro factor significativo a la hora de analizar los algoritmos suele ser el tiem-
po necesario para acceder a la memoria del ordenador, que depende de la forma en que el algoritmo esté
codificado.

1.5. Sugerencias para seguir leyendo

Para un estudio detallado de la implementacién de la aritmética en punto flotante y la adopcién del
estandar TEEE, véase Higham (2002). Una buena introduccién sobre la representacién de los ntimeros se
encuentra en Wilkinson (1994). La mayoria de los textos de calculo numérico tienen algin tipo de introduccién
al estudio de errores. Para un punto de vista similar al de este capitulo, véanse: [I], 23], Atkinson (1989) o
Stoer y Bulirsch (2002). A modo de complemento, también se puede consultar [22], donde se tratan los
fundamentos del calculo cientifico de manera extensa.

1.6. Ejercicios

1. Utilicese el polinomio de Taylor de grado 7 de la funcién f(xz) = e* alrededor de 0 para aproximar
los valores de e=3 y 1/e3. ;Cual de los dos valores obtenidos da mayor precisién del valor real e=3 =
4.979-1072 con 4 cifras significativas? ;Por qué?

2. Utilicese el polinomio de Taylor de la funcién f(z) = senz alrededor de 0 para aproximar sen(2.3) con
una exactitud de 1073,

3. Determinese la precision de la aproximacion de fll e’ dr = 1.462651745907 cuando se reemplaza la
funcién e por su polinomio de Taylor de grado 8 alrededor de 0.

4. Calctlense los errores absoluto y relativo que se cometen cuando el ntimero .zyz x 107 se escribe
erréneamente como x.yz x 107.
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10.

11.
12.

13.

14.

15.

16.
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(Cuantos nimeros de punto flotante hay entre sucesivas potencias de 27

Determinese el ntimero en punto flotante f1(4/5) y calctilense los errores de redondeo absoluto y relativo
que se cometen al representar 4/5 por fl(4/5).

Determinese el niimero de punto flotante fI(1/5) utilizando redondeo a 10 cifras significativas.

Dados los siguientes valores de x y &

&

a)z=vV5y2=22 b z=1/9yi=0111, ¢)z= yZ=0.022, d)xz=10/9y & =1.11,

—
o
(e

determinense los errores absoluto y relativo cuando aproximamos xz por Z.
Determinense cudntos nimeros diferentes contiene el conjunto F(S3,t, L, U).

Determinense cudntos nimeros pertenecen al conjunto F(2,2, —2,2) y cudl es el valor de e); para este
conjunto.

Represéntese en precision simple, segtn el estandar TEC559, el nimero decimal —34.2137.

Busquense ejemplos en los que se ponga de manifiesto que el producto de nimeros en punto flotante no
verifica la propiedad asociativa; es decir, fI(fl(xy)z) # fl(xfl(yz)), para los ntimeros de punto flotante
,Y, 2.

La ecuacién 22 — 100.0001z + 0.01 = 0 tiene dos soluciones exactas: £; = 100 y x5 = 0.0001. Obsérvese
lo que se obtiene si calculamos x1 y z2 con aritmética de punto flotante con 5 decimales mediante las

conocidas férmulas
—b+Vb? — 4ac —b —Vb% — 4dac
= — — T9g = ——
2a Y 2a ’
que calculan las raices de la ecuacién az? + bz +c =0, a # 0. ;Qué ocurre? Calctilese a continuacién
la solucién o mediante la expresion equivalente

Z1

—2c
b— Vb2 = dac

T =
;Qué conclusién se puede dar?

1 n
Justifiquese que si generamos la sucesion «,, = <9 , n € N, de forma recursiva mediante ag = 1 y

ap = %an,l, para n € N, utilizando redondeo a 6 cifras significativas, la sucesién es estable, mientras
que si la generamos a partir de ag = 1, oy = é yV Qn = 19—0an_1 — ay,_9, paran > 2, la sucesion es
inestable.

La sucesion de Fibonacci se define mediante
ag=1, a1=1 app1=a,+a,1, neN

+5
7

’ .z an
Demuéstrese que la sucesion , n € N, converge a

Qp—1

. senn n+3 , .
Dadas las sucesiones o, = - Y Bn = —5—, n € N, demuéstrese que la sucesion {Bn} converge a 0
mas rapidamente de lo que lo hace la sucesiéon {a,}.




Capitulo 2

Resolucion de sistemas lineales

2.1. Introduccion

A menudo tenemos que resolver un sistema de ecuaciones lineales, o simplemente sistema lineal, de la
forma

Ax = b,

donde A es una matriz cuadrada de orden n X n cuyos elementos a;; son reales o complejos, mientras que
x v b son dos vectores columna de orden n x 1 con x representando la solucién desconocida y b un vector
dado. Componente a componente, el sistema anterior se puede escribir como

anrir + aipr2 + - 4+ ap®, = by,
as1x1 + axpry + - 4+ ap®, = by,
ap1T1 + Ap2Ty + - +  apnx, = bn

La solucién del sistema existe si y solo si la matriz A es no singular. En principio, la solucién podria calcularse
utilizando la conocida regla de Cramer:
det(A;
xi:M i=1,2,...,n,

det(A)”’

donde A; es la matriz obtenida a partir de A reemplazando la i-ésima columna por b y det(A) denota
el determinante de A. Si los n + 1 determinantes se calculan mediante la conocida expresion recursiva de
Laplace, se requiere un nimero total de aproximadamente 2(n + 1)! operaciones (sumas, restas, productos o
divisiones). Por ejemplo, si n = 24, se calcularfa la suma de 24! sumandos (el nimero de permutaciones del
conjunto 1,2,...,24), y con un ordenador capaz de realizar 10*® operaciones en punto flotante por segundo
(10'5 flops), se necesitarfan 20 afios para llevar a cabo este calculo. El coste computacional es entonces
demasiado alto para grandes valores de n que surgen a menudo en las aplicaciones practicas. Por tanto, hay
que recurrir a algoritmos mas eficientes.

Pueden utilizarse dos familias de métodos alternativos: los llamados métodos directos, que dan la solucién
del sistema en un ntimero finito de pasos, o los métodos iterativos, que requieren (en principio) un ndmero
infinito de pasos. La eleccién entre métodos directos e iterativos puede depender de varios factores: en primer
lugar, de la eficiencia teérica del esquema, pero también del tipo particular de matriz, de la memoria de
almacenamiento requerida y, finalmente, de la arquitectura del ordenador.

2.2. Meétodos directos

Los métodos directos consisten en transformar el sistema Ax = b en otro equivalente cuya resolucién sea
practicamente inmediata. Esta transformacién se hace mediante las llamadas operaciones elementales, cuya
interpretacién matricial nos proporciona una interesante y conocida factorizacién de la matriz del sistema.

15
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2.2.1. Meétodo de eliminacién de Gauss

El método directo de resolucién de sistemas de ecuaciones lineales mas conocido es el método de elimi-
nacién de Gauss, que consiste en transformar el sistema Ax = b, mediante operaciones elementales, en un
sistema equivalente triangular superior, cuya resolucién es més sencilla y se obtiene mediante la denominada
sustitucién regresiva o inversa. Recordamos que por operaciones elementales entendemos permutar ecuacio-
nes, multiplicar una ecuacién por una constante distinta de cero y sumar a una ecuacién una combinacién
lineal del resto de ecuaciones. Es bien sabido que la solucién del sistema no cambia al realizar estas operaciones
elementales.

Inicialmente denotamos A1) = A y b = b. El método lo podemos interpretar como una sucesién de
n — 1 pasos que dan como resultado una sucesién de matrices y vectores, como se indica a continuacion:

A A A(”), b® L p® ... b(ﬂ)7

S . , . 1
de forma que A sea una matriz triangular superior. Asi, para el primer paso, supondremos que agl) =

o s . 1), (1
a11 # 0. Entonces, podemos eliminar z; de las n — 1 ltimas ecuaciones. En efecto, tomamos ¢;; = al(.l)/agl)
(para i =2,...,n) y sumamos —¥;; veces la primera ecuacién a la i-ésima, esto es

(2 _ (1) (1)
Qi = Qg5 1j >

o I e R A e

—Eila j:1,2,...

(1) (1)

(Notemos que a;;" designan los elementos de Ay b,/ son las componentes de b(l)). Si ag) # 0, podemos
eliminar de manera similar xo de las n — 2 dltimas ecuaciones y asi sucesivamente. En general, el paso de la
k-ésima matriz a la (k 4 1)-ésima viene dado por las siguientes férmulas:

al, i=1,2,... .k,
(b+1) _

a;;

aﬁ-j)_eika;’;), ihi=k+1,k+2,...,n,

07 z:k+1,k+2,,n,]=1,2,,k,
donde
o
%, i=k+1,k+2,...,n,
lip = Ok
k 1 i=k,
0, i=1,2,...,k—1.

Como hemos visto, si los elementos a,ik) que van apareciendo en los sucesivos pasos (que denominaremos

pivotes) son no nulos, podemos aplicar el algoritmo con éxito.
Después de a lo sumo n pasos, llegamos al sistema triangular superior Ax = b siguiente

que podemos resolver sin

aVr + dWa, + + aMa, = b\,
agywy + + alye, = by,
alWae, = b3,

mas que llevar a cabo sustitucién regresiva

b
Tn = 7
ash)
. . bg’jl - afznj1,nmn
n-1 = — (5
a’gz—)l,n—l
R P P
T = k ZJ_kH kj paracada k=n—1,n-—2,...

(n) ’
akTILc
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El procedimiento fallard si en el paso k-ésimo el pivote a,(!z) es cero, porque en ese caso, o bien los
multiplicadores £;, = agﬁ)/a,i? no estan definidos (lo que ocurre si a,(clz) = 0 para algin k < n) o no podemos

. . .7 . . n . . . .7 . ’ .
realizar la sustitucion regresiva (si agm) = 0). Esto no significa que el sistema no tenga solucidn, sino més bien
que la técnica para hallar la solucién debe modificarse.

EJEMPLO. Vamos a resolver el sistema lineal dado en forma matricial por

1 1 1 1 1 10
2 3 1 5 z2 | 31
-1 1 -5 3 zz3 || -2
3 1 7T =2 T4 18
La matriz ampliada junto con los multiplicadores ¢;; son
pivote — 1 1 1] 10
ly =2 23 1 5131
l3 = —1 -1 1 -5 3] -2
by =3 31 7 -2/ 18

Ahora hacemos ceros por debajo del pivote restando multiplos de la primera ecuacién (primera ecuacion
pivote) de las otras tres

1 1 1 1| 10
pivote — [ 0 -1 3| 11
l33 =2 0 2 -4 4| 38
lp==2 \ 0 -2 4 —5|-12

A continuacién, hacemos ceros por debajo del nuevo pivote restando multiplos de la segunda ecuacion (segunda
ecuacion pivote) de las dos tltimas

11 1 1] 10

01 -1 3| 11
pivote = | 0 0 —2]-14
ly3 = —1 0 0 2 1| 10

Restamos finalmente miltiplos de la tercera ecuacion (tercera ecuacion pivote) de la tltima para hacer ceros
por debajo del dltimo pivote y obtener asi el siguiente sistema triangular superior:

1 1 1 1 10
01 -1 3 11
00 -2 -2|-14
0 0 0 -1| —4

Para terminar, aplicamos sustitucién regresiva al sistema anterior y obtenemos:

—14 + 22
x4 =4, $3=724=3, ro=11423—-3x4=2, x1=10—20—23—24=1. O
NoTA. Obsérvese en el ejemplo anterior que podemos utilizar los pasos que se dan para resolver el sistema
lineal Ax = b por el método de eliminacién de Gauss para hallar la matriz triangular superior

1 1 1 1

01 -1 3

U= 00 -2 -2

0 0 0 -1

de la matriz

1 1 1 1

2 3 1 5

A= -1 1 -5 3

3 1 7T =2
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2.2.2. Estrategias de pivoteo

En el algoritmo de eliminaciéon de Gauss hemos supuesto que todos los pivotes son no nulos. Pero esto
no ocurre en muchas ocasiones, o aunque ocurra, si el pivote es muy pequefio, puede provocar resultados
inexactos, como puede comprobarse en los siguientes dos ejemplos que aparecen en [17]:

y = 1 ex + y = 1,
z + y = 2 r + y = 2
donde € es un niimero muy pequeno pero distinto de cero. Las estrategias de pivoteo evitan parcialmente

estos problemas.
A partir de los dos ejemplos anteriores y otros parecidos se puede extraer la idea de que el intercambio

de ecuaciones (filas) en un sistema, cuando la situacién lo requiera, es una buena estrategia. Asi, si aé k) =0,

entonces, podemos buscar agllz) # 0 con ¢ > k (lo cual es siempre posible ya que det(A) # 0), intercambiar las
filas k-ésima e i-ésima y continuar el proceso. Este intercambio de filas se conoce como pivoteo.

Si a,(clz) # 0 pero es pequeiio, aunque el método de Gauss se puede aplicar, es muy inestable numéricamente,
con lo que pequeiios errores en los datos pueden originar grandes cambios en la solucién (véase el ejemplo 1
de la pag. 268 de [7]). En este caso, también se tendrd que pivotar.

En el método general de eliminacién de Gauss se puede utilizar una ecuacién (o fila) como ecuacién pivote
(o fila pivote) solo si el elemento pivote no es cero. Si el elemento pivote es cero, la ecuacion (fila) se puede
intercambiar con una de las ecuaciones (filas) que estdn por debajo que tenga un elemento pivote no cero.
Las opciones de pivoteo mas habituales que se utilizan en el paso k-ésimo son:

= Pivoteo parcial: se toma como pivote el elemento de mayor médulo de entre los n — k ltimos elementos
(k)

de la columna k-ésima; es decir, se elige a,;,” (i = k,k+1,...,n) de forma que
agj) = max a(-k)’ ,
k<j<n

e intercambiamos las filas i-ésima y k-ésima.

= Pivoteo total: se toma como pivote el elemento de mayor médulo de la submatriz correspondiente de la

matriz A®); es decir, se elige el elemento al(f) (i,j=k,k+1,...,n) de modo que
ak)

s

k)| _ ‘
Cli~ = max
J k<r,s<n

)

e intercambiamos las filas y columnas correspondientes. En este pivoteo, si el pivote elegido no esté en
la columna k-ésima, el intercambio de columnas que hay que realizar implica intercambiar el orden de
las incognitas, lo que habra que tener en cuenta a la hora de resolver el sistema lineal.

Como con el pivoteo parcial solo hay que intercambiar filas de la matriz, mientras que con el pivoteo
total también hay que intercambiar columnas, el coste operacional de este Gltimo es mucho més elevado. En
general, esto hace que en el método de eliminaciéon de Gauss se utilice habitualmente la estrategia de pivoteo
parcial.

COMENTARIO ADICIONAL. > En el ejemplo anterior hemos podido aplicar el método de eliminacién de
Gauss sin necesidad de pivoteo, pero ;cuando podemos asegurar que no sera necesario hacerlo? Digamos,
en este caso, que si la matriz A es simétrica definida positiva (es decir, 4 = AT y tal que x” Ax > 0,
para todo vector columna x # 0) o estrictamente diagonal dominante (esto es que los elementos
de A cumplen que |az;| > Z?ZM# la;;| para i =1,2,...,n), el algoritmo de Gauss es numéricamente
estable y se puede llevar a cabo sin necesidad de pivoteo. Dos equivalencias que hacen maés fécil, en
algunos casos, ver que una matriz simétrica es definida positiva son: una, que todos sus valores propios
son > 0; y dos, que sus n menores principales son > 0.

2.2.3. Meétodos de factorizacion

Hemos visto que el método de eliminacién de Gauss consiste de dos partes. La primera parte es el
procedimiento de eliminacién en el que el sistema de ecuaciones lineales Ax = b se transforma en un sistema
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equivalente de ecuaciones A’x = b’, donde la nueva matriz de coeficientes A’ es triangular superior. En
la segunda parte, el sistema equivalente se resuelve mediante sustitucion regresiva. El procedimiento de
eliminacién requiere de muchas operaciones matemaéticas y significativamente més tiempo de computacion
que los célculos de la sustitucién regresiva. Durante el procedimiento de elimancién la matriz de coeficientes
Ay el vector b cambian, lo que significa que si tenemos la necesidad de resolver varios sistemas de ecuaciones
que tengan la misma matriz de coeficientes A, pero diferentes vectores b, el procedimiento de eliminacién
tiene que realizarse para cada uno de los vectores b. Esto se puede mejorar si las operaciones asociadas a la
matriz A se disocian de las operaciones asociadas al vector b. De esta forma, el procedimiento de elimacion
con A se hace una sola vez y se utiliza entonces para resolver los sistemas de ecuaciones con distintos b.

Una opcion para resolver varios sistemas de ecuaciones de la forma Ax = b que tengan la misma matriz A
pero diferentes vectores b es calcular primero la matriz inversa A~! de A y, una vez que esta matriz inversa es
conocida, la solucién se puede calcular asi: x = A~'b. Sin embargo, el cilculo de la matriz inversa requiere de
muchas operaciones mateméticas y computacionalmente es ineficiente. Un método més eficiente para calcular
la solucién x es el método de factorizacién LU.

En el método de factorizaciéon LU las operaciones con la matriz A se realizan sin utilizar, o cambiar,
el verctor b, que se utiliza solo en la parte de sustituciéon de la solucién. En este caso, sea A una matriz
cuadrada de orden n y supongamos que existen dos matrices convenientes L y U, triangular inferior y
triangular superior, respectivamente, tales que A = LU. Llamamos a la igualdad anterior una factorizacion
LU (o descomposicién) de A. Si A es no singular, lo mismo ocurre con L y U, y de este modo sus elementos
diagonales son no nulos.

En tal caso, resolver Ax = b conduce a la solucién de los dos sistemas triangulares Lz =b y Ux = z. Se
puede proceder por etapas como sigue:

1. Resolucién de Lz = b para z por sustitucion progresiva:

by
z = o,
! 481
1
2k = @(bk—éklzlfékQZz—...—£k7k_1zk_1), k:2,3,...,n.

2. Resoluciéon de Ux = z para x por sustitucién regresiva:

Zn
Tn = —,
unn
1
T = - (2:/C — Uk k4 1Tk41 — Uk k2 Tht2 " ° — u;mxn), k=k—1,k—2,...,1.
kk

En este punto necesitamos un algoritmo que permita un calculo efectivo de los factores L y U de la matriz
A.

La factorizacion anterior se puede obtener simplemente mediante la férmula del producto de matrices,
que conduce a un sistema lineal de n? ecuaciones en el que las incégnitas son los n? + n coeficientes de las
matrices triangulares L'y U. Asi, si A = (a;5), L = (¢;;) y U = (u;;), donde los elementos ¢;; y u;; estdn por
determinar, realizando el producto se tiene que

min(i,j)

aij: E Eipupj, Z,j:LQ,...,n,
p=1

donde la ltima igualdad se debe a que ¢;;, = 0, para p > i, y u,; = 0, para p > j. Entonces, si fijamos de
antemano el valor de ¢;; o de u;; (distinto de cero), para todo i, la igualdad anterior permite el célculo de L
y U, dando lugar a formas compactas de factorizacién.

Factorizaciéon de Doolittle

Si se fija ¢;; = 1, para todo 4, la factorizacion correspondiente se denomina factorizacion de Doolittle, o
simplemente, factorizacion LU.

Si podemos aplicar el método de eliminaciéon de Gauss sin pivoteo a la matriz A, teniendo cuidado de
guardar los mulplicadores #;; en una matriz L con elementos 1 en su diagonal, y llamamos U a la matriz
triangular superior obtenida tras la aplicacién del método de Gauss, se tiene que A = LU.
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EJEMPLO. En la matriz A del ejemplo anterior se tiene que la matriz L de la factorizacion LU = A se
construye a partir de los coeficientes ¢;;, obtenidos en dicho ejemplo, de la siguiente forma

1 0 0 0 1 0 00
I_ by 10 0 | 2 1 00
| 431 f3 10 o -1 2 1 0
lyy gy lyz 1 3 -2 -1 1
Comprobamos que la factorizacién es correcta
1 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1
2 1 00 01 -1 3 23 1 5
LU = 1 2 1 0 00 -2 -2 o -1 1 -5 3 =40
3 -2 -1 1 00 0 -1 3 1 7T =2
COMENTARIO ADICIONAL. > Una matriz A tiene factorizacién de Doolittle si y solo si se le puede aplicar

el método de eliminacién de Gauss sin pivoteo.

Factorizacién de Crout

La factorizacion de Crout es similar a la Doolittle, pero con la diferencia de que ahora fijamos u;; = 1,
para todo i, de manera que la matriz U es la que tiene los elementos diagonales iguales a 1. Véase [12] para
mayor detalle.

Factorizacién LU con pivoteo (o factorizacién PA = LU)

Para realizar las factorizaciones anteriores de Doolittle y Crout, hemos supuesto que es posible realizar
todos los célculos sin pivoteo. Si se utiliza pivoteo, entonces las matrices L y U que se obtienen no son
la factorizacién de la matriz original A. El producto LU da una matriz con filas que tienen los mismos
elementos que A, pero como consecuencia del pivoteo, las filas estan en un orden diferente. Cuando se utiliza
el intercambio de filas como operacién elemental en el método de Gauss, éste lleva consigo una modificaciéon
menor en la factorizacion LU, y los cambios que se han hecho tienen que ser grabados y almacenados. Esto
se puede hacer creando una matriz P, llamada matriz de permutacion, tal que PA = LU y donde P es el
resultado de permutar filas en la matriz identidad. En este caso, P contiene informacién sobre el orden que
impone el método de eliminacién de Gauss con pivoteo, y por tanto es equivalente a reordenar la matriz A
de acuerdo a ese orden y aplicar luego el método de eliminaciéon de Gauss sin pivoteo. Si las matrices L y U
se utilizan para resolver un sistema de ecuaciones Ax = b, entonces hay que cambiar el orden de las filas de
b para que sea consistente con el pivoteo. Esto se consigue multiplicando b por la matriz de permutaicén,
Pb. Para mayor detalle puede consultarse [I4].

Alternativamente, véase [0], la factorizacién PA = LU se puede escribir como A = LU , donde L= PL,

de forma que L es una permutacién de la matriz triangular inferior (que es el resultado de reordenar las filas
de L).

EJjeEmMPLO. La matriz
1 1 1
A=1|1 1 2
1 2 2
tiene el menor principal 2 x 2 nulo, luego no tiene factorizacién de Doolitte y, por tanto, no es posible aplicar
el método de eliminaciéon de Gauss sin pivoteo. Es necesario permutar las filas 2 y 3 para llevar a cabo el

método de eliminacién de Gauss; es decir, se necesita pivoteo. Si multiplicamos entonces la matriz A por la
matriz de permutacién de filas 2 y 3

1 00 1 1 1
P=10 0 1|, setienelamatriz PA=|1 2 2|,
0 10 11 2

que ya no necesita pivoteo, puesto que los tres menores principales de PA son mayores que cero. [
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Factorizacion de Cholesky

El algoritmo para la factorizacion de Cholesky es el caso especial del algoritmo general para la factorizacién
LU enel que U = LT, de modo que #;; = u;;, parai =1,2,...,n. Si A es simétrica definida positiva, entonces
tiene una factorizacién tnica de la forma A = LLT, donde L es triangular inferior con todos los elementos
de la diagonal positivos. Como

1
min(%,5) 2

n k—1
2
Q5 = Zéip Upj = Z Kip ij — gkk = | axr — kap s
p=1 p=1 p=1

y los valores fx; quedan determinados. Asi, los elementos de la matriz L se obtienen de la siguiente forma.
Para k =1,2,...,n, se tiene:

k-1 3 k-1
1
gkk:<akk_ E f2p> ; &k=€<aik—§ Zip&cp)v i=k+Lk+2,...,n
kk
p=1 p=1

Estas igualdades pueden deducirse escribiendo la igualdad A = LL” como un sistema de ecuaciones.

EJeEMpPLO. Factorizaremos mediante el método de Cholesky la siguiente matriz

16 4 4
A= 4 26 6
4 6 11

De las formulas anteriores, obtenemos

b =4 loy =1, fop =5; ly1 =1, Ul3p =1, [33=3.

Luego,
4 0 0 4 1 1
L=(1 5 0 y U=LT=|0 51 O
1 1 3 0 0 3
COMENTARIO ADICIONAL. > Los métodos de factorizacién LU son particularmente ttiles cuando se ne-
cesita resolver un conjunto de sistemas Ax; = bj, j =1,2,...,n, que tienen la misma matriz cuadrada

de coeficientes A. En muchos problemas de la ciencia y la ingenieria aparecen sistemas de este tipo y, en
este caso, es mas eficiente utilizar métodos LU que aplicar separadamente el método de eliminacién de
Gauss a cada uno de los n sistemas. Este método es especialmente 1til para calcular la matriz inversa
de A (véase ejercicio el 5). Ademas, se puede economizar el espacio de almacenamiento al no necesitar
almacenar los ceros de L o U y los unos de la diagonal de L o U (segtin sea la factorizacién), de manera
que las matrices L y U se construyen almacenando sus elementos en el espacio de A.

2.3. Meétodos iterativos

Los métodos estudiados hasta ahora se llaman métodos directos porque encuentran la solucién exacta tras
un nimero finito de pasos (salvo errores de redondeo). A continuacién estudiaremos otros métodos, llamados
iterativos, que si bien necesitarian un nimero infinito de pasos para alcanzar la solucién, permiten aproximarla
tras un ntmero finito. Ademas estan mejor adaptados a la resolucién de grandes sistemas lineales, sobre todo
si estos estdn dados por matrices con un alto porcentaje de elementos nulos (matrices dispersas).

La idea bésica de un método iterativo para resolver el sistema Ax = b consiste en construir una sucesién

T
de vectores {x(k) = (xﬁk), xék), . ,xglk)> i k€ N} de R™ que converja a la solucién exacta x, esto es

lim x® = X,
k—o0

para un vector inicial dado x(© de R”.
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Una técnica general para construir un método iterativo se basa en una descomposicion de la matriz A del
sistema Ax = b en la forma A = M — (M — A), donde M es una matriz no singular adecuada (llamada el
precondicionador de A). Entonces

Mx = (M—A)X+b7

que tiene la forma x = Tx + ¢, donde T = M ~1(M — A) es una matriz n x n, llamada matriz de iteracion,
y ¢ = M~'b. En correspondencia con esta descomposicién y después de seleccionar un vector inicial x(©,
podemos definir el siguiente método iterativo:

x®) =7x*=D 4 ¢ keN.

Si el proceso converge, el limite es solucién de la ecuaciéon planteada y, por tanto, solucién del sistema inicial.
El sistema inicial es facil de resolver si M es facil de invertir, en el sentido de que sea facil resolver un sistema
asociado a dicha matriz, como por ejemplo ocurre cuando M es una matriz diagonal o triangular.

A continuacién nos planteamos cuando la sucesién anterior convergera a la solucion. Si denotamos el error
cometido en la k-ésima iteraciéon por e®) = x(*®) — x se verifica que

e = x®) _x = (Tx* Y £ ¢) - (Tx+¢) = T(x*D —x) = Tek~1
y, por tanto,
e = Telh=1) = 72e(h=2) — ... = TRe®) L eN.

Asi, el error en las iteraciones depende fundamentalmente de las potencias sucesivas de la matriz T. A
continuacion, eligiendo de forma conveniente cualesquier norma vectorial y norma matricial subordinada,

llegamos a la desigualdad
le® | < 171" |-

Entonces, si |T|| < 1, podemos concluir de inmediato que e*) — 0 cuando k — oo para cada posible e(?)
(y por tanto X(O)). A continuacién damos un criterio en el que se pone de manifiesto que esta propiedad es
necesaria para la convergencia.

El criterio fundamental de convergencia de los métodos iterativos solo involucra la matriz T del
método iterativo considerado y establece que son equivalentes ([14]):

a) el método asociado a la matriz T es convergente,

b) p(T) < 1, donde p(T) es el radio espectral de la matriz T, esto es,
p(T) = max{|\|; A es valor propio de T},

¢) IT|| < 1 para alguna norma matricial.

Las normas matriciales subordinadas son normas que provienen de una norma vectorial. Las normas || -||1
¥ || - ||oo son ejemplos de tales normas (véanse sus definiciones en el capitulo anterior).
COMENTARIOS ADICIONALES. > A la hora de resolver un sistema lineal mediante un método iterativo, en

primer lugar deberemos asegurar su convergencia (por ejemplo, encontrando alguna norma para la cual
IT|l <1 o viendo que p(T) < 1). A continuacién, y en caso de disponer de varios métodos a nuestro
alcance, elegiremos aquél cuya matriz asociada tenga una norma o un radio espectral menor.

> Como en un método iterativo no podemos esperar hallar la solucién exacta, sino calcular una aproxi-
macion, debemos fijar un criterio de parada que dé por terminado el método cuando la aproximaciéon
obtenida se considere suficientemente buena. Una posibilidad es medir la diferencia entre dos iteraciones
consecutivas e iterar hasta que

sea tan pequeno como una cierta cantidad prescrita € > 0, que se denomina tolerancia, de manera que
se considera que se estd suficientemente cerca de la soluciéon y se finaliza el método. Otros criterios
se basan en la diferencia relativa entre dos iteraciones consecutivas (véase la pag. 157 de [16]). Ahora
bien, segin el criterio fundamental de convergencia, la convergencia o divergencia del método iterativo
solo depende del caracter de las propias matrices, pero en el caso de que haya convergencia, una buena
aproximacion inicial hard que el nimero de iteraciones sea relativamente pequefio.



2.3. METODOS ITERATIVOS 23

> Desde un punto de vista computacional, es importante evitar que el método entre en un bucle infinito.
Para ello, se suele fijar un niimero méaximo de iteraciones de forma que si se supera, se termine el método
con un mensaje de error. (Existe también otro problema: que la solucién crezca de forma que supere la
cantidad méxima representable en punto flotante (overflow)).

2.3.1. Los métodos de Jacobi y Gauss-Seidel

Si los elementos diagonales de A son todos distintos de cero, podemos escribir
A=D-L-U,

donde D es la matriz diagonal que contiene los elementos diagonales de A,

0 0 0 0 —ai2 —Q1n
I — —a91 e . : y U=
: ' 0 : : —An—1,n
—Qp1 - —Qpn—1 0 0 Ce Ce 0

La ecuacién Ax =b o (D — L — U)x = b se transforma entonces en
Dx=(L+U)x+b,
y, si existe D! (es decir, a;; # 0 para todo i), entonces
x=D"YL+U)x+D'b.
De donde se obtiene la expresion matricial del método iterativo de Jacobi:
xF) = T; x4 c;, paracada k€N,
conTj =D L+U)yc;=D""'b.

EJEMPLO. Resolvemos el sistema

Tr1 — 2x9 + x3 = 17
ry — 920 + 33 — x4, = 13
211 + 10xz3 + x4 = 15
T — To + T3 + 61’4 = 10

mediante el método de Jacobi, utilizando una tolerancia € = 10~2, un niimero maximo de 30 iteraciones y el
vector inicial x(°) = 0 = (0,0,0,0)7.
En primer lugar, reescribimos las ecuaciones anteriores de la forma

T =

Ol= =

(17 4 225 — x3)
2 = (=13 + 1 + 323 — x4)
x3 = +=(15 — 221 — x4)

10 — 21 + a2 — x3),

‘ =

[
—~ ©

Ty =

que dan el siguiente método iterativo de Jacobi

xgkﬂ) = (—13 + xgk) + 3xék) — mik)>
xék'H) = % (15 — 2x(1k) — xflk))
xflkﬂ) = % (10 — xgk) + acgc) — a:gk)> .
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Sustituyendo x(©) = (0,0,0,0)T en el lado derecho de cada una de las ecuaciones obtenemos

xgl) — %(17 +2(0) — 0) = 2.428571429

xgl) _ %(_13 + 0+ 3(0) — 0) = —1.444444444
2§ = (15— 2(0) —0) = 1.5

(10— 040 — 0) = 1.666666667.

—
[
=
D= =

Luego, x(1) = (2.428571429, —1.444444444,1.5,1.666666667)” . Procediendo de la misma manera, véase [16],
se genera una sucesiéon convergente a

x(¥ = (2.000127203, —1.000100162, 1.000118096, 1.000162172)

con una tolerancia de 1072 y utilizando la norma del méaximo ||x| s = 1{1221{0() . |z;]. O
1= kgt
) . , . _ (k) (k) (k) o\ 7T .
A continuacién, razénese que si escribimos x\% = (z;"7, 25 ,..., Ty , se tiene que el valor de cada

componente de la iteracién, para k € N, es:

1 - _
PG Z (aijx(.k 1))+bi , paracada i=1,2,...,n.

i j
a; R
v J=1, j#i

Reconsiderando la tltima igualdad podemos ver algo que seguramente mejora el método de Jacobi. En
dicha ecuacién se utilizan todas las componentes de x(*~1) para calcular xz(k). Puesto que las componentes

k) (k k . . . .

xg ), xé ), . ,1;57)1 de x) ya se han calculado y son probablemente mejores aproximaciones de las soluciones
k—1) (k—1 k—1 k

exactas r1,Tsa,...,T;_1 que x(l ), xé ), e ,xz(-_l ), podemos calcular xg ) usando estos valores calculados

mas recientemente; es decir, podemos utilizar
(k) 1 — (k) - (k—1)
k) RO (k-1 . .
x, = a E (awxj ) E (a”xj ) +b;|, paracada i=1,2,...,n.

j=1 j=i+1

Esta modificacién recibe el nombre de método iterativo de Gauss-Seidel.
Con las definiciones de D, L y U que hemos usado antes, razénese que el método de Gauss-Seidel se puede
representar mediante
xF) = T, xF=D 4 cg, paracada k€N,

donde T, = (D—L)™'U y ¢, = (D — L)~ 'b. Como det(D — L) = aj1azz - - - a2, la matriz triangular inferior
D — L es invertible precisamente si a;; # 0 para cada i =1,2,...,n.

COMENTARIO ADICIONAL. > Como consecuencia de que los nuevos valores se pueden almacenar inmedia-
tamente en el lugar de los valores antiguos, los requerimientos de almacenamiento para x con el método
de Gauss-Seidel son la mitad de lo que serian para el método de Jacobi.

2.3.2. Acerca de la convergencia de los métodos de Jacobi y Gauss-Seidel

Por un lado, segin el criterio fundamental de convergencia, los métodos iterativos de Jacobi y de Gauss-
Seidel convergen si y solo si p(Tj) < 1y p(Ty) < 1. Esto es una condicién necesaria y suficiente, pero es
necesario calcular el radio espectral, lo que puede ser tan costoso de calcular como resolver el sistema. Sin
embargo, existen condiciones suficientes que aseguran de una forma maés sencilla la convergencia de ambos
métodos.

Resultados de convergencia

Por un lado, podemos establecer las siguientes propiedades de convergencia a priori para los métodos de
Jacobi y de Gauss-Seidel:
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= Si la matriz A es estrictamente diagonal dominante, entonces ambos métodos convergen para cualquier
eleccion inicial x(©).

= Si las matrices A y 2D — A son simétricas definidas positivas, entonces el método de Jacobi converge
para todo x(©).

= Si la matriz A es simétrica definida positiva, entonces el método de Gauss-Seidel converge para todo
(0)
x\%).

Por otro lado, la seccién anterior parece indicar que el método de Gauss-Seidel es superior al método
de Jacobi, pero no existen resultados generales que muestren que el método de Gauss-Seidel converge méas
rapido que el de Jacobi. Esto es verdad casi siempre, pero hay sistemas lineales para los que el método de
Jacobi converge, mientras que el de Gauss-Seidel no. En algunos casos particulares si que se puede dar la
superioridad del método de Gauss-Seidel sobre el método de Jacobi, como se establece a continuacion:

Si la matriz A es tridiagonal (matriz con elmentos no nulos en a lo sumo la diagonal principal
y las diagonales inmediatamente superior e inmediantemente inferior), no singular y con todos
elementos diagonales distintos de cero, entonces los métodos de Jacobi y Gauss-Seidel son ambos
divergentes o son ambos convergentes. En el dltimo caso, los radios espectrales de las matrices 7T}
y T, verifican que p(T})? = p(T,).

Mejora de la convergencia mediante relajacién

Podemos modificar el método de Gauss-Seidel introduciendo un pardmetro w que permita acelerar la
convergencia del método. Después de calcular cada nuevo valor de x, mediante el método de Gauss-Seidel,
modificamos ese valor mediante una combinacion lineal de los resultados de las iteraciones anterior y actual:

wgnuevo) =w :cgn“evo) +(1-w) g {enterior) paracada ¢=1,2,...,n.

7 )

donde w puede tomar valores comprendidos entre 0 y 2. Para 0 < w < 1, se llama método de subrelajaciéon
sucesiva y, para 1 < w, se llama método de sobrerelajacién sucesiva (o método SOR, del inglés successive
over relazation). Obsérvese que el método SOR se reduce al método de Gauss-Seidel si w = 1.

Damos a continuaciéon algunas propiedades de convergencia a priori para el método SOR:

= Sila matriz A es simétrica definida positiva y 0 < w < 2, entonces el método SOR converge para todo
(0)
x\9),

= Si la matriz A es estrictamente diagonal dominante y 0 < w < 1, entonces el método SOR converge
para todo x(©).

Los resultados anteriores tratan la convergencia del método SOR, pero no dicen nada acerca de la eleccién
del parametro w. Con relacién a esto dltimo, podemos decir que se puede elegir de forma éptima el pardmetro
w para un caso particular de matrices:

Si la matriz A es simétrica definida positiva y tridiagonal, entonces el valor éptimo del pardmetro
w es

2
w= .
1+ /1 - p(T})?
Notemos que las matrices tridiagonales aparecen frecuentemente cuando se trabaja con métodos de iter-

polaciéon mediante splines cibicos y métodos de diferencias finitas para resolver problemas de contorno y
ecuaciones en derivadas parciales.

2.4. Sugerencias para seguir leyendo

Los tépicos introducidos en este capitulo son parte del campo del algebra lineal numérica, que también
incluye los tépicos tratados en el complemento A. Un estudio interesante sobre la estrategia de pivoteo se
encuentra en Hager (1998). Una discusién sobre el escalado en el pivoteo y el cdlculo sobre el nimero de
operaciones de los diferentes métodos puede consultarse en Atkinson (1989). Dos referencias a considerar
para la resolucién de sistemas lineales son Wilkinson (1994) para los métodos directos y Varga (2000) para
los métodos iterativos. Para més informacion sobre la computacién matricial, véase Golub y Van Loan (1996).
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2.5.

1.

CAPITULO 2. RESOLUCION DE SISTEMAS LINEALES
Ejercicios

Resuélvanse los siguientes sistemas por el método de eliminaciéon de Gauss

z+y=4 0.15z + 2.11y + 30.75z = —26.38
a)d 2w +2z=4 b){ 0.64z + 1.21y + 2.05z = 1.01
3y+3z=4 3.21z + 1.53y + 1.04z = 5.23

sin pivoteo, con pivoteo parcial y con pivoteo total.

. Resuélvanse los sistemas A;x = b, para j = 1,2, con

11 11 100
Al(l 0)’ A2<1 0.01)’ b( 1 >

. Qué se puede decir? Calctlese el vector residual r = A;X — b y el vector real e = x — X, para j = 1,2,
donde X denota la solucién calculada y x la solucién exacta.

Coste operativo. Una forma de medir la eficiencia del método de eliminacién de Gauss es contar el
nimero de operaciones aritméticas que se necesitan para resolver un sistema lineal. Por convencién, se
cuentan solo el niimero de multiplicaciones y divisiones porque la mayoria de los ordenadores realizan
las sumas y restas de forma mucho maés rapida. Ademaés, el nimero de multiplicaciones y divisiones
se cuentan conjuntamente. Demuéstrese entonces que el numero total de multiplicaciones y divisiones
necesarias para obtener la solucién de un sistema lineal de orden n mediante el método de eliminacion
de Gauss es %3 +n?— %. (Asf el nimero de operaciones aritméticas necesarias para resolver un sistema

. 7 . . .7 . 3 .
lineal por el método de eliminaciéon de Gauss es aproximadamente %-; es decir, de orden O(n?).)

El método de Gauss-Jordan es una variacién del método de Gauss. La principal diferencia consiste en
que cuando se elimina una incégnita, se elimina de todas las ecuaciones, no solo de las subsiguientes.
Entonces, el paso de elimaciéon genera una matriz diagonal en vez de una triangular. En consecuencia,
no es necesario utilizar la sustitucién regresiva para obtener la solucion. Ilistrese dicho método con los
siguientes sistemas:

2r+y—2=1
a) 5r + 2y + 22 = —4 sin utilizar pivoteo,
3x+y+z2=5

T+y—z=-3
b) 6x + 2y + 22 = 2 utilizando pivoteo parcial.
—3r+4y+z=1

La inversa de una matriz cuadrada de orden n se puede calcular resolviendo los n sistemas de ecuaciones

Axj =ej, con j =1,2,...,n, y donde ej es el vector que tiene todas las componentes ceros excepto la
j-ésima que es uno, puesto que los vectores soluciones x1, Xz, ..., Xy, son respectivamente las columnas
1,2,...,n de A~!. Calciilese, utilizando el método de eliminacién de Gauss sin pivoteo, la matriz inversa
de
6 3 11
A= 3 2 7
3 2 6

Muéstrese que la factorizacion LU de la matriz A se puede utilizar para calcular A=1. (Utilicese el
ejercicio anterior para calcular la matriz inversa.)

Dadas las matrices

L9 3 4 11000
L4 0 16 1 2100
A= vy B=|0131°0|[,
1 8 27 64 00 1 41
1 16 81 256 000 15

encuéntrense sus descomposiciones LU. ;Se puede predecir la existencia de dichas descomposiciones sin
necesidad de calcularla? ;Como se pueden emplear estas descomposiciones para calcular sus inversas?
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8. Dada la matriz tridiagonal de orden n

2 -1
-1 2 -1
-1 2 -1
An: 9
-1 2 -1
-1 2

determinese una férmula general para A, = LU, donde LU es la factorizacién de Doolittle. (Ayuda:
estudiar los casos n = 3,4,5 y deducir una férmula general.)

9. Sean
2 —6 1 12
1 -3 2 16

a) Encuéntrese la factorizacién de Crout de A.

b) Resuélvase el sistema Ax = b a partir de la factorizacién anterior.
10. Encuéntrense las factorizaciones de Cholesky de las matrices

15 —18 15 -3

13 11 11 295 -3 45
A= 11 13 11 |, B=| -3 5 —10 |, C= 71? —?g 712 —3
11 11 13 45 —10 34

-3 4 =3 1

11. Sea la matriz tridiagonal de orden n

—
IS}
—

1 a 1
1 a
a) Demuéstrese que A,, es simétrica definida positiva para a > 2.

b) Si a > 2, encuéntrese un método recurrente para hallar la factorizacién de Cholesky.

12. Discutase la convergencia de los métodos de Jacobi y Gauss-Seidel cuando se aplican para resolver los
siguientes sistemas lineales:

20 +32z=1 r+2y—2z=1 r+y+2z=1
a)q dy+2z=2 b)e z4+y+z=1 )y z+3y+z=1
y+6z=3 2r+2y+z2=1 y+4z=1
2r —y+z2=1 3r+y+z2=4 8r +2y+ 32 =51
d){ 2x+2y+2z=1 e)s —2zr+4y=1 ) 2x+5y+2=23
—r—y+2z=1 —zr+ 2y —62=2 -3z +y+6z=20

A continuacién, calctlense, partiendo del vector cero, las soluciones aproximadas después de realizar
tres iteraciones.

13. Estudiese la convergencia de los métodos de Jacobi y Gauss-Seidel para resolver un sistema lineal cuya
matriz de coeficientes es

A:

= o Q

0 1
a 0], a€ceR.
0 a

Cuando ambos métodos converjan a la vez, justifiquese cual lo hace mas rapido.
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14. Si tenemos que resolver un sistema lineal en el que la matriz de coeficientes es diagonal estrictamente
dominate y tridiagonal jconvergen los métodos de Jacobi y Gauss-Seidel? jcudl lo hara de forma mas
rapida? Razonense las respuestas.

15. Describase el valor de cada componente de la iteracién x*) del método SOR y dése la forma explicita
de la correspondiente matriz de iteracién para cada k € N. Ilistrese la primera iteraciéon del método,
utilizando w = 1.2 y empezando con el vector x(°) = (0,0,0)T, para resolver el sistema lineal Ax = b,

donde
4 -2 0 8
A= -2 6 -5 |, b= —-29
0 -5 11 43
16. El condicionamiento de una matriz A se define mediante el ntimero de condicién k(A) = || Al/||A7Y,
donde || - || es una norma matricial, y cumple que k(A) > 1. En general, k(A) depende de la eleccién de

la norma. Si k(A) es grande, pequefios cambios en el sistema provocan grandes cambios en la solucién,
diciéndose entonces que el sistema estd mal condicionado. Sean los sistemas Ax =bj;coni=1,2y

e 1 0 1 0.9
A=e| — 1 0 |, b= 1], by=|[ 1.1 |, e=10"".
0 0 1 1 1

a) Calctlese k(A) con las normas 1 e infinito.

b) Resuélvanse los sistemas y coméntense los resultados.



Capitulo 3

Resolucion de ecuaciones no lineales

3.1. Introduccion

Estudiamos en este capitulo uno de los problemas mas bésicos de la aproximaciéon numérica y con mayor
historia: el calculo de raices. Es decir, la determinacién de una raiz, o solucién, de una ecuacién de la forma
f(x) = 0, donde f, por lo general, es una funcién real no lineal de variables reales. Las raices de esta
ecuacion también se llaman ceros de la funcién f. Un ejemplo que muestra la necesidad de tener técnicas
de aproximacion a alguna soluciéon del problema anterior es el caso simple de encontrar soluciones de un
polinomio. Se conocen férmulas para polinomios de grados 2, 3 y 4, siendo de complejidad creciente, pero con
la posibilidad de determinar sus ceros exactamente. A principios de siglo XIX Galois probd que no existen
féormulas explicitas para determinar los ceros de polinomios de grado mayor o igual que 5. La situacién es atin
mas dificil cuando f no es un polinomio. Esta limitacién obliga a buscar métodos para encontrar los ceros de
forma aproximada. Los métodos que se discuten en esta leccién son iterativos y de dos tipos: uno en el que
se puede asegurar la convergencia y el otro en el que la convergencia depende de una o dos aproximaciones
iniciales.

Métodos conceptualmete sencillos son los métodos de intervalo, que aprovechan el cambio de signo de la
funcioén en el entorno de una raiz. Asi, partiendo de dos valores proporcionados inicialmente, dichos métodos
tratan de reducir el tamano del intervalo que encierra al cero buscado, hasta converger a éste con la suficiente
precisién. Un ejemplo de este tipo de métodos es el de biseccién, que ademés de ser un método simple e
intuitivo, se puede utilizar para obtener una adecuada estimacion inicial del cero de la funcién que después
puede ser refinado por métodos mas poderosos.

El segundo tipo de métodos se basa en aproximar la funcién, cuyos ceros se buscan, por una recta. Los
métodos que describiremos parten de una aproximacion (método de Newton, que aproxima la funcién por una
recta tangente) o dos aproximaciones (método de la secante, que aproxima la funcién por una recta secante)
y determinan el cero de la funcién con una precision deseada. Estos métodos no garantizan la convergencia,
pero, cuando convergen, lo hacen generalmente méas rapidamente que los métodos de intervalo ([5]).

3.2. El método de biseccion

La primera y mas elemental técnica que consideramos es el método de biseccion, que esta basado en una
propiedad bien conocida de las funciones continuas: el teorema del valor medio. Este método se emplea para
determinar una raiz de f(x) = 0 en un intervalo [a, b], supuesto que f es continua en dicho intervalo y que
f(a) y f(b) tienen signos distintos. Aunque el método funciona en el caso en que haya més de una raiz en
el intervalo [a, b], supondremos por simplicidad que la raiz es tnica y la llamaremos «. (En el caso de varias
raices, habria que localizar un intervalo que contenga sélo una de ellas.)

El método de biseccién emplea la idea anterior de la siguiente manera: si f(a)f(b) < 0, entonces calculamos
¢ = (a+b)/2 y averiguamos si f(a)f(c) < 0. Si lo es, entonces f tiene un cero en [a,c]. A continuacién
renombramos ¢ como b y comenzamos otra vez con el nuevo intervalo [a, b], cuya longitud es igual a la mitad
del intervalo original. Si f(a)f(c) > 0, entonces f(c)f(b) < 0, y en este caso renombramos a ¢ como a. En
ambos casos se ha generado un nuevo intervalo que contiene un cero de f, y el proceso de partir por la mitad

29
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el nuevo intervalo puede repetirse hasta que la raiz se localiza con tanta exactitud como se quiera, es decir,
|an, — bn| <,

donde a,, y b, son los extremos del n-ésimo intervalo [a,,b,] y € es una tolerancia especificada. El método
de biseccién también se conoce como método de biparticion. Véase la figura [3.1]
Algunos otros criterios de parada diferentes del anterior que pueden utilizarse son:

|an _bn‘ <e

] o |f(an)| < e.

y = f()

Figura 3.1: El método de biseccién y las dos primeras aproximaciones a la raiz «.

EJEMPLO. La funcién f(z) = 23 — 2% — 1 tiene exactamente un cero en [1,2]. Vamos a aproximarlo mediante
el método de biseccién. Como f(1) = =1 < 0y f(2) = 3 > 0, tenemos que f(1)f(2) < 0. Empezamos
entonces con ag = 1 y by = 2 para calcular

ag + bo 1+2
00:7:7:

5 5o =15y fle) = f(15)=0125.

Ahora f(1)f(1.5) < 0, luego la funcién cambia de signo en [ag,co] = [1,1.5]. Para continuar, tomamos
entonces a; = ag y by = ¢p, de manera que
a1 + by 1+1.5

="t =125y fle) = f(1.25) = —0.609375.

De nuevo f(1.25) f(1.5) < 0, luego la funcién cambia de signo en [1.25, 1.5]. Elegimos ahora as = ¢ y ba = by.
Continuando de esta manera, se puede ver en [I6] que hay convergencia a la raiz o = 1.465454 después de
doce iteraciones con una tolerancia de 107%. [

Ya hemos indicado anteriormente que es importante, para un método que proporciona una sucesién de
aproximaciones, saber si la sucesién converge y en cémo de rapido lo hace en dicho caso.

Para una sucesién convergente, dos cantidades describen la rapidez con que la sucesion lo hace: el orden de
convergencia y la razon de convergencia. Se suele decir que la convergencia es lineal si el orden de convergencia
es uno y cuadratica si es dos.

Una forma de definir la convergencia lineal, que es particularmente conveniente para el método de bisec-
cién, es que la razén de error en el paso n-ésimo dividido por el error en el paso (n — 1)-ésimo se aproxima a
un valor constante (la razén de convergencia) cuando n — co. Aunque no sepamos que el error se reduce en
1/2 en cada paso del método de biseccidn, la cota del error se reduce en 1/2 y el limite de la razén de error
también se aproxima a 1/2. Entonces, el método de biseccién converge linealmente con razén 1/2. Damos
a continuacién un resultado sobre la convergencia del método,que pone de manifiesto lo que acabamos de
decir:

Si [ao, bol, [a1,b1], - ., [an,bn], ... denotan los intervalos en el método de biseccién, entonces los
limites lim,, a,, y lim, b, existen, son iguales y representan un cero de f. Si a = lim, ¢, y
cn = (an + by)/2, entonces |a — ¢,| = (bg — ag)/2" 1.
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El método de biseccién siempre converge, suponiendo que el intervalo con el que se comienza dicho método
contenga una raiz, y es facil de programar, comparado con otros métodos, aunque su velocidad de convergencia
sea lenta por ser lineal.

COMENTARIO ADICIONAL. > El método de biseccion es 1til para dar una idea rapida de la localizacion
de las raices, es decir, para determinar intervalos de longitud pequena que contengan una tUnica raiz;
en cambio, al ser de convergencia muy lenta, los calculos aumentan considerablemente si deseamos una
buena aproximacién de la raiz. Esto hace que este método se aplique, principalemente, como un paso
previo a la utilizaciéon de otros métodos iterativos de convergencia mas rapida.

3.3. El método de Newton

El método de Newton es un procedimiento general que se puede aplicar en muy diversas situaciones.
Cuando se emplea para localizar los ceros de una funcién real de variable real se suele llamar método de
Newton-Raphson.

La idea del método de Newton para resolver la ecuacién f(z) = 0 es aproximar la funcién f por su
tangente [ en una aproximacién de la raiz a y resolver la ecuacién I(z) = 0 (lo que se denomina linealizacion
de la funcién). Tomamos esta solucién como nueva estimaciéon de la raiz de f(x) = 0 y repetimos el proceso
hasta obtener la precisién deseada.

Sea x¢ la estimacién inicial de la solucién. Hallamos la tangente a la grafica de f en el punto (xq, f(z0))
y tomamos la interseccién z; de la tangente con el eje de las & como nueva estimacion de la solucién. Asi, la
ecuacion de la recta tangente es

y = f(zo) + f'(z0)(z — 20)

y la interseccién con el eje de las x se obtiene haciendo y = O:

~ f(=@o)
* Fl(wo)

1 =T =2

siempre que la derivada f’ no se anule en x.
Procediendo de forma iterativa, véase la figura[3.2] en el paso n-ésimo determinamos:

f(zn)

Tnpl = Tp — 2 =0,1,2...

f(an)’

Figura 3.2: El método de Newton y las dos primeras aproximaciones a la raiz a.

En teoria, el método de Newton converge a la raiz a sélo después de un ntimero infinito de iteraciones. En
la practica, se requiere una aproximacién de « hasta una tolerancia especificada e, de modo que las iteraciones
pueden terminarse si

fal <6 lomp—aa<e o Il
|Znt1]
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EJEMPLO. Utilicemos el método de Newton para aproximar una raiz de 2> — 22 —1 = 0 empezando en 2o = 1.
Como f'(r) = 3% — 2z, tenemos que las dos primeras iteraciones de Newton son

T, =T — f(Io)/f/(Io) =1- (71)/1 = 2, Xo = T1 — f(J?l)/f/(lL'l) =2 3/8 = 1625

Continuando de esta manera, se llega, véase [16], a que hay convergencia a la raiz o = 1.465571 después de
seis iteraciones con una tolerancia de 107%. O

El método de Newton suele proporcionar resultados precisos en unas pocas iteraciones. Con la ayuda del
polinomio de Taylor de f en « de primer orden podremos ver por qué. Supongamos que « es la soluciéon
de f(z) = 0y que f” existe en un intervalo en el que estdn tanto « como z,. Evaluando x = « la férmula
correspondiente al primer polinomio de Taylor de f en x,, obtenemos:

1
0= fla) = fzn) + f'(@n)(a = zn) + 5 /" () = )%,
donde £ estd entre x,, y . En consecuencia, si f'(z,) # 0, tenemos

flan) _ 1)

o — Ty + f/(xn) = _2f/((£n) (O{ — xn)Q.
Y como x = — f(zn) d ibi
nt+l = Tp, , podemos escribir
f/(xn)
O — Tpy1 = —ch,((j))(a —x,)%

Si f/(x) # 0 en un intervalo I alrededor de « y x,, estd en I, entonces

1£(©)] 1 x| @)

o — Ty, <7a—xn2§Ka—xn2, donde K=-—"—F+——.

El rasgo destacable de esta desigualdad es que el error |a — 41| cometido en la aproximacién (n + 1)-ésima
estd acotado por, mas o menos, el cuadrado del error |a — x,,| cometido en la aproximacién n-ésima. En la
préctica, esto quiere decir que el nimero de cifras precisas en el método de Newton tiende, aproximadamente,
a duplicarse tras cada iteracién, lo que se denomina convergencia cuadrdtica u orden de convergencia dos.

La bondad del método de Newton se basa en la hipdtesis de que la derivada de f no se anule en las
aproximaciones a la raiz «. Si f’ es continua, esto significa que la técnica serd satisfactoria siempre que
f'(a) # 0y se use una aproximacién inicial lo suficientemente precisa. La condicién f/(a) # 0 no es banal; se
verifica precisamente cuando « es una raiz simple. Cuando la raiz no es simple, el método de Newton puede
ser convergente, pero no con la velocidad indicada anteriormente.

El método de Newton es una técnica poderosa, pero tiene algunas dificultades. Una de ellas es que si el
aproximacién inicial zy no estéd suficientemente cerca de la raiz a, el método puede no converger. Tampoco
se deberfa elegir z( tal que f'(xg) sea préximo a cero, puesto que en este caso la tangente es casi horizontal.
La convergencia del método de Newton a la raiz a dependerd, en general, de la eleccién del aproximacion
inicial zg.

La mayoria de las veces solo sabemos dar resultados de convergencia local, que solo son validos para zg
perteneciendo a un cierto entorno de la raiz a. Los métodos que convergen a « para cualquier eleccion de xg
perteneciente a un intervalo se dicen globalmente convergentes a «.

El siguiente resultado de convergencia local para el método de Newton ilustra la importancia de la
eleccion de la aproximacién inicial.

Sean f, f' y f” continuas y f’ no nula en algiin intervalo abierto que contenga a una raiz simple
a de f(x) = 0. Entonces, existen a y b, con a < a < b, tales que el método de Newton converge a
« para cualquier aproximacion inicial z¢ € (a,b).

Hay situaciones particulares en las que se tiene la seguridad de que el método de Newton converge a partir
de cualquier aproximacién inicial que se elija (convergencia global). Como muestra, véase [24], damos el
siguiente resultado sobre las condiciones suficientes de convergencia del método de Newton:
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Sea f dos veces derivable con continuidad en un intervalo [a,b] y tal que:

a) f(a)f(b) <O,
b) f/(x) £0, Ve € [a,b],
¢) f"”(x) no cambia de signo en [a, b].

Entonces, existe una tnica raiz o de f(x) =0 en [a,b] y el método de Newton converge a « para
todo aproximacién inicial g € [a, b] cumpliendo que:

i) f(zo)f"(x0) > 0, o bien,
ii) f(zo)f"(z0) <0y 21 € [a,b].

COMENTARIO ADICIONAL. > Cuando el método de Newton converge, suele hacerlo de forma rapida. Cuan-
do no converge, suele ser porque la aproximacién inicial no estd suficientemente cerca de la solucion.
Problemas tipicos de convergencia suelen aparecer cuando el valor de f'(z) estd préximo a cero en un
entorno de la solucién, donde f(z) = 0.

3.4. El método de la secante

El método de Newton converge muy rapidamente, pero necesita evaluar la derivada de la funcién en cada
paso y es muy sensible a la estimacién inicial. Para superar esta dificultad se puede reemplazar f'(x,) en la
expresion del método de Newton por el cociente de diferencias:

Tn) — f(Tn_

Tn — Tp—1

Esta aproximacién tiene su origen en la definicién de f’ en términos de un limite:

i @)= ()
uU—T r—u

fl(z) =

Cuando se realiza esta sustitucion, el algoritmo resultante se conoce como método de la secante y su expresién
es:

Ty — Ty
dados z_1,20; Znt1 = Tn — f(xn) <f(33 )—f(ml 1)), n=0,1,2...

Ya que el célculo de x,41 requiere conocer x, y x,—1, se deben dar al principio los valores de dos apro-
ximaciones iniciales (véase la figura [3.3). Sin embargo, cada x,11 requiere sélo una nueva evaluacién de f.

Figura 3.3: El método de la secante y la primera aproximacién a la raiz a.

Un criterio adecuado de parada es

@) <6 Janp—aal<e o Tl
‘xn-&-l‘

donde € es una tolerancia especificada.
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EJjemMpLO. Utilizamos ahora el método de la secante con zyp = 1 y x1 = 2 para aproximar la raiz real de
23 — 22 —1=0. Como f(1) = —1y f(2) = 3, la primera aproximacién a la raiz es:

1 — X9 2—-1
| =2-3  —= =1.25.
f(xl)f(m0)> 3—(=1)

Ahora f(z2) = f(1.25) = —0.609375 y la siguiente aproximacién es:

xo =x1 — f(21) (

1.25 -2

f(z2) = f(21)

Continuando de esta manera, se llega, véase [16], a que hay convergencia a la raiz o = 1.465571 después de
siete iteraciones con una tolerancia de 1074, O

$3=$2—f($2)(

La interpretacion geométrica del método de la secante es similar a la del método de Newton, puesto que
ahora la recta tangente a la curva se reemplaza por una recta secante.

El método de la secante tiene las ventajas de no utilizar la derivada y ser méas robusto que el de Newton.
En cambio, es mas lento que este tltimo, pero mas rapido que el de biseccién, lo que puede verse en el
siguiente resultado de convergencia local:

Sean f, f' y f” continuas y f’ no nula en algiin intervalo abierto que contenga a una raiz
simple « de f(z) = 0. Entonces, existen a y b, con a < a < b, tales que, para cualesquier
aproximaciones iniciales z_1,z9 € (a,b), el método de la secante converge a « con orden de
convergencia % (1 + \/5) ~ 1.618.

3.5. El método de Newton para sistemas de ecuaciones no lineales

El método de Newton para sistemas de ecuaciones no lineales es una extension del método utilizado para
resolver una sola ecuacion, por tanto sigue la misma estrategia que se empled en el caso de una sola ecuacion:
linealizar y resolver, repitiendo los pasos con la frecuencia necesaria. Consideramos, por sencillez, el caso de
dos ecuaciones con dos variables:

{f(aa y) =0,

g(z,y) = 0.

Si definimos la funcién F(z,y) = (f(z,y), g(z,y)), transformamos el sistema anterior en
F(z,y)=0.

Podemos realizar entonces una formulacién idéntica al caso de una variable donde la derivada estd dada en
este caso por la matriz jacobiana

, L) G
B TR T
o Y By Y

Asi, el método de Newton comienza por un vector inicial (zq,yo)T

mediante

Yn+1 Yn

y calcula el resto de aproximaciones

donde (F'(zn,yn))” ! es la matriz inversa de F’(x,,y,). Para poder aplicar este método es necesario que
F'(z,y) sea no singular.

Un problema del método anterior es que el calculo de la matriz inversa es costoso computacionalmente y
debemos calcularla en cada paso. Esto se puede resolver descomponiendo el método en dos etapas:

1. Resolver el sistema lineal con dos ecuaciones y dos incognitas:

Fan ) (50) = ~Flonsn).

Un
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Tn41 _ Tn + Un,

Yn+1 Yn Un,
El sistema lineal de la etapa 1 se puede resolver por cualquiera de los métodos vistos en el capitulo dedicado a
la resolucién de sistemas lineales, y puede resultar dificil de resolver cuando la matriz F'(z,y) es casi singular.

2. Tomar como nueva aproximacién:

EJEMPLO. Apliquemos el método de Newton para aproximar una solucién del sistema no lineal dado por

fla.y) =2° +3y2 —21 =0
g(z,y) =2 +2y+2=0

utilizando la aproximacién inicial (zg, yo)? = (1, —1)”. La matriz jacobiana es

, _ 322 6y
F(l‘7y)— (21, 2 .

En el punto (1, —1) el vector funcién y la matriz jacobiana tienen los valores

F(1,-1) = <1l7> y  F'(1,-1) = (;’ 26>.

Hacemos ahora la primera etapa:

3 —6) (uw) _ [-17 N up\ _ [ 1.555556
2 2 ) \w) "~ 1 v )~ \~2.055560 ) -

La nueva aproximacion es entonces (segunda etapa):

1) _ (wo) (o) _ (1) ( 1:555556 \ _ ( 2.555556

y1)  \Yo vo) \—1 —2.055560 ) ~— \ —3.055560 /)
Iteramos el proceso hasta que ||(tun,vn)|lco = Max{|unl, |va]} < 107¢, de manera que en la sexta iteracién
obtenemos la solucién aproximada (1.643038, —2.349787)T. Véase [16]. O

Como en el método de Newton para una ecuaciéon, la convergencia no esta garantizada. Probablemente,
el método de Newton para sistemas de ecuaciones no lineales convergera si se dan las siguientes condiciones

(I12):
a) Las funciones f y g y sus derivadas deben ser continuas y acotadas cerca de la solucién,
b) el determinante de la matriz jacobiana, llamado jacobiano, debe ser distinto de cero cerca de la solucién,
c¢) las aproximaciones iniciales de la solucién deben estar suficientemente cerca de la solucién.

Cuando el método de Newton converge, suele hacerlo de forma rapida. Cuando no converge, suele ser
porque las aproximaciones iniciales no estan suficientemente cerca de la soluciéon. Problemas tipicos de con-
vergencia suelen aparecer cuando el valor del jacobiano estd préximo a cero en un entorno de la solucion,
donde F(x,y) = 0.

NoTA. El método de Newton es facilmente generalizable al caso de sistemas de m ecuaciones no lineales con
m > 2. Un desarrollo del mismo puede consultarse en [12].

3.6. Sugerencias para seguir leyendo

Para informacion adicional sobre las técnicas del célculo de raices se recomienda Atkinson (1989) y Ralston
y Rabinowitz (2001). Para sistemas de ecuaciones no lineales pueden consultarse [I5], Ortega y Reinboldt
(2000) y Stoer y Bulirsch (2002).
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3.7. Ejercicios

1. a) Sif esuna funcién continua en un intervalo [a, b] en el que f(a)f(b) < 0, demuéstrese que el método
de biseccién aproxima un cero de f con un error en el paso n-ésimo de a lo sumo (b — a)/2" 1.

b) Determiniese entonces el nimero de iteraciones que requiere el método de biseccién para encontrar

el tinico cero de f(x) = x® — 2% — 1 en el intervalo [1,2] con un error absoluto de no mas de 107°.

2. Supongamos que el método de biseccién se inicia en el intervalo [50,63]. ;Cuédntos pasos deben darse
para calcular una rafz con una precision de 107127

3. Para f(x) = 223 — 2% + 2 — 1 se tiene que f(—4)f(4) <0y £(0)f(1) <0, asi que el método de biseccién
se puede aplicar tanto en [—4, 4] como en [0, 1]. Pero jen cudl de los dos intervalos interesa mas empezar
el método? ;Por qué? Justifiquense las respuestas.

4. El método de la falsa posicion (regula falsi). Un inconveniente del método de biseccién es que al dividir
los intervalos [a, b] en mitades iguales no se tienen en cuenta las magnitudes de f(a) y f(b). Por ejemplo,
si f(a) estd mucho més cerca del cero que f(b), parece l6gico que la raiz de la ecuacién f(x) = 0 esté mds
cerca de a que de b. Un método alternativo que aprovecha esta mejora es el método de la falsa posiciéon
y consiste en unir f(a) y f(b) mediante una recta, de manera que la interseccién de esta recta con el
eje de las x suele dar una mejor aproximacién de la raiz. (El nombre de falsa posicién (en latin, regula
falsi) viene del hecho de que al reemplazar la funcién por una recta, obtenemos una «falsa posicién» de
la raiz.)

a) Dése la férmula de la aproximacién de la raiz que se obtiene en cada paso por este método.

b) Aproximese, mediante este método y una tolerancia de 10~%, la tinica raiz de 2® — 2% — 1 = 0 que
estd en el intervalo [1,2].

5. a) Para calcular el inverso de un nimero a, sin tener que realizar divisiones o exponenciaciones,
podemos hallar un cero de la funcién f(z) = 1 — a mediante el método de Newton. Determinense,
para a > 0, aproximaciones iniciales para las que el método converge.

b) Indiquese qué funcién se utilizaria en el método de Newton para calcular ¥a, con a > 0, y

determinense aproximaciones iniciales para las que el método converge. Repitase lo mismo para

Va.
6. El polinomio p(z) = 2 + 9422 — 389z + 294 se anula para z = 1, x = 3 y = —98. El punto zo = 2
parece un buena aproximacién inicial para aproximar cualquiera de los dos primeros ceros del polinomio
mediante el método de Newton. Apliquese el método de Newton a partir de o = 2. ;Qué sucede a

partir de la segunda iteracién? Tratese de determinar tres aproximaciones iniciales que lleven a cada
una de las soluciones.

7. Para determinar la posicién de un astro o un satélite en el espacio es necesario resolver la ecuacion de
Kepler, que estd dada por M = E — esen F, donde M y e son constantes conocidas. Tomando M = 2,
determinese si converge el método de Newton en los siguientes casos:

a) e=1/2y xy € (a,7), donde « es la raiz de la ecuacién de Kepler,
b) e=1/2y xg =7/2,
c

)
)
d)
)

e) e=2yxg=m/2.

e=2y 1z € (a,m), donde « es la rafz de la ecuacién de Kepler,

6:2y$():37T/4,

8. Sea la ecuacién 23 — 322 +z +3 =0.

a) Demuéstrese que la ecuacién tiene una tinica solucién en el intervalo [—1,0].

b) Calcilense tres iteraciones del método de Newton utilizando como aproximacién inicial zo = 1.
1 Qué se puede decir?

¢) Aproximese, mediante tres iteraciones del método de Newton, la tinica solucién de la ecuacién en el

intervalo [—1, 0], utilizando una aproximacién inicial a partir de la cual se garantice la convergencia
del método de Newton a la solucién. Justifiquese la eleccién de la aproximacién inicial.



3.7. EJERCICIOS 37

10.

11.

12.

13.

14.

. Raices complejas de ecuaciones. También podemos utilizar el método de Newton para calcular las raices

complejas de una ecuacién f(z) =0, donde z = x + iy es un nimero complejo, mediante

T T G,
n

n=0,1,2...

Para ello debemos dar un ntimero complejo como aproximacién inicial zy para el método de Newton.
[2n = 20l
|2n|
y Re(w) e Im(w) son respectivamente las partes real e imaginaria de w. Utilicese el método de Newton

para encontrar una raiz compleja de la ecuacién f(z) = 22 — 2z +4 = 0 y calctilese el error.

El correspondiente error se puede estimar a partir de £ = /Re(w)? + Im(w)2, donde w =

El método de Newton modificado. El método de Newton pierde su convergencia cuadratica en el caso
de raices repetidas, pasando a tener solo convergencia lineal. Sin embargo, si se conoce la multiplicidad
de la raiz (o se puede estimar), es posible, para preservar la velocidad de convergencia, modificar el
método de la siguiente forma:

f(@n)’

donde m es la multiplicidad de la raiz buscada. Este método se llama método de Newton modificado.
Verifiquese lo anterior, comparando los resultados, cuando se aproxima la raiz doble mas cercana a 1
de la ecuacién z® — 222 — 0.75z + 2.25 = 0 mediante los métodos de Newton y Newton modificado.

n=0,1,2...,

Tp+1 = Tn —

Aceleracion de la convergencia. Una aspecto interesante a la hora de aplicar un método iterativo es la
posibilidad de acelerar su convergencia (siempre que sea posible). Por ejemplo, el método de Newton
tiene convergencia lineal cuando aproxima raices multiples, salvo que modifiquemos el método con-
venientemente (ejercicio anterior), aunque esta modificacién requiera del conocimiento previo de la
multiplicidad de la raiz. El método A? de Aitken es una técnica que permite acelerar la convergencia de
una sucesién que converge linealmente, independientemente de su origen o &mbito de aplicacién. Asi, si
(xn—i-l - xn)2
Tp42 — 2xn+1 + mn7
para todo n > 0, entonces la sucesién {y,} también converge a « y, en general, mas rapidamente. (En
[7] puede verse la deducién de la sucesién {y, }.) Verifiquese lo anterior para la sucesién {z,} dada por

la sucesién de aproximaciones {x, } converge linealmente a « y definimos y,, = z,, —

1
T, =cos | — |, para todo n > 1.
n

Iteracion de punto fijo. El método de Newton es un ejemplo de método iterativo que calcula una
sucesién de aproximaciones mediante una férmula del tipo z,+1 = g(z,), para todo n > 0. Un método

asi definido se llama iteracién de punto fijo. Para el método de Newton la funcién g es g(z) = = — ;,((Zz)).

Obsérvese que aproximar las raices de f(x) = 0 es equivalente a aproximar las raices de g(z) = z, que
son los puntos fijos de g.

a) Interprétese geométricamente este método.

b) Sea g: I — I, donde I es un subconjunto cerrado de R, tal que |g(z) — g(y)| < Llz —y|y L < 1.
Demuéstrese que existe una tnica raiz de la ecuacién g(x) = x que se puede obtener como limite
de la sucesién {z, 1 = g(x,)}, para todo n > 0, a partir de cualquier aproximacién inicial z¢ € 1.

¢) Si aplicamos la iteracién de punto fijo a la funcién g(x) = 2 + (z — 2)* empezando en z¢ = 2.5,
encuéntrese el intervalo I de aproximaciones iniciales para el que el método converge.

Si se utiliza el método de la secante para encontrar los ceros de f(x) = 23 — 322422 —6 = 0 con 29 = 1
y x1 = 2, jcudl es xo7

4 T

Sean las ecuaciones z* —x—10 = 0 y x —e™" = 0. Determinense las aproximaciones iniciales y utilicense
para encontrar las aproximaciones a las raices con cuatro cifras decimales mediante el método de la
secante.
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15. Realicense tres iteraciones del método de Newton en dos variables para aproximar las soluciones de los

sistemas

3

. 2,2 _ 2,2 4
a){x—sen(x—I—y) b){4x y> =0 ){a:y +z%y+x .

y = cos(z — y). day? —x =1 23y — 220y — 22
partiendo de los puntos (1,1), (0,1) y (2,2) respectivamente.
16. Verifiquese que (1,1) y (—1,—1) son soluciones del sistema no lineal

22492 -2=0
zy—1=0.

Expliquense las dificultades que tiene el método de Newton para hallar dichas soluciones.



Capitulo 4

Aproximacion de funciones y datos

4.1. Introduccién

La necesidad de aproximar funciones y datos se presenta en muchas ramas de la ingenieria y las ciencias. El
concepto de aproximacién se basa en reemplazar una funciéon f por otra mas simple, f, que podamos utilizar
como sustituto. Como veremos en el siguiente capitulo, esta técnica se utiliza frecuentemente en integracion
numérica, donde, en lugar de calcular f; f(x) dzx, calculamos de forma exacta ff f(z) dx, donde f es una
funcién fécil de integrar (por ejemplo, un polinomio). También puede ocurrir que solo se conozca la funcién
f parcialmente por medio de valores en alguna coleccién finita de datos. En estos casos construiremos una
funcién continua f que represente a la coleccién de datos. En [23] se muestran varios ejemplos.

Sabemos que una funciéon f se puede reemplazar por un polinomio de Taylor en un intervalo dado.
Computacionalmente, esta sustitucién es costosa porque requiere del conocimiento de f y sus derivadas
hasta el orden n (el grado del polinomio) en un punto zy. Ademads, el polinomio de Taylor puede fallar para
representar a f suficientemente lejos del punto zp, como podemos ver en el siguiente ejemplo. En la figura[4.]]
se compara el comportamiento de f(x) = 1/x con el de su polinomio de Taylor de grado 10 construido
alrededor del punto g = 1: Po(z) =2 —a+(z - 12— (2 - 12+ (z—-1)* - (2 - 1)’ +(z - 1)0 - (2 — 1) +

(x — 1) — (2 — 1) + (# — 1)!°. La afinidad entre la funcién y su polinomio de Taylor es muy buena en un
pequeiio entorno de xy = 1, mientras que resulta insatisfactoria cuando & — zq se hace grande ([23])

1
1
1
1
1
1
1
1
1
201 1
1
1
1
1
151 1

1

1

1

10 15

Figura 4.1: Comparacién entre la funcién f(xz) = 1/z (linea continua) y su polinomio de Taylor de grado 10

alrededor del punto zgp = 1 (linea discontinua).

Puesto que los polinomios de Taylor tienen la propiedad de que toda informacién que se utiliza esta
centrada en un tnico punto xg, es comin que estos polinomios den aproximaciones poco precisas a medida
que nos vamos alejando de xg, lo que limita la utilizaciéon de aproximaciones mediante polinomios de Taylor
a situaciones en las que éstas sean necesarias unicamente en puntos cercanos a xg. Para realizar calculos
ordinarios resulta méas eficaz utilizar métodos que empleen la informacién disponible en varios puntos. A lo
largo de este capitulo introducimos métodos de aproximacién que se basan en enfoques alternativos. El uso
primordial de los polinomios de Taylor en andlisis numérico no es para generar aproximaciones, sino para

construir técnicas numéricas.

39
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El estudio de la teoria de aproximacién implica dos tipos de problemas. Un problema surge cuando se tiene
explicitamente una funcién pero se desea encontrar un tipo de «funcién més simple», como un polinomio,
que se pueda usar para determinar los valores aproximados a la funciéon dada. El otro problema consiste
en ajustar funciones a datos dados y encontrar qué funcién, dentro de una cierta clase, es la que «mejor»
representa los datos. Estudiaremos ambos problemas en este capitulo.

4.2. Interpolacion

En una gran variedad de problemas es deseable representar una funciéon a partir del conocimiento de
su comportamiento en un conjunto discreto de puntos. En algunos problemas solo tendremos valores en un
conjunto de datos, mientras que en otros, buscaremos representar una funcién mediante otra méas simple.
En el primer caso hablaremos de interpolacion de datos, y en le segundo de interpolacion de funciones. En
ambos casos el objetivo es obtener estimaciones de la funcion en puntos intermedios, aproximar la derivada
o la integral de la funcién en cuestién o, simplemente, obtener una representaciéon continua o suave de las
variables del problema.

La interpolacidn es el proceso de determinar una funcién que represente exactamente una coleccion de
datos. El problema de interpolacién se puede formular, en general, en los siguientes términos: sean (x;, f;),
it = 0,1,...,n, pares de valores reales dados de manera que x; # z;, ¢ # j, jexiste alguna funcién ]?7 de
tipo predeterminado, tal que f(xz) = f;, para todo i = 0,1,...,n? Los puntos x; se llaman nodos y la
tal funcién j‘vse llama funcién de interpolacion del conjunto de datos {f;; i = 0,1,...,n}. En caso de que
los {f;} representen los valores alcanzados por una funcién continua f, entonces f se denomina funcién de
interpolacién de f.

Dependiendo del tipo de funciones de interpolacién que se consideren, se distinguen varios tipos de inter-
polacién, entre los que se pueden citar: polindmica, trigonométrica, spline (interpolacién polinomial a trozos),
racional y exponencial. El tipo mas elemental de interpolacion consiste en ajustar un polinomio a una colec-
cién de datos, que se conoce como interpolacion polinémica. Los polinomios tienen derivadas e integrales que
son polinomios, asi que son una eleccién natural para aproximar derivadas e integrales. Por simplicidad, solo
vamos a considerar la interpolacién polinémica de Lagrange y la interpolaciéon mediante funciones splines.

4.2.1. Interpolacién polinémica de Lagrange

Centrémonos en la interpolacién polinémica de Lagrange. Dada una tabla de n + 1 puntos (x;, f;), i =
0,1,...,n, con x; # x;, © # j, llamamos interpolaciéon polinémica a la determinacién de un polinomio p,, de
grado < n y tal que

pn(xi):fi, i:O,l,...,n.

El polinomio p,, recibe el nombre de polinomio de interpolacion de los valores f; en los nodos z;. Cuando f;
sea el valor de una funcién f en x;, ¢ = 0,1,...,n, hablaremos de interpolacién polinémica de la funcién f
en los nodos x;, p, se llama entonces polinomio de interpolacién de f y se suele denotar por p,, f.

Existencia y unicidad del polinomio de interpolacién
La existencia y unicidad del polinomio anterior de interpolacién p,, se sigue a partir del método de los
coeficientes indeterminados para calcular los coeficientes de p,,. Asi, buscamos un polinomio p,, de grado
n tal que, para zg < x1 < -+ < xn ¥ fo, f1,---, fn, se cumpla:
pn(x;) = fiy, paratodo i=0,1,...,n.
La manera aparentemente mas simple de resolver el problema es escribir:
pn(x) = ap + a1z + axx® + -+ + apa”,

donde a; (i =0,1,...,n) son incdgnitas a determinar mediante las relaciones:

fi = pulxi) = ap + a1 + apx? + -+ apal, i=0,1,...,n.
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Six:(aOaala"'aan)T7b:(f07fla"'7fn)Ty

2 n
1 =z acg g
n
1 =z ¥ ]
T= . e
2 n
1 =z, =z il

las relaciones anteriores se pueden escribir como el sistema lineal
Tx = b.

La matriz T se denomina matriz de Vandermonde asociada a los nodos xg, x1,...,Z, y su determinante
es no nulo (por ser los puntos x; distintos), por lo que el problema se reduce a resolver un sistema lineal de
n + 1 ecuaciones con n + 1 incégnitas con solucion tnica.

EJEMPLO. Calculemos el polinomio que interpola la siguiente tabla de datos:
z || 0| 7/2
fl1o} 1
Como hay dos datos, el polinomio es lineal de la forma p; () = ap+a;2. Si aplicamos la condicién py (z;) = f;
(i =1,2), obtenemos el sistema
apg = 0
ap =+ g ay = 1

cuya solucion es ag =0y a; = % Por lo tanto, pi(z) = %x Si los datos de la tabla corresponden a la funcién
f(z) = senz, vemos en la figura[£.2]la aproximacién de f(z) mediante el polinomio p;(z). O

1t >
Yy =senzw e
A y=m(r) =z
7
2
. . .z _ ’ . . . . .z _ . g

Figura 4.2: FUI;CIOH y =senz (.hnea continua) y su polinomio de interpolaciéon y = pi(z) = =z en los nodos
9 =0y 2y = § (recta discontinua).
COMENTARIOS ADICIONALES. > Es importante resenar que si interpolamos una funcién f en n+1 puntos

distintos, podemos obtener que el grado del polinomio de interpolaciéon p,, sea distinto de n. De hecho,
aunque n sea grande, el grado del polinomio puede ser pequeno. Por ejemplo, si interpolamos la funcién
flx) = 2 + 223 — 22 + 2 + 1 en los puntos {—2,—1,0,1}, debido a la unicidad, el polinomio de
interpolacién es ps3(z) = 3z + 1.

> Aunque el método de los coeficientes indeterminados es el primer método en el que se piensa cuando se
intenta hallar el polinomio de interpolacién p,,, resulta excesivamente laborioso cuando n no es pequeno.
Conviene entonces recurrir a otros métodos. Describimos a continuacién dos alternativas que son muy
adecuadas para implementarse en un ordenador: el polinomio de Lagrange y el polinomio de Newton.
Aplicaremos la expresién méas conveniente segin sean los datos del problema.
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Polinomio de interpolacién de Lagrange

Comenzamos con el polinomio de interpolacion de Lagrange, que se define de la siguiente manera:

n L -
pu(@) =" fiti@), donde fi(x) =[] 2.
i=0 j=o0"" 7

i

Los polinomios ¢; se denominan polinomios fundamentales de Lagrange.
Obsérvese que ¢;(z;) = 1y ¢;(x;) = 0, de manera que

pr, es un polinomio de gradon 'y pp(z;)=fi (i=0,1,...,n).

Luego el polinomio de interpolaciéon de Lagrange es efectivamente el polinomio solucién del problema de
interpolacion.

EJEMPLO. Veamos cudl es el polinomio de interpolacién de Lagrange que interpola los datos de la siguiente
tabla:

Los polinomios fundamentales de Lagrange son:

(r—z1) (2 — 20) _(x—w/2)(m—7r)_7x_7r v
ble) = (o —3?1)(550 — T2) B (0—77/2)(0—77) 2 ( /2 )
(x—xo)(z—22)  (2—0)(x—m) ——ixx—ﬂ
b= = (x1 —@o)(x1 —x2)  (7/2-0)(m/2—m) w2 ( &
L) (@O 2
ba(w) = (2 —20) (2 — 1) (7 —0)(7x —7/2) =2 (& —m/2)

Luego el polinomio de interpolacién sera:

% x(x —7/2) = —%(xz — 7).

Si los datos de la tabla corresponden a la funcién f(x) = senz, vemos en la figura la aproximacién de
f(z) mediante el polinomio ps(z). O

\
SIS
.

Figura 4.3: Funcién y = sen z (linea continua) y su polinomio de interpolacién y = po(x) = — =% (22 — 7x) en

los nodos xg =0, x1 = § y x2 = 7 (pardbola discontinua).

COMENTARIO ADICIONAL. > Una ventaja del polinomio de interpolaciéon de Lagrange es que su imple-
mentacién en el ordenador es muy sencilla. Otra ventaja es que si queremos resolver varios problemas
de interpolacién con los mismos nodos, entonces solo tendremos que modificar los valores de f; una vez
calculados los polinomios fundamentales de Lagrange.
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Polinomio de interpolacién de Newton

Vamos a estudiar a continuacién un método més eficiente de construcciéon del polinomio de interpolacion.
Si construimos el polinomio de interpolacién por cualquiera de los dos métodos anteriores y, por alguna cir-
cunstancia, necesitamos afiadir un nuevo punto (Z,41, fn+1), €n ambos casos se tienen que rehacer todos los
calculos para determinar el nuevo polinomio de interpolacién. La formula de Newton permite calcular este
nuevo polinomio p, 41 conocido el polinomio anterior p,,. Para ello es necesario expresar el polinomio de inter-
polacién p,, en términos de «diferencias» (divididas) de valores de la funcién en los puntos de interpolacién.
Asi:

Dado m > 0, si definimos f[x;] = f;, i =0,1,...,n, se denomina diferencia dividida de orden
m de f en el punto x;, y se denota por f[z;, Zit11,. .., Titm—1,Titm], al cociente:
~ flrsn g, Tigme1] = flign, - Tigm— 1, Tigm)
.f[xia Tit1yeveyLitm—1, xi+7rz] - .
Ti — Tit+m

A partir de las diferencias divididas, el polinomio de interpolacién se determina como

pn(z) = flzo] +Z flzo, 21, i H(I*Ij) ;

que se conoce como polinomio de interpolacion de Newton.
Si anadimos a continuacién un nuevo par de interpolacion (41, fn+1), €l nuevo polinomio de interpolacién
se puede expresar como:
n

pn+1(I) = pn(aj) + f[l’o,l’l, s vxn+1] 1_[(:17 - xj)'
=0

COMENTARIOS ADICIONALES. > Una ventaja del polinomio de interpolaciéon de Newton radica en el hecho
de que anadir nuevos nodos no afecta a los coeficientes ya calculados, por lo que se puede ir aumentando
el grado del polinomio y conseguir la precisién deseada sin tener que calcular de nuevo todos los coefi-
cientes, ya que, por construccién, cada polinomio se obtiene del anterior mediante la ultima igualdad.
Como consecuencia de este hecho, se suelen tomar los nodos en cierto orden, considerando primero los
més préximos al punto que nos interesa, aunque el polinomio obtenido finalmente es independiente del
orden considerado.

> Obsérvese que las diferencias divididas son recursivas, puesto que las de orden superior se calculan a
partir de las de orden inferior. Esta propiedad de la recursividad es muy aprovechable a la hora de
implementar eficientemente este método en un ordenador.

> Las expresiones de los polinomios de interpolacién de Lagrange y de Newton requieren de un trabajo
computacional semejante cuando solo se desea realizar una interpolacién, aunque el de Lagrange es mas
facil de implementar en un ordenador debido a que no requiere calcular ni almacenar las diferencias
divididas. Si a priori no se conoce el grado del polinomio de interpolacion, la expresién de Newton es
més conveniente, como podria ocurrir por ejemplo en el caso de que fuera mejor no utilizar todos los
nodos del conjunto de datos disponibles.

> Los polinomios de Lagrange y de Newton no proporcionan un polinomio en su forma convencional, tal
y como hace el método de los coeficientes indeterminados, pero son técnicas méas eficientes.

EJEMPLO. Obtengamos a continuacién la formula de interpolaciéon de Newton para la siguiente tabla:
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Construimos el siguiente cuadro sinéptico para las diferencias divididas

z| f
2| 4]

41 8 f12,4,6] = 2=2 =| 1
f14,6) = ¥=8 =3 f12,4,6,8] = =25 =) 1
6| 14 f14,6,8] = =2 = —1

8| 16

Y, a partir de la diagonal superior de cuadro anterior, construimos el polinomio de interpolacién: psz(x) =
4+42@-2)+ 3z -2)(z—4) - i@ -2)(z—4)(x—6) = -2+ Iz — bz +8. O

Error de interpolacion

A la hora de reemplazar el valor de la funcién f por su polinomio de interpolacién p,, f en puntos distintos
de los puntos de interpolacion es importante estimar el error:

Enf(x) = f(I) - pnf(m)v x € [av b}v

donde [a, b] es un intervalo que contiene a los nodos de interpolacién.

Si la funcién f estd tabulada y no conocemos su expresion analitica, no podemos estimar el error que se
comete con el polinomio p, f cuando reemplaza a la funcion f.

Cuando la funcién f es suficientemente regular, podemos evaluar el error obtenido, cuando reemplazamos
f por su polinomio de interpolacion p,, f, mediante el siguiente resultado:

Si py, f(z) interpola a la funcién f(z) en los nodos distintos z;,7 = 0,1,...,n,y f(x) tiene derivadas
continuas hasta orden n+1 en un intervalo [a, b] que contiene a los nodos de interpolacién, entonces
para cualquier z € [a, ], existe un £ € [a, b] tal que

Fr )

Enf(z) = f(z) —puf(z) = (n+1)!

(x —zo)(x—21) - (T — Ty).

Obviamente, E, f(z;) =0,i=0,1,...,n.
Por otra parte, si los puntos de interpolacién estdan uniformemente distribuidos en el intervalo [a,d], es

decir, x; = a + le coni=0,1,...,n,y h= —b;“, entonces se puede demostrar que
hn+1 ( 1
E,.f(x)| < —— méx |f\" x)|.

De modo que si méx,¢[q,p] |f(”+1)(a?)| < M, donde M es una constante independiente de n, entonces el error

de interpolacién tiende a cero segin h se va acercando a cero. Este es el caso de las funciones trigonométricas
sen(z), cos(x) y de la exponencial e” en un intervalo finito.

EJEMPLO. Calculemos una cota del error cuando se aproxima f(x) = cosz mediante un polinomio de in-
terpolacién con 11 nodos igualmente espaciados en [1,2]. Como n = 10, a = 1, b = 2, f0(z) = senz y
| (2)] <1 = M, se obtiene h =1/10 y

1/10)11
|Enf(2)] < % ~2.50 x 1071, O

La propiedad anterior (derivadas de todo orden acotadas uniformemente) no la poseen todas las funciones.
El ejemplo clésico es la funcidn de Runge ([5]):
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Si la funcién f(z) = ﬁ se interpola en puntos equiespaciados en el intervalo [—5, 5], el error
MaX,e[—5,5 | Enf(x)| tiende a infinito cuando n — oo. Esto se debe al hecho de que, si n — oo,

el orden de magnitud de max,c[_5 5] |+ (2)| pesa mas que el orden infinitesimal de

hn+1
(n+1)!"

Obsérvese en la figura [£.4] que, al aumentar el grado del polinomio, en vez de mejorar la aproxi-
macién global, empeora, puesto que los polinomios de interpolacién se desvian cada vez mas de
la funcién, sobre todo cerca de los extremos. Esta funcién indica que al aumentar el grado n del
polinomio de interpolacién, no necesariamente obtenemos una mejor reconstruccién de la misma.

—10}

Figura 4.4: Polinomios de interpolacién de grados 4, 8, 12 y 16 (lineas discontinuas) junto a la funcién de

Runge f(z) = %

COMENTARIO ADICIONAL.

13,7 (linea continua).

> Para que la expresién anterior del error de interpolacién sea tutil, debemos

conocer la funcién f, que ademés debe ser diferenciable, lo que puede no ocurrir. Hay una férmula
alternativa que no requiere del conocimiento previo de la funcién y que utiliza una diferencia dividida
para aproximar f(t1),

Enf(z) = f[x()a:rh ..

T,z —xo)(x —x1) - (T — Ty),

pero esta férmula no permite encontrar el error, puesto que contiene la incégnita f(z). Sin embargo, si
se tiene un dato mds, f(x,+1), podemos utilizar la férmula anterior de la siguiente forma para estimar
el error:

E,f(x) =~ flro,x1,. ., Tnt1](x —xo)(® — 1) - - (T — 2p).

Ademsds, como el error se anula en los nodos de interpolacién, deducimos la siguiente propiedad de las
diferencias divididas:

4.2.2.

Si f es derivable con continuidad hasta la derivada n-ésima en un intervalo I y xg, 1, ..., Tni1
son n + 1 puntos distintos del intervalo I, entonces existe un punto &, comprendido entre el

LG

menor y el mayor de los z;, tal que f[zg,z1,.. '
n!

Interpolacion mediante funciones splines

El problema de la interpolacién polinémica de Lagrange presenta inconvenientes cuando hay muchos nodos
o cuando la funcién a interpolar no se parece mucho a un polinomio. El aumento del nimero de nodos vy,
por tanto, del grado del polinomio, en lugar de proporcionar més precision, provoca mayores oscilaciones del
polinomio de interpolacién e inestabilidad en el calculo como hemos visto para la funcién de Runge.

Para evitar estos problemas, podemos utilizar una alternativa que consiste en dividir el intervalo en un
numero finito de subintervalos y construir un polinomio de aproximacién diferente en cada subintervalo, lo
que se conoce como aproximaciéon polinémica segmentaria o aproximacion polinomial a trozos. Esta
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aproximacién evita los inconvenientes mencionados anteriormente limitando el grado del polinomio. Como
contrapartida, las condiciones de interpolacién se satisfacen localmente, utilizando polinomios distintos en
cada intervalo. La curva asi construida se conoce como spline, que es un polinomio a trozos lo més suave posible
en todos los puntos en los que los polinomios se juntan. La obtencién de los polinomios es numéricamente
estable y puede hacerse utilizando matrices dispersas (matrices con muchos ceros), véanse [5 [7].

La aproximacién polinomial a trozos méas habitual, por sus propiedades de suavidad y simplicidad, utiliza
polinomios ctibicos en cada subintervalo y se llama interpolacion mediante splines ctibicos. Un spline cibico
se define de la siguiente manera.

Dados los puntos a = 29 < 1 < - -+ < &, = b, llamamos funcién spline ctibico a una funcién S(x)
definida en [a, b] tal que:

= larestriccién de S(z) a cada subintervalo [z, z,41], que denotaremos por S;(x), j =0,1,...,n—
1, es un polinomio ciibico,
= S(x) es derivable con continuidad hasta la segunda derivada en [a, b].
Notemos que el intervalo [a, b] se subdivide en varios subintervalos y los valores que dividen el intervalo

se llaman nudos, que pueden ser los mismos que los nodos, pero que no siempre es el caso.
Para construir el spline cibico S(z) que interpole a f en los nodos

a=xg<x1<--<xp =>,

aplicamos la primera condicién de la definicién a los polinomios ctibicos y escribimos S(z) en cada subintervalo
[, zj41] de la forma:

S;i(x) = aj +bj(x — ;) +cj(x —x;)* + dj(x —x;)* = S(z), j=0,1,...,n—1,

donde aj, b;, ¢; y d; son las constantes a determinar (4n incognitas).
Como queremos que S interpole a f, se tiene que cumplir que

S(zj)=f; = f(z;) = a;=[f(z;), i=0,1,...,n,

de manera que tenemos n + 1 ecuaciones.

Para determinar bj, ¢; y d;, usamos la segunda condicién de la definicién, que dice que S, S" y S” son
continuas. Por lo tanto,

! !/ 1! 1!
Sj(xj+1) = Sjr1(zj+1), Si(xjr1) = S (xj41), SH(xjp1) = 74 (Tj41),

para cada j = 0,1,...,n — 2. Cada una de estas igualdades da n — 1 ecuaciones.

En total, se tienen (n+1)+3(n—1) = 4n—2 ecuaciones, pero 4n incognitas. Entonces, es necesario imponer
dos condiciones mas al spline cibico S para poder determinarlo. Las dos opciones més frecuentemente usadas
son:

= Condiciones de frontera libre: S (xg) =0 (= ¢ =0) y S"(z,) =0 (= ¢, = 0); la funcién S resultante
se llama spline cibico natural.

» Condiciones de frontera fija: S’(zo) = f'(z0) (= bo = f'(x0)) v S'(xn) = f(xn) (= by = f(zn)); S
recibe el nombre de spline cibico sujeto.

En ambos casos se tienen 4n ecuaciones con 4n incognitas.
Como los términos ;41 —x; apareceran repetidamente en el desarrollo, es conveniente que introduzcamos
una notacién méas simple:
hj:xj+1*xj7 j:(),l,...,nfl.

De Sji1(xj41) = Sj(xj41) se sigue que
aj1 = f(2j41) = Sjr1(j41) = Sj(@j41) = aj +bjhy + ¢;hf +d;h3, j=0,1,...,n—1. (4.1)

Como S)(x) = bj + 2¢j(x — x;) + 3d;(z — x;)* y S (x) = 2¢; + 6d;(x — x;), entonces, por la continuidad de
la primera derivada, tenemos

bjt1 = S§+1($j+1) = S;-(.%'jJrl) =b; +2cjh; + 3djh?, 7=0,1,...,n—1. (4.2)
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Anélogamente por la continuidad de la segunda derivada
26j+1 = S]/-/_i_l(fﬂj_._l) = S;/(Zj+1) = QC]' + 6djhj = Cji+1 = Cj + dehj, j = 0, 1, ey, — 1. (43)

Despejando ahora de la igualdad anterior d; y sustituyendo su valor en (4.1), después de reordenar esta
ecuacién, se sigue que

1 h; .
bj:;(aj+1*aj)*§](0j+1+20j)v J=0,1...,n—1,
J

Analogamente, despejando d; de la igualdad (4.3]) y sustituyendo su valor en (4.2)), obtenemos
bj+1:bj+hj(0j+1—20j), 7=0,1,...,n—1.

Finalmente, combinando las ecuaciones anteriores, tenemos

3 3 .
hjCj + Q(hj + hj+1)Cj + hj+10j+2 = —(aj+2 - aj+1) - —(a]—H - aj), ] = 0, 1, vy, — 2.
hjt1 h;
El calculo de ¢; se realiza resolviendo el sistema lineal Ax = b, de orden n+1, donde x = (co, c1, . . ., en)T

es el vector de las incognitas, b el vector de los términos independientes y A la matriz de coeficientes (matriz

tridiagonal estrictamente dominante).
Las expresiones de la matriz A y el vector b que se obtienen para el spline ciibico natural son ([3])

1 0 0 0 e 0
ho 2(h0 + hl) h1 0 e 0
0 hy 2(/11 + hg) ho S 0
A | ) ) . ’
0 0
0 0 hn72 2(hn72 + hnfl) hnfl
0 0 0 0 1
0
h%(az —ay) — ,TO(CM —ap)
b= : ,
h,?_l (an a‘nfl) - hn3 2 (anfl - an72)
0
y para el spline cibico sujeto
2hg ho 0 0 e 0
ho  2(ho+ hy) hy 0 e 0
0 hy 2(h1 + hg) ho R 0
Ao . ) } . 7
0 0
0 0 s hn—2 2(hn—2 + hn—l) hn—l
O 0 e O hn—l 2hn—1
(a1 — ag) — 3f'(a)
h%(az —ap) — %(01 —ap)
b =

hn?)—l (an - an—l) - hn3—2 (an—l - an—Q)

3f/(b) - %(an — an_l)

Por las propiedades de la matriz A, los sistemas de ecuaciones lineales se pueden resolver, en ambos casos,
mediante el método de eliminacién de Gauss sin pivoteo o la factorizacién LU de Doolitte. Y para el caso
de sistemas grandes (n grande), tanto el método de Jacobi como el de Gauss-Seidel convergen a la solucién
exacta (siendo este tltimo més rapido).
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EJjemMPLO. Construimos un spline ctibico sujeto que se ajuste a la tabla

2
\ 1 2]3/2

y que verifique las condiciones S’(0) = 1/5 y S’(3) = —1. Calculamos primero las siguientes igualdades:

1}2 (4.4)

(o] Ren}

z |
I

1 3
a = f(wo) =0, a1=flz1) =5, az=flz2) =2, a3=f(a3)=3.
Como n = 3, tenemos
3_3 9
2 1 0 0 co 52; g 10
L 41 0fla|l_f2-3|_|3
S sy
cuya solucion es
oD _ 63 I
750 "0 P 500 ° 507
Ahora
a; — Qg (260 + Cl)ho 1 Cc1 —C 12
bO - - = -, dO = = —,
ho 3 5 3hg 25
b 7&27&17(201+02)h17¥ d 76270177§
T 3 ~ 25 YT 3h 25
as — a2 (202 + Cg)hg 17 C3 — C2 17
b2 = — = —, d2 = = —,
ho 3 25 3ho 25
Luego
So(z) = ap+bo(x —x0) + co(x — 20)% + do( — 70)?
iy — Za? 4+ 243, 0<z <1,
Si(z) = ai+bi(z—m)+er(r—x1)? +di(x—21)3
S(x): o 1+Q(z—1)+@(1‘—1)2—ﬁ(1’—1)3 1<x<2
= 2717325 50 25 ) ST >4
Sa(x) = ag+ba(z — x2) + ca(w — 22)% + do(z — 22)3
= 24+ 3(z—-2)— Bz -2+ L= —2)> 2<z<3.

En la figura [4.5| podemos ver la grafica del spline cibico anterior S(z). O

201 Yy = SQ(x)

y = S1(z)

10+

Ty = So(z)

L L L L L L
05 10 15 20 25 30

Figura 4.5: Spline cubico sujeto y = S(z) que interpola la tabla de datos
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4.3. Aproximacion de minimos cuadrados

Habitualmente los datos obtenidos a partir de experimentos conllevan errores sustanciales, de manera
que la interpolacién puede ser inadecuada y dar resultados poco satisfactorios cuando se utiliza para pre-
decir valores intermedios. Una estrategia mas adecuada en estos casos consiste en obtener una funcién de
aproximacién que se ajuste a la tendencia general de los datos, aunque no coincida en todos ellos. Diferentes
funciones de aproximacion se podrian entonces trazar, pero es conveniente dar algtin criterio que sirva de
base para el ajuste de los datos. Una opcién consiste en encontrar una curva que minimice la discrepancia
entre los datos y la curva. Un procedimiento que se puede utilizar para alcanzar dicho objetivo es el método
de minimos cuadrados.

4.3.1. Aproximacion discreta de minimos cuadrados

Sea un conjunto discreto de puntos zg, 1, ..., T, en el intervalo [a,b] y sean n + 1 valores reales y;, de
forma que se tienen los pares (z;,y;). Los puntos y; han sido obtenidos mediante mediciones experimentales
sobre cada punto x;, o bien, porque cumplen y; = f(x;) para una funcién f(z) conocida al menos en los
puntos z;. Dado un conjunto de funciones conocidas f;(x), j = 0,1,...,m, definidas sobre [a, ], queremos
encontrar la funcién

x) = Zajfj(x), a; € R,
§=0

que mejor se ajusta a los puntos dados, en el sentido de minimizar el error cuadratico
n

> (i —ulwi)®.

i=0
Nota. Las funciones f;(z), j = 0,1,...,m, definidas sobre [a,b] se escogeran dependiendo de la forma de
la nube de puntos (z;,y;), o bien, de las sospechas que tengamos respecto al comportamiento de f(x). Por
ejemplo, si observamos comportamientos periédicos, convendra escoger como f; (x) funciones trigonométricas
del tipo sen(jz) y cos(jz), j =0,1,...,m; si observamos un comportamiento polinémico, escogeremos f;(x)
como funciones polinémicas (por ejemplo, 27, j = 0,1,...,m).

Como queremos que

n n m
2
E (yi —u(z))” = Yi — g ajf] ;) = E(ag, a1, .., am)
i=0 i=0 j=0
. ok )
sea minimo, tenemos que resolver, para cada k =0,1,...,m, Y 0, i.e.:
ag

=23 |y =Y aifi(m) | frlws) =0;
i=0 Jj=0

es decir, resolver
n

D (Wi —aofo(w:) = - = amfm(@)) fr(@:) =0, k=0,1,...,m.
i=0
Agrupando todos los a; en cada ecuacion, se tiene que se pueden escribir como:

n

aOZf (:Cz)fk Zq +alzfl fk :Cz) +amz.fm Ty fk Zysz 7

1=0 =0 =0

para k =0,1,...,m. Si definimos la matriz (n + 1) x (m + 1):

fo(zo)  fi(zo) ... fm(z0)
) fl(xl) fm(xl)

folwn) fi(en) - fulen)
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y los vectores x = (ag, a1, ..., am)’ ey = (Yo,y1,.-.,yn)’, entonces las m+1 ecuaciones anteriores se pueden
escribir como
MTMx=MTy o Ax=b,

donde MTM = Ay My = b, que es un sistema lineal de m + 1 ecuaciones con m + 1 incégnitas. La matriz
A es simétrica por definicién, y se tiene el siguiente resultado:

Las funciones f;(z), 7 = 0,1,...,m, son linealmente independientes si y solo si la matriz A es
definida positiva.

Por tanto, si tomamos f;(x) (j = 0,1,...,m) linealmente independientes (en los casos trigonométrico y
polindmico asi son), se tiene que el sistema anterior tiene una tnica solucién a;, j = 0,1,...,m, que hace
que la funcion u(z) = 377" ; a; fj(x) tenga una magnitud de error de aproximacién Y (y; —u(z;))* minima
entre todas las funciones de este tipo.

La solucién del sistema lineal puede entonces calcularse por cualquiera de los métodos vistos en el capitulo
correspondiente, siendo especialmente adecuado el de Cholesky por ser A una matriz simétrica y definida
positiva, o bien, si m es grande, el método iterativo de Gauss-Seidel por el mismo razonamiento. Adema4s,
véase [I], existen otros métodos, que no veremos, que se favorecen de que el sistema Ax = b se puede escribir
de la forma MTMx = MTy.

EJEMPLO. Vamos a aplicar la aproximacién discreta de minimos cuadrados para obtener la recta que se
ajusta a la siguiente tabla de datos:

sl -1]1] 3
y| 6[1]11 (4:5)
Como fo(z) =1y fi(z) = z, tenemos que
fO(_l) f1<_1) I -1 1 1 1
M=Hn hm =1 1] = MT:(_1 ! 3),
fo@3) f1(3) L3
de manera que
6
3 3 1 11 18
MTM(:; 11>A’ MTy(—1 1 3) 111 (28>b

y el correspondiente sistema lineal Ax = b de dos ecuaciones con dos incégnitas tiene como tinica soluciéon x =
(ag,a1)T = (4.75,1.25)T. Por lo tanto, la recta de minimos cuadrados que se obtiene es u(x) = 4.75 + 1.25 z,
que esté representada en la figura O

10+

y =u(x) =4.75 + 1.25z

Figura 4.6: Aproximacién discreta de minimos cuadrados que ajusta la tabla de datos

4.3.2. Aproximaciéon continua de minimos cuadrados

El método de minimos cuadrados sirve también para aproximar no solo un conjunto discreto de puntos,
sino también toda una funcién en un intervalo. Asi, si queremos aproximar una funcién f(z) en un intervalo
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[a, b] mediante el polinomio
Pm(T) =ao + a1z + -+ am_12™ "+ apa™,

tendremos que minimizar en este caso la funcién de error

b
E(ansan.-am) = [ (@) = pnf@)? o

Derivando parcialmente respecto a los coeficientes del polinomio e igualando a cero se obtienen las ecuaciones

oF

b
8ak a

que nos llevan a un sitema lineal Ax = b, donde A = (a;;) es una matriz (m + 1) x (m + 1) con

b
aij :/ i da,
a

x = (ag,a1,-..,am)T y b es el vector con coordenada i-ésima

b
bi:/ ' f(2) d.

De nuevo A es simétrica y definida positiva y la solucion del sistema lineal puede calcularse por cualquiera
de los métodos vistos con anterioridad, siendo especialmente adecuado el de Cholesky por ser A simétrica y
definida positiva, o bien, si m es grande, el método iterativo de Gauss-Seidel por el mismo motivo.

EJeEMPLO. Calculamos el polinomio de grado dos pz(z) = ag + a12 + azz? mejor aproximacién de minimos
cuadrados de la funcién f(z) = sennz en el intervalo [0, 1]. Los elementos de la matriz A = (a;;) y del vector
b = (b;) seran:

a11:f011.1dx:17 a12:f011.xdx:%7 a13:f011-x2d3€=%7
Q21:f01x~1d$:%7 a22:f01$-$d$:%, G23=f01m~$2d33=i,
1 1 L
ag = [y 2% 1dae =1, ago = [} 2* wdr =1, azs = [} a? 22dr = 1,
bl :foll'Sel’lﬂ'.’deJj:%7 b2:f01$'sen7('l‘d$:%, b3:f01$2.senﬂ-xdx:7ﬂ:_;4’
de forma que el sitema lineal Ax = b es
11
305 i|la)=] VU],
11 1 ag m2—4
3 4 5 =3
cuya solucion es
12(r? — 10) 60(12 — 72) 60(x2 — 12)
o =—""73 > a1 =3 g = ———5—-
Vs T T
12(mw% — 10 60(12 — 72 60(7w2 — 12
Por tanto, pa(z) = U 3 ) + ( 3 ™) x+ (n 3 ) x?. Véase la figura |4. O
T s T

4.4. Sugerencias para seguir leyendo

Una de las referencias méas completas con un tratamiento matematico avanzado de la interpolacion y
la aproximacién es Davis (1975). También se pueden consultar [I5], Ralston y Rabinowitz (2001) o Stoer y
Bulirsch (2002). Una excelente descripcion de la interpolacién mediante funciones splines estd dada en De Boer
(2001). Para una introduccién a la aproximacién mediante funciones racionales, se pueden consultar Ralston
y Rabinowitz (2001) o Stoer y Bulirsch (2002). Una gran variedad de problemas y diferentes enfoques de la
teorfa de aproximacién pueden verse en Davis (1975) y Lorentz (2005). En [I7] y Atkinson (1989) podemos
ver una introduccién a la interpolacién trigonométrica. Una interesante discusiéon sobre la interpolaciéon en
dos dimensiones se encuentra en Lancaster y Salkaukas (1986).
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Figura 4.7: Funcién y = sen 7wz en el intervalo [0, 1] (linea continua) y su polinomio y = p2(x) mejor aproxi-
macién de minimos cuadrados (linea discontinua).

4.5. Ejercicios

1. Interpolacion de Taylor. Dados los valores de la funcion f y sus derivadas sucesivas hasta orden n en

un punto xo (es decir, f¥)(xq) para k = 0,1,...,n), encuéntrese un polinomio p, de grado < n tal que
p%k)(zo) = f®)(z0) para todo k = 0,1,...,n. Determinese que el problema de interpolacién de Taylor

tiene solucién tnica. (Obviamente la funcién f ha de tener n derivadas en el punto zg.)

2. Sea la siguiente tabla de la funcién f(z) = e*

z || 00 | 02 | 04 | 06
f(z) ][ 1.0000 | 1.2214 | 1.4918 | 1.8221

a) Calcilese /e por interpolacién cuadratica. Utilizese primero los puntos 0.0, 0.2 y 0.4 y posterior-
mente los puntos 0.2, 0.4 y 0.6. Comparense los resultados.

b) Calcilese /e por interpolacién ctibica y compdrese este resultado con los anteriores y con el valor
exacto, sabiendo que ¢/e = 1.395612425.

3. El polinomio p3(z) =2 — (x + 1) + z(z + 1) — 2z(z + 1)(x — 1) interpola los cuatro primeros datos de
la tabla

e -1joj1] 2|3
y| 2 1]2]-7]10

Afiddase un término més a p3(x) de manera que el polinomio resultante interpole a todos los datos de
la tabla. Calciilese también el polinomio de Lagrange que interpola los datos de la tabla anterior.
4. Demuéstrese que los polinomios fundamentales de Lagrange, definidos por la expresion £ (x) = H N
itk TR T
n
(k=0,...,n), verifican Z li(z) = 1.
k=0

5. Sea el polinomio de grado dos f(x) = 322 — x + 1. Constriyase el polinomio que interpola a f en los
puntos zg =1, x1 =2 y x5 = 3. ;Se vuelve a obtener el mismo polinomio f? ;Por qué?

6. Sea el polinomio de grado tres f(z) = 32® — z + 1. Utilizando diferencias divididas, constriiyase el
polinomio que interpola a f en los puntos xg = —3, x1 = —1 y x5 = 2. Se aflade a continuacién un
nuevo punto zz = 1. Sin hacer ningin céalculo adicional, razénese qué valor tomara la nueva diferencia
dividida f[zg, 21, 22, x3] y cudl serd el coeficiente director (término de mayor grado) del nuevo polinomio
de interpolacién ps de f. Calcilese p3 segin lo anterior. ; Qué ocurre si consideramos x3 = 1.2 en lugar
del punto xz3 =17

7. Importancia de la seleccion de puntos en la interpolacion. Como parece intuitivamente logico, los puntos
de interpolacién deben estar centrados alrededor, y tan cerca como sea posible, de los valores deseados.
Obsérvese esta realidad a la hora de aproximar el valor de In2 = 0.6931472 después de interpolar la
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10.

11.

12.

13.

14.

funcién f(x) = Inz en los valores x = 0,4, 6, 5, 3, 1 mediante polinomios de Newton de grados 1, 2 y 3.
Estimese a continuacion el error de cada aproximacién. ;Qué indican los resultados en relacién con el
grado del polinomio empleado para generar los datos? Justifiquese la respuesta.

. Demuéstrese que los polinomios de interpolacion de Lagrange y de Newton coinciden, es decir:

i—1

D fili(@) = flaol + Y | flwo,xr,.ym] [[ (@ - ay)
=0 =1

Jj=0

. Sea f(z) la siguiente funcién definida en [—1, 1]

0, ~1<z<—0.25,
f(z) = 1—|4z|, —0.25 <z <0.25,
0, 025 <z <1.

Encuéntrense polinomios de grados 2, 3, 4 y 5 que ajusten a f en puntos igualmente espaciados.
Dibtjense estas funciones y compruébese que el ajuste no es muy bueno. Finalmente, utilizense funciones
splines cibicas para ajustar la funcién anterior tomando como nodos cinco puntos equidistantes entre
—1y1.

Sea la funcién f(z) = 1 y los nodos xg =1, 21 =2y x5 = 3.

a) Construyase el polinomio de interpolacién de Newton ps de f con los nodos dados.

b) Determinense las constantes ag, a1, by, by y bs para que la funcién

S(a) ag+ar(z—1)+ Bz -1)? - 2(z — 1), 1<z <2,
xTr) =
bo+bi(z—2) + f(z —2)2 +by(x —2)%,  2<w<3,
sea el spline ctibico con condiciones de contorno 5’(1) = —1y S'(3) = —# que interpola a f en los

nodos dados.
¢) Estimese el valor de f(1.5) mediante pa(z) y S(z). {Cudl de estas dos aproximaciones es mejor?

d) Si anadimos un nodo més, xs = 4, determinese el polinomio de interpolacién ps de f. ;Se obtiene
con p3(z) mejor aproximacién del valor de f(1.5) que las obtenidas en el apartado anterior?

|| 10| 25| 40 | 55
y | 122628130

Sea la tabla de datos

a) Encuéntrese un spline lineal que interpole la tabla y evaltese en x = 20 y x = 45.

b) Encuéntrese un spline cuadratico que interpole la tabla y evaliese en z = 20 y « = 45.

Demuéstrese que la solucién obtenida u(x) en la aproximacion discreta de minimos cuadrados coincide
con el polinomio de interpolacién p,(z) en los pares de puntos (z;, f(z;)) si n = my fj(z) = a7,
i=0,1,...,m.

Hallese el polinomio de segundo grado mejor aproximacién de minimos cuadrados para cada una de las
siguientes funciones dadas en el intervalo indicado:

a) f(z) = % en[l,2], ) f(z)= 2%—1 en 0,2], ¢) f(z) =cosmz en0,1], d) f(z)=|z[ en[-1,1].

La siguiente tabla de datos

x| -1 [-075| =05 | -025 | O | 025 | 05 | 075 | 1
y || —3.4738 [ 0.4321 | 6.5455 | —4.6710 | 0.0012 | 4.6797 | —6.5510 | —0.4375 | 3.4815

responde a una funcién del tipo u(z) = atg(bz). Determinense a y b por el método de minimos cua-
drados. (Témense 2.5 y 4.5 como valores iniciales aproximados de a y b respectivamente).
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15.

16.
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Encuéntrese la mejor aproximacién de minimos cuadrados en los puntos (—7/2,1), (0,0), (7/2,1/2) y
(7, 1) del tipo u(z) = a + rsen(x + «), con a, r reales y « € [0, 27].

Transformacion de una ecuacion no lineal en forma lineal. A partir de los siguientes datos

z| 1259
y[41]34]18]08

parece claro que la mejor funcién que los aproxima es de tipo exponencial de la forma u(z) = ae’.

Determinense entonces los valores de a y b por el método de minimos cuadrados. (Indicacion: linealicese
la funcién u(xr) = ae aplicandole el logaritmo natural para expresarla como un polinomio lineal y
después transférmese a la forma deseada.)



Capitulo 5

Derivacion e integraciéon numeéricas

5.1. Introduccion

En el capitulo anterior se ha puesto de manifiesto la utilidad del polinomio de interpolacién de una funcién
f cuando se quiere aproximar el valor de f en puntos en los que no se conoce dicho valor. En este capitulo
lo utilizaremos para resolver dos problemas clasicos del calculo numérico: la aproximacién de derivadas e
integrales definidas.

Es habitual que para una funcién genérica no siempre sea posible encontrar una primitiva de forma
explicita; incluso si es conocida, puede ser dificil de utilizar. También es habitual que la funcién que se
quiere integrar o derivar solo se conozca en un conjunto discreto de puntos (por ejemplo, cuando representa
los resultados de mediciones experimentales), exactamente como sucede en el caso de la aproximacién de
funciones. En ambas situaciones es necesario considerar métodos numéricos para obtener una aproximacion
del valor que interesa, independientemente de lo dificil que sea la funcién a integrar o derivar. En estos casos
la idea béasica es la misma: aproximar la derivada de una funcién en un punto y la integral de una funcion
en un intervalo, respectivamente, mediante la derivada de dicho punto de su polinomio de interpolacién y la
integral del polinomio de interpolacién en dicho intervalo.

En primer lugar, daremos varias férmulas para aproximar derivadas primeras y segundas mediante cocien-
tes de diferencias. En segundo lugar, veremos varios métodos para aproximar una integral definida utilizando
una suma ponderada de valores de la funcién en puntos especificos. Comenzaremos considerando férmulas
bésicas que utilizan datos uniformemente espaciados, cuya exactitud serd posteriormente mejorada a partir de
la subdivisién del intervalo de integracion y la aplicacién de una de las técnicas basicas en cada subintervalo.
Terminaremos presentando una técnica méas potente, la cuadratura gaussiana, que utiliza una colecciéon de
puntos que son elegidos de forma que se obtenga el mejor resultado posible dentro de una cierta clase de
funciones.

Destacamos que la aproximacion de integrales (una tarea frecuentemente necesaria) puede normalmente
llevarse a cabo sin mucho esfuerzo de manera muy precisa, mientras que la aproximacién de derivadas (que
es mucho menos necesaria) es un problema mas dificil. Véase [7] para su anélisis.

Necesitaremos posteriormente este tipo de métodos, cuando aproximemos la soluciones de ecuaciones
diferenciales ordinarias y en derivadas parciales.

5.2. Derivacién numeérica

Las aproximaciones numéricas de las derivadas se usan principalmente de dos maneras. Una, cuando
estamos interesados en calcular el valor de alguna derivada en algiin punto prefijado, que a menudo se ha
obtenido empiricamente. Dos, las férmulas de derivacién numérica se usan para obtener métodos numéricos
en la resolucion de ecuaciones diferenciales ordinarias y en derivadas parciales.

5.2.1. El problema de la derivacién numérica

Nos planteamos el problema de aproximar la derivada de una funcién en un punto, bien porque solo
conocemos una tabla de valores de la misma, o bien, porque la expresién de la funcién es excesivamente

95
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complicada para intentar obtener una expresion explicita de su derivada.

Considérese una funcién f : [a,b] — R continuamente diferenciable en [a,b]. En primer lugar, buscamos
una aproximacion de la derivada primera de f en un punto genérico ¢ de (a,b). Lo légico es aprovechar los
valores conocidos de la funcién f para obtener un valor aproximado de f’(¢). Por ejemplo, como

0) =t LD =S

h—0 h ’

si se conoce el valor de f en ¢y ¢+ h, cuando h es pequeno, la expresién

flet+h) = f()
h

es una aproximacién de f'(c), véase la figura Esta es una formula de derivacién numérica, que
ademés proporciona el valor exacto de f’(¢) cuando f es un polinomio de grado < 1. Aunque esto puede
parecer trivial, no resulta muy eficaz debido al error de redondeo. Sin embargo, es ciertamente el punto de
partida.

c c+h c+h c+h

h—0

Figura 5.1: Derivada de una funcién en un punto ¢ (recta continua) y aproximaciones de la derivada (rectas
discontinuas).

5.2.2. Derivadas primeras
La derivaciéon numérica de una funcién f diferenciable en ¢ € R consta de dos etapas:

= Construccién del polinomio de interpolacién p,, de la funcién f en un conjunto de nodos zg, x1,..., T,
(que conviene tomar préximos a c).

= Derivacién del polinomio p, y evaluacién en ¢, segin la férmula de derivacién numérica: f/(c) ~ p! (c).

Las férmulas asi obtenidas reciben el nombre de férmulas de derivacién interpolatorias.
Para el caso del célculo de la derivada primera de f en ¢, f'(¢), se pueden utilizar diferentes nimeros de
nodos. Con dos nodos, zg y 1, se tiene que la férmula de Newton del polinomo de interpolacién es

p1(x) = f(x0) + flzo, z1](z — 20),
f(xl) —f(l’o)

Tr1 — To

donde flxg,z1] = . Por tanto, la correspondiente féormula de derivacion numérica es

f/(c) l"p&(C) _ f(xl) - f(xO) ]

1 — Xo
Es razonable que los nodos estén cerca de c. Si, por ejemplo, tomamos xg =cy x1 = c+ h, con h # 0, la

férmula es
fle+h) = fle)

f(e) ~ ? , (5.1)
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que se conoce como diferencia finita progresiva para la derivada primera. Se puede obtener otra aproxi-
macién de f’(c) si tomamos g =c—h y x1 = ¢, con h # 0, y la férmula correspondiente

e~ HO=Se=h),
se denomina entonces diferencia finita regresiva para la derivada primera. Estas dos tltimas aproxima-
ciones son férmulas de dos puntos. Si h — 0 en ambas férmulas, la parte derecha tiende a f’(c), puesto que
es precisamente la definicién de limite. Luego, para h pequena, la aproximacién anterior es buena (siempre y
cuando no se produzcan errores de redondeo).

Si ahora tomamos xg = c— h y ©1 = ¢+ h, la formula resultante es

fleth) = fle=h)
2h '

f'(e) ~ (5-2)

NoTA. El grado de exactitud de una férmula de derivacién numérica es el mayor grado de los polinomios que
son derivables exactamente por dicha férmula. Se puede demostrar entonces que el grado de exactitud de la
formula anterior de dos puntos es dos.

Con tres nodos xg, T1 y T2, la férmula de Newton del polinomo de interpolacién es ahora
p2(z) = f(xo) + flzo, z1](x — x0) + flzo, 71, 22] (2 — 20) (2 — 1),

donde f[x07l'1,1'2] _ f[x17x2] - f[xo,.’ﬂl]

. Por lo tanto,

T2 — X0
F/(¢) ~ ph(c) = f(%f :i(()wo) . f[ﬂfl,ﬂ;zj :i{[}wo,ﬂh] (c— )+ f[m,m;] :J;([)xo,m] (c — o).

Teniendo en cuenta de nuevo que los nodos esten préximos a ¢, si xg =c—h, 1 =cy x2 = ¢+ h, se tiene

fle+h) = fle=h)

7'e) = Ae=s)

que coincide con ([5.2) y se conoce como diferencia finita centrada para la derivada primera o férmula
de tres puntos para el punto medio.
Para zg =c, x1 =c+ h y x2 = c+ 2h, se tiene

_ —3f(c) +4f(c+h) — flc+2h)
o 2h ’

f'(e)
conocida como diferencia finita progresiva de tres puntos. Y si xg = c—2h, z1 = c—h y 22 = ¢,

obtenemos 3 A ) on
ey MO8+ fle=20)

que se conoce como diferencia finita regresiva de tres puntos.

Los métodos anteriores se llaman férmulas de tres puntos (aunque el tercer punto f(c) no aparezca en la
férmula para el punto medio). Andlogamente, existen métodos conocidos como férmulas de cinco puntos que
involucran la evaluacion de la funcién en dos nodos adicionales.

EJEmMPLO. Dada f(z) = €%, vamos a aproximar f’(1.5) mediante las férmulas anteriores (5.1)) y (5.2]) con
h = 0.1, y compararemos los resultados con el valor exacto f/(x) = e!>. Si tomamos z = 1.5 y h = 0.1 en

(5.1) v (5.2), tenemos respectivamente

el.6 1.5 e1.6 1.4

F/(1.5) ~ % ~ 4713433540571y f(1.5) ~ % ~ 4.489162287752.

Y los errores absolutos son entonces

|e'® —4.713433540571| = 0.231744  y  |e"® —4.489162287752| = 0.007473. [
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5.2.3. Derivadas segundas

Podemos generar métodos para aproximar las derivadas superiores de una funcién como hemos hecho para
aproximar la derivada primera. Por ejemplo, si conocemos la funcién f en los nodos xg, 1, . . . , Ty, proximos a
¢, derivando k veces el polinomio de interpolacién p,, y evaluando en ¢, tenemos f*)(c) ~ k! f [xo, 1, ..., Tk

A continuacién vamos a ver algunas férmulas para la derivada segunda. Debe haber tres o més nodos, ya
que con dos el polinomio de interpolacién p; es de primer grado, asi que su derivada segunda es siempre nula
para toda funcién f y todo punto c.

Con tres nodos xg, T1 y T2, la férmula de Newton del polinomo de interpolacién es

p2(x) = f(xo) + flxo, x1](x — x0) + flro, x1, x2](® — o) (2 — 1),

por lo que

f(e) = pi(e) = 2f[xo, 21, 22] = 2 Flz1, 2] — f[xval].
To — X

Sizg=c—h,x1 =cy x2 =c+ h, se tiene

” c—h)—2f(c c+h
Py~ fe= =@+ Sletn)

que se conoce como diferencia finita centrada para la derivada segunda o fé6rmula de tres puntos para
aproximar f” en el punto medio. Si tomamos xg =c¢, 1 = c+ h y x5 = ¢+ 2h, entonces

fle)=2f(c+h)+ f(c+2h)

1) = -

Ysizg=c—2h,z1=c—hyzy=c,

" c—2h)—2f(c—h c
ey Hle= ) =20 =1) £ 1(0)

Finalmente, mencionar que en los tres casos los métodos dan el valor exacto de la derivada si h — 0.

EJEMPLO. Sea f(z) = senxz. Aproximemos el valor de f”(0.5) mediante la diferencia finita centrada con
h = 0.1, y comparémoslo con el valor real sen(0.5) = —0.47942554. Asi,

£(0.4) — 2£(0.5) + £(0.6)

77(0.5) ~ (01)2

~ —0.4790027,
cuyo error absoluto es 0.000399. O

5.2.4. El error en la derivacién numérica

Teniendo en cuenta la expresion del error de interpolacion, es facil dar expresiones del error de derivacién
numérica, pues basta con derivar la formula del error para el polinomio de interpolacién. Sin embargo, en el
caso de las féormulas de derivacion numérica también es facil aprovechar el polinomio de Taylor de la funcién
f para obtener una expresién del error de truncamiento. Por ejemplo, a partir de la férmula

2
Fle+h) = F() +hf'(0) + 2 f1(€), €€ (ecth)

se deduce que

pile) - LI B, e eern),

que da el error para la férmula de dos puntos ([5.1)).
Anélogamente, restando los desarrollos

2 3
Fleth) = F() + Q)+ 3 Q) + (6, & € fereth),

2 3
fle=h) = F(e) ~ hF'(e) & 2 () = B (&), & € (e by,
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se tiene
fle+h) = fle=h) _ »? h?

CE - = — (&) + 17(€) =~ 17(©), (53)

donde £ € (¢ — h,c+ h), siempre que f" sea continua (para poder usar el teorema del valor intermedio y
poder deducir entonces que existe el valor £), dando lugar asi a la expresién del error asociado a la férmula
de derivacién numérica (5.2). Si los valores de f”’(£) no cambian muy répidamente, entonces el error de
truncamiento tiende a cero a la misma velocidad que h?, lo que expresamos mediante la notacién O(h?).

De igual forma se obtienen expresiones para las restantes férmulas de derivacién numérica, aunque en
algunos casos no es posible agrupar todos los restos de Taylor en un solo sumando. No obstante, en todas las
formulas de derivacion numérica, el error de truncamiento es proporcional a una potencia de h mayor o igual
que uno.

Es especialmente importante prestar atenciéon a los errores de redondeo cuando se aproximan derivadas.
Cuando se aplica una férmula de derivacién numérica, el error de truncamiento disminuye si se reduce el
tamano de paso h, pero a costa de incrementar el error de redondeo. En la practica, tomar h demasiado
pequeiio no suele reportar ventajas porque los errores de redondeo dominan los calculos (véase la pag. 182 de
[7] para un ejemplo). Todas las férmulas de derivacién numérica presentan problemas debidos al redondeo v,
aunque los métodos de orden superior reduzcan las dificultades, es imposible evitar este problema enteramente.

Hay que tener en cuenta que, como método de aproximacion, la derivacion numérica es inestable, puesto
que los valores pequenos de h que permitirian reducir el error de truncamiento aumentan los errores de
redondeo. Esto deberia evitarse si fuera posible, pero no lo es.

El valor 6ptimo de h es el que minimiza el error total ET'(h), es decir, la suma de los errores de trun-
camiento F;(h) y de redondeo E,.(h). Asi, para , si M es una cota de la tercera derivada de f, el error
total ET'(h) verifica

£ 2
[BT(R)| = |E,(h) + Eo(h)| < |E, ()| + |E ()| = > + M6h ,

donde ¢ es la magnitud del error de redondeo méximo cometido al aproximar f(c —h) y f(c+ h) con el
ordenador. El minimo del miembro de la derecha se alcanza cuando

€ Mh . 2/ 3€
—E—I—T:O; es decir, para h:”M'

Por tanto, este valor de h serd bueno para aplicar dicha férmula de derivacién numérica, pero valores mucho
menores que él pueden conducir a estimaciones pésimas de la derivada.

5.3. Integraciéon numérica

En los cursos de céalculo se describen muchas técnicas para evaluar integrales exactamente, pero estas
técnicas apenas pueden utilizarse para evaluar integrales que surgen en los problemas que se dan en la
realidad. Las técnicas exactas no pueden resolver muchos problemas que aparecen en el mundo fisico; para
estos necesitamos métodos de aproximacion de integrales. Estos métodos se llaman genéricamente métodos
de cuadratura porque «cuadratura» es la palabra clasica para denominar el calculo de areas.

5.3.1. El problema de la cuadratura numérica

Estudiaremos a continuacién métodos para el calculo aproximado de integrales de la forma

L?wma

donde f es una funcién integrable en el intervalo acotado [a, b].

Ahora describimos tres situaciones en las que es necesario calcular aproximaciones a integrales definidas.
La primera, el caso en el que la primitiva de la funcién f no se puede expresar en términos de funciones
elementales. La segunda situacién se debe al caso en que la primitiva se puede escribir, pero es tan complicada
que se desea la aplicacion de un método de cuadratura para su evaluacion numérica. La tercera situacion
se da cuando el integrando se conoce solo puntualmente; por ejemplo, como resultado de una mediciéon
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experimental. El tltimo caso también aparece cuando se aplican los métodos de cuadratura al tratamiento
numérico de ecuaciones diferenciales o integrales.

Las mismas cuestiones que hemos visto para f (k)(c) pueden verse, sin apenas cambios, para aproximar
fab f(z) dx, donde a y b son finitos y f una funcién definida e integrable en [a,b]. Para ello, aproximaremos
f por un polinomio de interpolacién p,, en un conjunto de nodos xg, x1, ..., Z,;, y calcularemos exactamente
ff pm(z) dz, de manera que f; flx)de ~ f; Pm () dx, obteniéndose asi férmulas de cuadratura numérica.
Ademas, como los errores de interpolacién tienen una férmula explicita para las cotas del error, se pueden
obtener también cotas del error para las férmulas de cuadratura.

Empezamos introduciendo algunas férmulas simples que son casos particulares de una familia mayor de
féormulas de cuadratura conocidas como férmulas de Newton-Cotes. Para un conocimiento més completo de
esta familia de férmulas se puede consultar [I].

5.3.2. Reglas de cuadratura basicas

Comenzamos considerando un grupo de férmulas de cuadratura numérica que estian basadas en evaluacio-
nes de funciones en nodos equiespaciados. Estas formulas se conocen como formulas de Newton-Cotes. Hay
dos tipos bésicos, que dependen de si los valores de la funcién en los extremos del intervalo de integracién se
utilizan o no. La regla del punto medio es el ejemplo mas simple de férmula de Newton-Cotes abierta, en la
que los extremos de integracion no se utilizan. Las reglas del trapecio y de Cavalieri-Simpson son ejemplos
de férmulas de Newton-Cotes cerradas, en las que los extremos de integracion se utilizan.

El caso més simple que se puede dar es cuando solo se utiliza un nodo, zo. En este caso, po(z) = f(z0),
por lo que la integral en el intervalo [a, b] se aproxima por

/ab f(z)de ~ /abpo(x) dr = /ab Fzo)dz = (b—a)f(x0).

Graficamente, si f es no negativa, lo que se hace es aproximar el area bajo la curva y = f(z), comprendida
entre . = a y x = b, por el drea del rectdngulo de base b — a y altura f(z(). Las elecciones més usuales son
To=a,r90=byxo = ‘IT“’. En el primer y segundo caso las férmulas de cuadratura se llaman respectivamente
regla del rectangulo a izquierda y regla del rectangulo a derecha. En el dltimo casos la formula de
cuadratura se llama regla del punto medio. En la figura[5.2] pueden verse las interpretaciones geométricas
de estas tres reglas.

Y y = f(x) Y y=f(z) Y

a b a b a GT-H) b

Figura 5.2: Regla del rectangulo a izquierda, regla del rectangulo a derecha y regla del punto medio.

El error para la regla del punto medio viene dado por la integral de la férmula del error para el polinomio
de interpolacién pg. Puede probarse, véase [7], que el error (de truncamiento local) de esta regla de cuadratura

es: Epy = %(b —a)?, donde ¢ € (a,b), siempre que f € C?[a,b).
Si ahora utilizamos dos nodos, zy y x1, el polinomio de interpolacién es
pi(x) = f(20) + flzo, 21](T — 20).

Por tanto la correspondiente férmula de cuadratura sera
P f@)yde =~ ["pi(z)da
f; (f(wo) + flzo, 1](x — 20)) dx
= (b—a)f(zo) + f(z1) = f(wo) <(b —w0)? _ (a— $0)2> :

r1 — o 2 2
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Sixzg=ay x =Db, se obtiene

[ @ = 250 (@) + 50

conocida como regla del trapecio. Geométricamente la regla del trapecio es equivalente a aproximar el area
del trapecio bajo la recta que une f(a) y f(b), como puede verse en la figura[5.3]

y y=f(x)
x
a b
Figura 5.3: Regla del trapecio.
La expresién del error de la aproximacién de la integral es (véase [7]): By = —1 ';(25) (b — a)3, donde

¢ € (a,b), siempre que f € C?[a,b).
Cuando consideramos tres nodos xg, T1 y =2, se tiene una de las férmulas mas importantes, la regla
de Cavalieri-Simpson, que es la que corresponde a g = a, 1 = %*b y 2 = b. Si ps es el polinomo de

interpolacion en estos puntos, entonces

/abf<m>dx:[lbp2<x>dx= b-e (f(a>+4f(a;b) +f<b>).

Geométricamente la regla de Cavalieri-Simpson es equivalente a aproximar el area de la figura bajo la parabola
que pasa por f(a), f (%rb) y f(b), como puede verse en la ﬁgura

y y = f(x)

X

a a+b
atd b

Figura 5.4: Regla de Cavalieri-Simpson.

El término de error para esta regla es: Eg = — f;;)s(g) (b — a)?, donde ¢ € (a,b), siempre que f € C*[a,b]
(véase [29]).

EJjEMPLO. Para encontrar una aproximacion de fo z%e® dx mediante la regla de Cavalieri-Simpson, basta

con
3
1
/ x?e” dr ~ 3 (F(0) +4f(1.5) + f(3)) ~ 110.55252. O
0

NoTA. El grado de exactitud de una férmula de cuadratura es el mayor grado de los polinomios que son
integrados exactamente por dicha formula. Se puede demostrar entonces que es uno para las reglas del punto
medio y del trapecio, y tres para la regla de Cavalieri-Simpson.
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COMENTARIO ADICIONAL. > En todas las formulas anteriores, el error es proporcional a una potencia de
la longitud del intervalo (b — a). Por tanto, si el intervalo es pequeno, podemos esperar que el error
sea pequeno, pero si es grande, no tenemos esa garantia. Obsérvese también que la elevada potencia
de (b — a) en la férmula del error de la regla de Cavalieri-Simpson hace que ésta sea significativamente
mejor que las reglas del punto medio y del trapecio, siempre que b — a sea pequeno. Una ilustracién de
esto ultimo puede verse en el ejemplo 1 de la pag. 123 de [7].

5.3.3. Reglas de cuadratura compuestas

En la seccién anterior hemos tratado las nociones bésicas que sustentan la integracién numérica, pero las
técnicas que hemos estudiado no son satisfactorias en muchos problemas. La hipdtesis de que el intervalo
sea pequeno para esperar un error pequeno podria ser muy poco razonable. No hay motivo, en general, para
suponer que el intervalo [a, b] sobre el que se integra es pequetio y, si no lo es, la elevada potencia de (b — a)
en la férmula del error dominara, probablemente, los calculos.

Resolveremos el problema de un intervalo de integraciéon grande [a,b] subdividiéndolo en una coleccién
de intervalos que sean lo suficientemente pequenos para que podamos mantener bajo control el error en cada
uno de ellos. Al sumar todos los resultados parciales se obtiene una férmula de aproximacién de la integral
en [a,b], dando lugar asi a las llamadas reglas de cuadratura compuestas. El error en las férmulas de
cuadratura compuestas es entonces la suma de los errores de las férmulas simples usadas en los subintervalos
en los que se ha dividido [a, b].

Un método de cuadratura compuesto consiste en dividir el intervalo [a,b] en n subintervalos [z;, ;1]

(i=0,1,...,n— 1) tal que
b n—l iz
[ t@de=Y" [ sayaa,
@ 1=0 ' Ti

. . T . 7 s .

y aproximar ahora cada una de las integrales fl T f(x) dx mediante una férmula de cuadratura béasica.
k2

Por ejemplo, si desomponemos el intervalo de integraciéon en n subintervalos iguales mediante una particién

uniforme del mismo, con nodos z; = a 4+ ih, i = 0,1,...,n, h = 2%y, en cada subintervalo, aproximamos

n
por la féormula del trapecio

/ . f(z)dx ~ g(f(xi)-f-f(%ﬂ))a t=01,...,n-1,

i

se obtiene la regla del trapecio compuesta para n subintervalos

b n—1 n—1
f(z)dr = g D (fl@) + flwip)) = g (f(a) +f0)+2) f(%')> ;
a i=0 i=1
donde el error cometido viene dado por Erc = —%f”(f)(b —a), con ¢ € (a,b), siempre que f € C?[a,b].

El orden de convergencia de la regla del trapecio compuesta es entonces O(h?), asf que las aproximaciones
convergen a fj f(x) dz aproximadamente a la misma velocidad que h? — 0.

EJjempLo. Utilizamos ahora la regla del trapecio compuesta con n = 2 para aproximar la integral f03 2% e® dx.
Asi, h=3/2y

/3 z?e” dr ~ % (F(0) + £(3)) + %f(1.5) ~ 150.70307.
0

Notemos que el valor exacto de la integral anterior es 5e? —2 ~ 98.42768. Luego, se ha obtenido una apro-
ximacion peor que la dada anteriormente por la regla de Cavalieri-Simpson (véase el ejemplo anterior). Esto
es debido a que no hemos tomado el nimero suficiente de trapecios para obtener una mejor aproximacion.
. Cuantos se deberian tomar entonces? A menudo, se calcula la integral varias veces incrementando el ntimero
de trapecios cada vez, y se para cuando la diferencia entre dos respuestas sucesivas es satisfactoriamente
pequena. [

COMENTARIOS ADICIONALES. > El esquema de subdivisiones empleado anteriormente se puede aplicar
con cualquiera de las reglas vistas en la seccién anterior, dando lugar asi a las correspondientes reglas
del punto medio compuesta y de Cavalieri-Simpson compuesta. El orden de convergencia de estas dos
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reglas es respectivamente O(h?) y O(h*). Esto prueba que el error de la regla de Cavalieri-Simpson
tiende a cero mas rapidamente que el error de las reglas del punto medio y del trapecio cuando h — 0.
Esta velocidad de convergencia es suficiente para la mayoria de los problemas habituales, suponiendo
que el intervalo de integracion se divide de manera que h sea pequerio.

> Una propiedad importante que comparten todas las reglas compuestas es su estabilidad con respecto a
los errores de redondeo. Véase la pag. 134 de [7] para la regla de Cavalieri-Simpson compuesta.

> Si n es grande, los intervalos de integracion [z;, z;4+1] son pequeflos, con lo cual se espera que el error
cometido, al aplicar una regla de cuadratura en cada uno de estos intervalos, sea pequefio, siendo el
error total la suma de los errores cometidos en cada intervalo de integraciéon. Se puede demostrar que
si n — o0, el error tiende a 0.

5.3.4. Cuadratura gaussiana

Las reglas de cuadratura bésicas se han construido integrando polinomios de interpolaciéon. La férmula
del error del polinomio de interpolacién de grado m contiene la derivada de orden m + 1 de la funcién a
aproximar. Puesto que la derivada (m + 1)-ésima de todo polinomio de grado < m es cero, al aplicar f6rmulas
de este tipo a dichos polinomios, obtenemos un resultado exacto.

Todas las reglas de cuadratura bésicas utilizan valores de la funcién en puntos igualmente espaciados.
Esto resulta conveniente a la hora de combinar las férmulas para generar las reglas compuestas, pero esta
restriccién puede disminuir significativamente la exactitud de la aproximacién. Véase la pag. 146 de [7] para
un ejemplo con la regla del trapecio.

Ademaés, las reglas de cuadratura béasicas son ejemplos de una férmula de cuadratura méas general de la

forma:
b m
| o= Y wifa)
a i=0

Los ntimeros reales {w;} son los pesos de cuadratura, mientras que los puntos {z;} son los nodos de cuadra-
tura. En la cuadratura gaussiana se consideran férmulas de integracion numérica como la anterior, pero
utilizando nodos que no estén igualmente espaciados en el intervalo; se eligen los nodos {z;} en el intervalo
[a,b] y los pesos {w;} de manera que se minimice el error que se espera obtener en la aproximacién. Para
minimizar este error esperable, vamos a suponer que la mejor eleccién de estos valores es la que produce
resultados exactos para una clase mas amplia de polinomios. Una eleccién adecuada de los m 4 1 nodos
proporciona férmulas de cuadratura numérica exactas para polinomios de grado < 2m + 1, dando lugar asi
a las formulas de cuadratura gaussiana.

Los pesos {w;} de la férmula anterior son arbitrarios y la tnica restriccién sobre los nodos {z;} es que
deben estar en el intervalo de integracién [a, b]. Esto da 2(m + 1) pardmetros a elegir. Si ahora imponemos
que sea exacta para los polinomios 1,z,z2,...,22™1 (que son polinomios de grado < 2m + 1), obtenemos,
mediante el método de los coeficientes indeterminados, un sistema no lineal de 2(m + 1) ecuaciones con
2(m + 1) incégnitas. Este sistema se puede resolver utilizando, por ejemplo, el método de Newton para
sistemas de ecuaciones no lineales, o bien, convirtiéndolo, mediante ciertas transformaciones, en un sistema
lineal y resolver éste con las técnicas correspondientes.

La utilizaciéon del método de los coeficientes indeterminados no resulta préactica para obtener férmulas
de cuadratura con grado de exactitud superior. Hay un método alternativo para obtener mas facilmente los
nodos y los pesos de estas férmulas que dan resultado exacto para polinomios de grado superior. Se consideran
familias de polinomios especiales, llamados polinomios ortogonales, que tienen la propiedad de que una cierta
integral definida del producto de dos polinomios ortogonales cualesquiera de la familia es cero.

La familia relevante para nuestro problema es la de los polinomios de Legendre en el intervalo [—1,1].
Estos polinomios pueden calcularse recursivamente mediante la siguiente relacién de tres términos

Lo(z) =1, Li(z) ==z,

Lk-‘rl(‘r) = 2]€]€T+11‘rLk(x) - k;i_t,_l Lk—l(x)’ k= 1a2a s

Todo polinomio de grado < m, para cada m > 0, se puede obtener mediante una combinacién lineal de los
polinomio Lg, L1, ..., L. El madximo grado de exactitud es 2m + 1 y se obtiene para la llamada cuadratura
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de Gauss-Legendre, cuyos nodos y pesos estan dados por

x; = ceros de Ly,11(x),
2

(1= a3)(Lyp g (24))?
Los pesos {w;} son todos positivos y los nodos {x;} son interiores al intervalo (—1,1). En la tabla se

recogen los nodos y pesos de las reglas de cuadratura de Gauss-Legendre con m = 1,2,3,4. Para m > 5 se
puede consultar [I3]. Si f € C?*™+2)([—1,1]), el correspondiente error es (véase [23]):

w; = i:O,l,...,m.

22m+3((m + 1)[)4

(2m +3)((2m +2)!)° FEE), con g (10).

Egr =

1 +1/v/3 1

2 +/15/5 5/9
0 8/9

3 | £3=v/525 + 70v/30 (18 — /30) /36

+4:1/525 — 70v/30 | (18 +/30) /36

4 | £44/245+ 1470 | (322 — 13V/70) /900

+571/245 — 1470 | (3224 134/70) /900
0 128/225

Tabla 5.1: Nodos y pesos para algunas férmulas de cuadratura de Gauss-Legendre sobre el intervalo (—1,1).
Los pesos correspondientes a pares simétricos de nodos se incluyen solo una vez.

Esto completa la solucion del problema de aproximacién de integrales definidas para funciones en el
intervalo [—1,1]. Ahora bien, esta solucién es suficiente para cualquier intervalo cerrado porque la sencilla
relacion lineal

2r —a—b b—a b+ a
== — & z= t+

b—a 2 2

transforma la variable z del intervalo [a, b] en la variable ¢ del intervalo [—1,1]. Entonces, podemos utilizar
los polinomios de Legendre para aproximar

b b—a [! b—a b+a
/af(x)dx: 5 /_1f( 5 t+ 5 )dt.

EseEMPLO. Calculemos ahora un valor aproximado de la integral fog 22 e® dr mediante la cuadratura de Gauss-
Legendre con m = 2. En primer lugar, transformamos la variable = del intervalo [0, 3] en la variable ¢ del
intervalo [—1, 1], de manera que

ng(tﬂ) v /ng(x)da::2/11f<2(t+1)>dt:3/11g(t)dt,

t

donde g(t) = f(2(t+1)) = 2(t + 1)2e3**+1D/2, Por tanto, ya podemos utilizar los polinomios de Legendre

para aproximar
3 / v/
3 (5 15 8 ) 15
de~2(Z2q(=2X2"2 —g(0)+ =g | — ~ 98.15460.
/Of(x)x 2(99< 5>+99()+99(5)>

Obsérvese que hemos obtenido asi una mejor aproximacién que las dadas anteriormente por las reglas de
Cavalieri-Simpson y del trapecio compuesta. [
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COMENTARIOS ADICIONALES. > Para problemas pequenios, la regla de Cavalieri-Simpson compuesta pue-
de ser aceptable para evitar la complejidad de los célculos de las féormulas de cuadratura gaussiana.
Sin embargo, para problemas que requieran evaluaciones de funciones complicadas o realizar muchas
evaluaciones de la integral, la eficiencia de la cuadratura gaussiana tiene una gran ventaja.

> Las férmulas de cuadratura gaussiana son particularmente importantes para aproximar integrales mul-
tiples, ya que el niimero de evaluaciones de la funcién crece como una potencia del nimero de integrales
que se deben realizar. Véase [7].

> La cuadratura gaussiana no es apropiada cuando no se conoce la funcién porque requiere de evaluaciones
de la funcién en puntos irregularmente espaciados dentro del intervalo de integracién. Por ejemplo, si
el problema tiene los datos tabulados, serd necesario primero interpolar para los nodos considerados.

5.4. Sugerencias para seguir leyendo

Un texto muy interesante sobre cuadratura numérica es Davis y Rabinowitz (2007). Para las férmulas
bésicas se pueden consultar [I5] Atkinson (1989) o Ralston y Rabinowitz (2001).
5.5. Ejercicios

1. Sean f(z) =ze"y

z || 18 | 19 | 20 | 21 | 22
f(xi) | 10.88936 | 12.70319 | 14.77811 | 17.14896 | 19.85503

a) Calctlese f'(x), evaltiese f/(2.0) y aproximese f’(2.0) mediante férmulas de 2 y 3 puntos. ;Qué
férmula obtiene mejor aproximaciéon? ;Por qué?

b) Calculese f(x), evaltese f”(2.0) y aproximese f”(2.0) mediante férmulas de 3 puntos. ;Qué
férmula obtiene mejor aproximacién? ;Por qué?

2. a) Demuéstrese que la diferencia finita centrada para la primera derivada es exacta para polinomios
de grado < 2, mientras que las diferencias finitas progresiva y regresiva de tres puntos son exactas
para polinomios de grado < 3.

b) Demuéstrese que la diferencia finita centrada para la segunda derivada es exacta para polinomios
de grado < 3, mientras que las otras dos diferencias finitas presentadas en el texto son exactas
para polinomios de grado < 2.

3. Calctlense los valores de a, b, ¢ para que la férmula de derivacién numérica

1
fi(z) = 5 (af(@+h) +bf(z) = cf(x = h))
sea exacta para polinomios del mayor grado posible.

4. Formula de cinco puntos para el punto medio. Demuéstrese, a partir de los cinco nodos ¢ — 2h, ¢ — h,
¢, c+ h 'y c+ 2h, que se puede obtener la siguiente formula de derivacién numérica para la derivada
primera

flc—2h) —=8f(c—h)+8f(c+ h)— f(c+ 2h)

12h ’

f'(@) ~
y que es exacta para polinomios de grado < 4.

5. Obténgase una férmula de diferencias finitas para aproximar f”(z) en los puntos ¢— h, ¢ y ¢+ 2h. ;Cuél
es su grado de exactitud?

6. Derivacion parcial numérica. Teniendo en cuenta que la derivada parcial % (z,y) de f(x,y) con respecto
a z se calcula derivando con respecto a x y manteniendo fija y, y que la derivada parcial %(m,y) de
Yy

f(x,y) con respecto a y se hace derivando con respecto a y y manteniendo fija z, todas las férmulas de
diferencias finitas vistas a lo largo del capitulo se pueden adaptar para aproximar derivadas parciales.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.
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Adéaptase entonces la férmula 1) para calcular las derivadas parciales % (z,y)y g—i (z,y) y apliquense

las nuevas férmulas a f(z,y) = ;—é para aproximar %(4,5) y %(475) con h = 0.1 y h = 0.01.

Compérense los resultados obtenidos con los valores exactos.
Obténgase la regla de Cavalieri-Simpson.

Demuéstrese que las reglas del punto medio y del trapecio son exactas para polinomios de grado < 1y
que la regla de Cavalieri-Simpson lo es para polinomios de grado < 3.

Determinese si la férmula de Cavalieri-Simpson es exacta para las funciones p(z) + asen z, donde p(x)
es un polinomio de grado < 3 y a € R, en el intervalo [—, 7).

1 2
/ e’ dz
0

es 1.46265. Calctlese una aproximacién de la integral dividiendo el intervalo de integraciéon en cuatro
subintervalos iguales y utilizando las reglas del punto medio, del trapecio y de Cavalieri-Simpson.
Compérense los resultados.

La solucién aproximada de la integral:

Determinense los valores w, xg y 1 para que la férmula de cuadratura numérica

/0 F(@) dz =~ w(f(w0) + f(1))

sea exacta para polinomios del mayor grado posible. Utilicese la férmula anterior para aproximar el
valor de las siguientes dos integrales

1 2 1 2
/ e’ dx y / e’ dx.
0 -1

Calctlense los pesos w; (i =0,1,2,3) de manera que la férmula de cuadratura numérica

: f(z) coszdz = wo f (—:ZT) +wy f (-%) +wa f (%) + ws f (3;)

sea exacta para polinomios del mayor grado posible.

Determinense los valores wq, w1, £g y 1 para que la férmula de cuadratura numérica

/_1 f(@)(1+2?) da =~ wo f(z0) + wi f (1)

sea exacta para polinomios del mayor grado posible. Apliquese la formula a f(x) = 222,

La solucién aproximada de la integral:
1

cos T

1 V1— x2
es 2.40394. Calcilese una aproximacion mediante la férmula de Gauss-Legendre con m = 2y m = 4.
Compérense los resultados.

dx

Calcilese una aproximacion de la integral del ejercicio 10, transformando previamente el intervalo de
integracién, mediante la férmula de Gauss-Legendre con m = 2 y m = 4. Compéarense los resultados.

Obténgase la férmula de cuadratura de Gauss-Legendre de dos puntos (m = 1) utilizando el método de
los coeficientes indeterminados y la exactitud de la férmula.



Capitulo 6

Resoluciéon numérica de problemas de
valor inicial

6.1. Introduccion

Una ecuacién diferencial es una ecuacién en la que aparece una o méas derivadas de una funcién desco-
nocida. Si todas las derivadas se toman con respecto a una sola variable independiente se llama ecuacion
diferencial ordinaria (abreviadamente, EDO), mientras que hablaremos de una ecuacion en derivadas par-
ciales (abreviadamente, EDP) cuando aparecen derivadas parciales en la ecuacién. Una ecuacién diferencial
(EDO o EDP) tiene orden g si q es el maximo orden de derivacién que aparece en la ecuacién. En este capitulo
nos centraremos unicamente en las EDO de primer orden.

Las EDO modelizan una gran cantidad de fenémenos en diversos campos. En muchas situaciones reales
un problema estd modelizado por una EDO que requiere del célculo de la solucién de un problema de valor
inicial (abreviadamente, PVI); esto es, la solucién de una EDO que verifica una condicién inicial dada.
Frecuentemente el PVI es demasiado complicado como para que se pueda resolver exactamente, de manera
que se emplea entonces una de dos posibles técnicas para aproximar su solucién. La primera técnica consiste
en simplificar la EDO, obteniendo otra que pueda resolverse exactamente, y usar después la solucién de la
ecuacion simplificada como aproximacién de la solucién de la ecuacion original. La otra técnica, que es la que
trataremos aqui, consiste en construir métodos que aproximen directamente la soluciéon del problema original.

Los métodos que consideraremos no proporcionan una aproximacion continua a la solucién del PVI,
sino aproximaciones del valor de la solucién en un conjunto de puntos que habitualmente estan igualmente
espaciados, de manera que serd necesario utilizar algin tipo de interpolaciéon cuando se necesiten valores
intermedios. Las férmulas de diferenciacién numérica presentadas en el capitulo anterior juegan un papel
fundamental en la construccién de estos métodos.

Los métodos de resolucién que presentamos son incrementales, de manera que la soluciéon se determina
en un numero de pasos. Empiezan en el punto en el que estd dada la condicién inicial. Después, utilizando la
aproximacién de la solucién conocida en el primer punto, se determina una aproximacién de la solucién en un
segundo punto més cercano. A continuacién, se determina la aproximacién de la solucién en un tercer punto,
y asi sucesivamente. Existen métodos de un paso y de varios pasos (multipaso). En los métodos de un paso se
aproxima la solucién a partir de la aproximacién en el paso anterior, mientras que en los métodos multipaso
la solucién se aproxima a partir de aproximaciones conocidas en varios pasos anteriores. El interés de los
métodos multipaso es que el conocimiento del valor de la funcién en varios puntos anteriores puede dar una
mejor estimacién de la tendencia de la soluciéon. Para aproximar la solucién en cada paso también se pueden
utilizar dos tipos de métodos: métodos explicitos y métodos implicitos. Los segundos suelen proporcionar
mejor exactitud que los primeros, pero requieren de un mayor esfuerzo computacional en cada paso.

Limitaremos nuestro estudio a EDO de primer orden, dado que una ecuacién de orden g > 1 siempre se
puede reducir a un sistema de g ecuaciones de primer orden. El caso de sistemas de primer orden se tratara
a continuacion.

67
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6.2. El problema de Cauchy

Una EDO admite, en general, un ntimero infinito de soluciones. Para fijar una de ellas, debemos imponer
una condicién adicional que dée el valor tomado por esta solucién en un punto dado del intervalo de integra-
cion. Por ejemplo, la ecuacién y/(t) = C1(y — Cy) admite la familia de soluciones y(t) = Cy + K e“1*, donde
K es una constante arbitraria. Si imponemos la condicién y(0) = 1, escogemos entonces la tnica solucién
correspondiente al valor K =1 — Cs.

El problema de Cauchy, también llamado problema de valor inicial, consiste en encontrar la funcién
solucién de una EDO que satisfaga una condicién inicial dada, y toma la siguiente forma:

Encuéntrese una funcioén real y : [a,b] — R tal que

y'(t) = f(t,y(t)), para todo t € [a,b], con y(a) = yo, (6.1)

donde [a, b] es un intervalo de R, f : [a,b] X R — R es una funcién dada e yo es un valor dado que
se llama dato inicial.

Antes de describir los métodos para aproximar la soluciéon de nuestro problema bésico, consideraremos
algunas condiciones que garanticen que exista una solucién. De hecho, puesto que no resolveremos el proble-
ma dado, sino solo una aproximacién de él, necesitamos saber cuando un problema cercano al dado posee
soluciones que se aproximan con precisién a la solucién del problema original. Cuando un PVI posee esta
propiedad se dice que estéa bien planteado, siendo éstos son los problemas para los que son adecuados los mé-
todos numéricos. La siguiente condicién de buen planteamiento establece que la clase de los problemas
bien planteados es bastante amplia:

Supongamos que f y f,, su derivada parcial con respecto a y, son continuas para todo t € [a,b] y
para todo y. Entonces, el problema de Cauchy (6.1) tiene solucidn inica y = y(t) para t € [a, b]
y es un problema bien planteado.

La estrategia comin de los métodos numéricos capaces de aproximar la solucién de cada EDO para la que
existe solucién consiste en subdividir el intervalo de integracién [a,b] en N intervalos de longitud h = 25%;
h se llama paso de discretizacion o tamano de paso. Entonces, en cada nodo t; = a+th (i = 0,1,...,N),
buscamos el valor desconocido u; que aproxima a y; = y(t;). El conjunto de valores {ug = yo,u1,...,un} es
la solucién numérica buscada.

6.3. Meétodos de Taylor

Muchos de los métodos numéricos vistos hasta ahora se derivan en el fondo del Teorema de Taylor. La
aproximacién de la solucién de un PVI no es una excepcion. En este caso, la funcién que expresaremos en
términos de su polinomio de Taylor es la solucién (desconocida) del problema y(t). Su forma més elemental
(polinomio de Taylor con n = 1) conduce al método de Euler explicito, que genera una solucién numérica
como la que sigue:

Up = Yo, ui+1:ui+hf(ti;ui)a i:O71a"'7N_17

aproximandose asi la EDO por una ecuacion en diferencias. Algebraicamente este método se puede obtener
considerando la EDO en cada nodo ¢ = 1,2,..., N, reemplazando la derivada exacta y'(t;) por la
diferencia finita progresiva i (y(ti+1) — y(t;)) y construyéndose la aproximacién u; de y(t;) para cada i =
1,2,...,N.

Una interpretacién geométrica de este método estd dada en la figura [6.1] y se puede explicar como sigue.
Supongamos que hemos encontrado u; en t = ¢;. La ecuacién de la recta tangente a la grafica de y(t) ent = ¢t;
es y—u; = m(t—t;), donde m = y'(¢;) = f(t;,u;). Parat = t;11 e y = w41, tenemos w11 —u; = m(t;p1 —t;).
Entonces, u;11 = u; + hf(t;,u;). Esto muestra que la siguiente aproximaciéon u;;; se obtiene en el punto
donde la tangente a la grafica de y(t) en ¢ = t; interseca con la recta vertical ¢ = t;11.

Se define el error (de truncamiento) local como el error que se comete en un paso cuando se supone que
todos los resultados previos son exactos. El error verdadero, o acumulado, del método se denomina error (de
truncamiento) global o total.
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Figura 6.1: Interpretacion geométrica del método de Euler.

Suponiendo que exista la derivada segunda de y y que es continua, obtenemos por el Teorema de Taylor
(véase el error en la derivacién numérica) que

h2
y(tiv1) — (y(t:) +hf(ts,y(ts))) = 32//(&), para un &; € (t;,t;41) adecuado,

siendo el error local en cada paso proporcional a h?, asi que es de orden O(h?). Sin embargo, el error global
acumula estos errores locales, asi que generalmente crece mucho mas rapidamente. Damos a continuacién una
cota del error global para el método de Euler:

Sea y(t) la tinica solucién del problema de Cauchy (6.1)) y sean wug, u1,...,uy las aproximaciones
generadas por el método de Euler para algin ntmero natural N. Supongamos que f es continua
para todo t € [a,b] y todo y € (—o0,+00), y que existen constantes L y M tales que

of
) <r W<
Y
Entonces, para cada i = 0,1,..., N, se tiene

hM [
Do < —/—= (ti—a) _ .

COMENTARIOS ADICIONALES. > Un aspecto importante que debemos resaltar es que, aunque el error
local del método de Euler es de orden O(h?), su error global es de orden O(h). Diremos entonces que
el método de Euler es un método de primer orden.

> La reduccién en una potencia del error local al error global es tipica de las técnicas numéricas para
PVI. De todas formas, aunque hay una reduccién de orden del error local al global, la férmula muestra
que se puede reducir el error disminuyendo el paso, de manera que el error tiende a cero con h.

EJEMPLO. Aplicamos el método de Euler con N = 10 para resolver el problema de valor inicial dado por:

y'(t) =2t —y(t), y(0)=-1,

y obtener el valor de y en t = 1. Comparamos también los resultados obtenidos con los valores de la solucion
exacta y(t) = e~ +2t — 2.

Como h =252 =L =01y f(t,y) = 2t — y, se sigue que

y(0.1) ~ uy = ug + hf(to,uo) = =14 (0.1)f(0,—-1) = -1+ 0.1 = 0.9,

y el error es |y(0.1) — u1| = 0.00484. Para calcular y(0.2), repetimos el proceso, pero empezando ahora en el
punto (0.1, —0.9):

9(0.2) ~ uy = uy + hf(ty,u1) = —0.9 + (0.1)£(0.1,—0.9) = —0.9 + (0.1)(0.2 + 0.9) = —0.79;

el error absoluto es |y(0.2) — uz| = 0.00973. Continuando el proceso de forma anéloga, obtenemos, véase [16],
que el valor de y en t = 1 es ujg = 0.348678 y el error cometido 0.0192. Finalizamos la aplicacién del método
de Euler mostrando las graficas de las soluciones exacta y aproximada del PVI anterior en la figura[6.2] O
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Figura 6.2: Soluciones exacta y(t) = e~* + 2t — 2 (linea continua) y aproximada mediante el método de Euler
con N = 10 (puntos).

Puesto que se ha construido el método de Euler a partir del Teorema de Taylor, el primer intento para
hallar métodos que mejoren la precisiéon del método de Euler consistird en extender esta técnica de construc-
cién. Asi, véase [7], si expresamos la solucién y(t) del problema de Cauchy en términos de su n-ésimo
polinomio de Taylor alrededor de ¢;, se deriva sucesivamente la solucién y(t) y se sustituyen estos resultados
en el desarrollo de Taylor se obtiene, eliminando el término de error, la correspondiente ecuacion en diferencias
del método de Taylor orden n:

Up = Yo, Uit+1 :ul—&—th(n), 1=0,1,...,N -1, (62)

donde
h"—

1
= D (k).

3

n h
T =T (4, 05) = f(ti,u) + Ef/(tivui) +eet
El error local es (erll)!y(”ﬂ)(fi), para algin &; € (t;,t;41).
Las estimaciones del error global para los métodos de Taylor son parecidas a las del método de Euler.

Si se dan suficientes condiciones de derivabilidad, entonces el método de Taylor de orden n tendra un error
local de O(h™T!) y un error global de orden O(h™).

NoTA. La férmula de T(") se expresa facilmente, pero es dificil de usar porque requiere conocer las derivadas
de f(t,y(t)) con respecto a t. Como f es una funcién de las dos variables ¢ e y, la regla de la cadena dice que
la derivada total de f con respecto a t, que hemos denotado por f'(¢,y(t)), estd dada por

of dt  of dy(t) Of of

e tw(0) - G+ 5t u0) G = St u0) + 5o k(0) v (0),

fi(t,y(t) = i oy o

o bien, puesto que y'(t) = f(¢,y(¢)), por

of
ot

(t,y(t) + f(t,y(t)) %(t y(8) = fe(t,y(0) + f(y(@)) fy (&, y(1))-

f'ty() =
Las derivadas de Ordenes superiores se obtienen de forma parecida, pero se van haciendo cada vez maés
complicadas. Por ejemplo, f”(¢,y(t)) involucra todas las derivadas parciales, tanto con respecto a t como a
y, de todos los términos del miembro derecho de la ultima igualdad.

6.4. Meétodos de Runge-Kutta

Acabamos de ver como se pueden generar métodos de Taylor de orden superior. Sin embargo, la aplicacién
de estos métodos de orden superior a problemas concretos se complica por la necesidad de calcular y evaluar
las derivadas de orden superior con respecto a t del segundo miembro de la EDO (6.1)).

Los métodos anteriores son ejemplos elementales de métodos de un paso. Esquemas més sofisticados, que
permiten alcanzar un orden de precisién superior, son los métodos de Runge-Kutta y los métodos multipaso.
En esta seccién consideraremos los métodos de Runge-Kutta (abreviadamente, RK), que son métodos de
un paso; sin embargo, requieren de varias evaluaciones de la funcién f(¢,y) sobre cada intervalo [t;, t;11]. Estos
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métodos resultan de modificar los métodos de Taylor para que el orden de las cotas del error se conserve, pero
eliminando la necesidad de determinar y evaluar derivadas parciales de orden alto. La estrategia consiste en
aproximar un método de Taylor mediante un método que sea mas facil de evaluar, lo que podria incrementar
el error, pero se hace de manera que el incremento no exceda el orden del error de truncamiento que ya
presenta el método de Taylor. Como consecuencia, los nuevos errores no influyen significativamente en los
célculos (véase [7]).

En su forma mas general, un método RK puede escribirse de la forma

s
Ui+1:Ui+ijKj, ZZO,

donde
Kj:hf<ti+cjh, ui—|—Zaijk>, i=1,2...,s,
k=1

y s indica el nimero de evaluaciones de f que hay que efectuar (nimero de etapas del método). Los coeficientes
{ajr}, {c;} v {b;} caracterizan totalmente un método RK y habitualmente se recogen en la llamada tabla de
Butcher

c1 | ajx aiz - a1s
C2 | G21 Q22 -+ Q2s
c| A
o)
Cs | Gs1 Qg2 " * Uss bT
by by - by

donde A = (aj) € R***, b = (b1, ba,...,bs)T € R® y ¢ = (c1,c2,...,¢5)T € R®. Si los coeficientes a;j, de
A son iguales a cero para k > j, con j = 1,2,...,s, entonces cada K; puede calcularse explicitamente en
términos de los j — 1 coeficientes K1, K>, ..., K;_1 que ya han sido determinados. En tal caso el método RK
es explicito. En caso contrario es implicito, siendo necesario resolver un sistema no lineal de tamano s para
calcular los coeficientes.

Uno de los métodos de Runge-Kutta mas utilizados es el método de Runge-Kutta de cuarto orden
cldsico:

1 .
ug = Yo, uH_l:Ui+6(K1+2K2+2K3+K4)7 ZZO,I,...,Nfl,

donde
0
Ky = h f(ti,u), 1)1
(t—l—lhuz—i- Kl) % 0 %
hf(ti + $hyui + 5K2), 110 0 1
K4—hf(t +huz+K3)
11 1 1
6 3 3 6

Este método (que llamaremos RK4) simula la precisién del método de Taylor de orden cuatro y puede
deducirse emparejando los coeficientes anteriores con los del método de Taylor de orden cuatro de manera
que el error local sea de orden O(h%). Es explicito, con un error global de orden O(h?*) y requiere de cuatro
nuevas evaluaciones de f en cada paso.

El método de Runge-Kutta de segundo orden (que llamaremos RK2) simula la precisién del método
de Taylor de orden dos. Aunque no es un método tan bueno como el RK4, los razonamientos que nos conducen
a su desarrollo son més faciles de entender y sirven para ilustrar las ideas que estan involucradas en los métodos
de Runge-Kutta.
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La forma de la férmula para el método RK2 se obtiene reemplazando la funcién hTi(n) en 1] por la
funcién aKq + bKo; es decir,
Uit1 = U + aKi + bKs, (63)

donde
Ky =hf(ti,u;), Ky=hf(ti+ah,u; + K1),

y a, b, a 'y 3 son constantes a determinar, de manera que (6.3 sea tan exacta como sea posible.
Para determinar estas constantes, hacemos que la ecuacién (6.3]) coincida con el desarrollo en serie de
Taylor de y(t) en ¢;. Por una parte, como

y(tivr) = y(t) +hy' (&) + 2y () + -
= y(ts) + hf (i y(t)) + B (i y(t)) + - -

y [/t y(t)) = fulti, y(t:) + £t y(t:)) fy (8, y(8:)), se sigue que

2
Y(tiv1) = y(t:) + hf(ti, y(t)) + % (foltisy(t) + f (i y(t)) fy (L y(12))) + O(R®). (6.4)

Por otra parte, si ahora desarrollamos f(¢; + ah,u; + 8K1) en serie de Taylor de orden dos para una funcién
de dos variables, se obtiene

F(ti + ahyu; + BE) = f(ti,wi) + ahfi(ti,wg) + BE1Lfy (i, ui) + O(h?),
de manera que al sustituir la dltima expresién en , queda
Uit1 = u;+ahf(ti,u;) +bhf(t; + ah,u; + K1)
= g+ ahf(ti,u) +0h (f(ti,wi) + ahfe(ti,ui) + BELfy(ti, ui)) + O(h?)
= wui+ (a+b)hf(ti,w) + bh2 (afy(ts, ug) + Bf (ti, i) fy(ti, i) + O(h3)

Finalmente, si comparamos ([6.4) vy la expresiéon anterior, obtenemos el sistema
a+b=1, a=p0=—

que es un sistema de tres ecuaciones con cuatro incégnitas, pudiéndose elegir entonces una variable arbitra-
riamente.

Existen por tanto una infinidad de formulas de Runge-Kutta de segundo orden, que simulan la precisién
del método de Taylor de orden dos, de manera que tendran un error local de O(h?) y un error global de O(h?).
Por lo tanto, cada férmula da los mismos resultados exactos si la EDO es cuadréitica, lineal o constante. A
continuacion, damos las tres férmulas mas conocidas.

Sia=0,b=1lya=0= %, el método RK2 que obtenemos se conoce como método del punto medio:

up = Yo, Uit1=1u;+Ky, 1=0,1,...,N -1,

donde

Ky = h f(ti, u;),
KQ = hf(tl + %h;uz + %Kl)v

Sia=b= % y a =0 =1, el método RK2 que obtenemos se conoce como método de Euler modificado
(0 método del trapecio):

1 .
Uy = Yo, Uz‘+1:Ui+§(K1+K2), 1=0,1,...,N =1,
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donde
0
Ky =h f(ti, u), 1|1
Ko =hf(t; +h,u; + Ky),
3 2

Sia= %, b= % ya=p8= %, el correspondiente método RK2 se conoce como método de Ralston (o
método 6ptimo):
1 3 .
Uo = Yo, Uit1 :U¢+ZK1+ZK2, 1=0,1,...,N -1,

donde

K1 = h f(ti, us),
Ky =h f(t; + 2h,u; + 2K7),

que corresponde al método RK de segundo orden que tiene un minimo en el error de truncamiento ([g]).

EsempLo. Utilizamos ahora el método del punto medio con N = 10 para obtener una aproximacién a la
solucion del problema de valor inicial anterior

y'(t) =2t —y(t), y(0)=—1,

ent=1.
Con h = 1—10 =0.1y f(t,y) = 2t —y, el primer paso del método del punto medio para aproximar y(0.1) es:

Kl = hf(to,’ll,o) = (Ol)f(()? 71) = 017
Ky =h f(to+ 3h,ug+ K1) = (0.1) f(0+ 1(0.1), =1 + 3(0.1)) = 0.105,
up = ug + Ko = —1 + 0.105 = —0.895.

Continuando con las aproximaciones numéricas, se obtiene que en t = 1, el valor dado por el método del punto
medio es ujg = 0.368541 y el error absoluto es |y(1) —u1p| = 0.000662, como puede verse en [16]. Finalizamos
la aplicacién del método del punto medio mostrando las graficas de las soluciones exacta y aproximada del
PVI anterior en la figura[6.3] O
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Figura 6.3: Soluciones exacta y(t) = e~ + 2t — 2 (linea continua) y aproximada mediante el método del punto
medio con N = 10 (puntos).

COMENTARIO ADICIONAL. > Una forma de comparar los métodos de Runge-Kutta de orden bajo es la
siguiente. El método RK4 requiere cuatro evaluaciones de f por paso, de manera que para que fuese
superior al método de Euler, que requiere solo una evaluacion de f por paso, deberia dar respuestas
mas precisas que el método de Euler con tamano de paso igual a la cuarta parte del tamano de paso del
método RK4. Anélogamente, para que el método RK4 fuese superior a los métodos de Runge-Kutta de
segundo orden, que requieren dos evaluaciones por paso, deberia ser més preciso con tamano de paso
h que un método de segundo orden con tamano de paso g Véase el ejemplo de la pdg. 209 de [7] en el
que se ilustra la superioridad del método RK4 con respecto a esta medida.
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6.5. Meétodos multipaso

Los métodos de Taylor y de Runge-Kutta son ejemplos de métodos de un paso para aproximar soluciones de
PVI. Estos métodos solo emplean u; para calcular la aproximacién u;41 de y(t;+1), sin utilizar explicitamente
las aproximaciones previas ug, U1, ..., u;—1. Generalmente requieren de algunas evaluaciones de la funcién f
en puntos intermedios, pero éstas se descartan tan pronto como se obtiene ;1.

Como la exactitud de |y(t;) — u;| disminuye conforme aumenta j, podemos construir mejores métodos
de aproximacion si, al aproximar y(¢;+1), incluimos en el método algunas aproximaciones previas u;. Los
métodos que desarrollan esta idea se llaman métodos de varios pasos o métodos multipaso. Es decir,
los métodos de un paso solo tienen en cuenta lo que ocurrié en el paso anterior, mientras que los métodos
multipaso tienen en cuenta lo ocurrido en varios pasos anteriores. El principio que los guia se describe a
continuaciéon. Deseamos resolver el PVI . Integrando la EDO de (6.1)) entre ¢; y ¢;11, obtenemos:

tit1

y(tien) — y(t:) = / Ty (tyde = / T iy)dt = yltin) = y(t) + / F(t (1)) dt.

t; t; t;

Puesto que no podemos integrar f(¢,y(t)) sin conocer y(t), que es la solucién del problema, integramos en su
lugar el polinomio de interpolacién p(t) que aproxima f(¢,y(¢)). Suponiendo ademés que y(t;) ~ u;, tenemos:

y(tiv1) >~ u; + / " p(t) dt. (6.5)

t;

Si 41 es la primera aproximacién que se va a generar usando un método multipaso, entonces necesitamos
conocer los valores de partida wug, ui,...,u,, del método. Estos valores de partida se generan usando un
método de Runge-Kutta o alguna otra técnica de un paso que tenga el mismo orden de error que el método
multipaso.

Hay dos clases distintas de métodos multipaso: explicitos e implicitos. En un método explicito, el calculo
de ;41 no supone la evaluacién de la funcién f(t;11,u;11), mientras que en un método implicito si.

La precision de una solucién numérica de un PVI estd en gran medida determinada por el orden del
método utilizado. El orden indica cuantos términos de una solucién expresada en serie de Taylor se estan
simulando mediante este método.

6.5.1. Meétodos explicitos de Adams-Bashforth
Supongamos que la férmula resultante de (6.5)) es del tipo
Uip1 = u; +c1f(ti,ug) + cof (tim1, ui—1) +caf(tizo, ui—o) + - - (6.6)

donde ¢y, ¢o, c3, . .. son constantes. Una expresién de este tipo se conoce como formula de Adams-Bashforth
(abreviadamente, AB). A partir del polinomio de interpolacién de grado m — 1, se obtiene una férmula AB
de m pasos.

En las férmulas de Adams-Bashforth, suponemos que p(t) estd dado por el polinomio de interpolacién en
los m puntos:

(ti f(tisui)), (Fimrs f(tict, wiz1)), ooy (immets f(Fimmet 1 Yiema1))-

Sim =1, la correspondiente formula AB se reduce al método de Euler. Damos a continuacién algunas otras
formulas, junto con los valores de partida que se requieren y sus términos de error local.

Meétodo explicito de Adams-Bashforth de dos pasos (AB2) (m = 2):

h
Uo =Yo, UL =Y1, Uiy =UiF G (Bf (i, ui) — f(tim1,ui-1)),
parai=1,2,...,N — 1, con error local Sy (&)h?, para algtin & € (t;_1,ti41).

Método explicito de Adams-Bashforth de tres pasos (AB3) (m = 3):

h
Ug = Yo, UL =Y1, U2=7Y2, Uip1 = U;+ 13 (23f(ti,ui) — 16 f (ti—1,ui—1) + 5f(ti—a, ui—2)),
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parai=2,3,...,N — 1, con error local %y(”)(fi)h‘l, para algin & € (t;—2,t;41)-
Meétodo explicito de Adams-Bashforth de cuatro pasos (AB4) (m = 4):

Uo = Yo, U1 =1Y1, U2=1Y2, U3=1Y3,

h
Uikl = Ui+ oy (55f (tiywi) = 59f (tim1,ui—1) + 37f(ti2,ui—2) — 9f (ti—3,ui-3)),

para i = 3,4,...,N — 1, con error local %y(”)(&)hf’, para algin &; € (t;—3,t;11)-
EJEMPLO. Aplicamos a continuacién el método AB4 con N = 10 para obtener una aproximacién del problema
de valor inicial anterior

y'(t) =2t —y(t), y(0)=-1,

ent=1.
Podemos obtener los valores iniciales mediante el método RK4, pero como conocemos la solucién exacta,
y(t) = e7t +2t — 2, la utilizamos para obtener los valores iniciales:

up = —1, uy = y(0.1) = —0.895162, uy = y(0.2) = —0.781269, uz = y(0.3) = —0.659181.

Ahora,
Uy = us-+ i (55f(t3, U3) — 59f(t2,U2) + 37f(t1,u1) — 9f(t0,’b60))

= —0.659181 + %L (55£(0.3, —0.659181) — 59£(0.2, —0.781269)
+37£(0.1,—0.895162) — 9£(0, —1))
= —0.659181 + %1 (55(1.259181) — 59(1.181269) + 37(1.095162) — 9(1))

= —0.529677

y, continuando de forma anéloga, véase [16], se tiene: u1g = 0.369344 y el error cometido es |y(1) — uyp| =
0.00146. O

COMENTARIO ADICIONAL. > La principal desventaja comiin de todos los métodos multipaso, en general,
y de los métodos AB, en particular, es que se necesitan conocer los valores de partida. Por ejemplo, para
el método AB4, se necesitan cuatro valores de partida antes de que el método se pueda utilizar. En la
préactica, como se ha dicho anteriormente, se utiliza un método de un paso con el mismo orden de error
para determinar los valores de partida. El método AB4 se utiliza frecuentemente con el método RK4
porque ambos tienen un error local de orden O(h®). La ventaja de los métodos AB sobre los métodos
de un paso es que el célculo de u;41 requiere solo una evaluacién de f(¢,y) por paso, mientras que
los métodos RK de 6rdenes > 3 requieren cuatro o mas evaluaciones de la funcién. Por esta razén, los
métodos multipaso pueden ser el doble de rapidos que los métodos RK de exactitud comparable.

6.5.2. Métodos implicitos de Adams-Moulton

Raramente se utilizan las férmulas AB de manera aislada, habitualmente se suelen utilizar junto con otras
féormulas para aumentar la precision de la aproximacién numérica. Con el fin de observar cémo es posible
esto, volvemos a la aproximacion y supongamos que se emplea una férmula de cuadratura numérica que
comprende a f(t;1+1,u;+1). Supongamos ahora que da como resultado:

Uigr = Wi + 1 f(big1, wip1) + cof (ti, wi) + caf (tim1, wim1) + -

donde ¢y, ¢a,c3, ... son constantes. La situacién mas sencilla es la que considera el polinomio p(t) como el
5 €2, €63,
polinomio de interpolacién en los m + 1 puntos:

(i1, f(tiprwivr)), (to, f(ta i), ooy (Bimmag1s f(Gimmg s Uimme1))-

Se relacionan a continuacién los ejemplos més comunes de expresiones de este tipo, que se conocen como
formulas de Adams-Moulton (abreviadamente, AM). Obsérvese que el error local de un método implicito de
(m —1) pasos es de orden O(h™*1) lo mismo que el de un método explicito de m pasos. Sin embargo, ambos
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usan m evaluaciones de la funcién, ya que los métodos implicitos incluyen f(¢;41,ui+1), pero los explicitos
no.

Método implicito de Adams-Moulton de dos pasos (AM3) (m = 2):

h
Uo =Yo, UL Y1, Uikl = Uit o5 (5f (tig1,uip1) +8f (ts,ui) — f(tic1,ui—1)),
parai=1,2,...,N — 1, con error local g—iy@”)(gi)h‘*, para algin &; € (t;_1,ti11)-
Método implicito de Adams-Moulton de tres pasos (AM4) (m = 3):

Uo = Yo, U1 =Y1, U2 =1Y2,

h
Ujr1 = U; + 21 (9f (tig1s wig1) +19f (ts,wi) — BF (tim1, uim1) + f(ti—2, ui—2)),

parai=2,3,...,N — 1, con error local ;T%)y(”)(gi)h5, para algin &; € (ti—2,ti11).

COMENTARIO ADICIONAL. > Resulta de interés comparar el método explicito AB de m pasos con el
método implicito AM de m — 1 pasos. Ambos requieren m evaluaciones de f por paso y ambos tienen
los factores y“”"’l)(gi)hm'*‘1 en sus términos de error local. Ademads, en general, los coeficientes de las
evaluaciones de f en la férmula de aproximacién y en el término de error local son menores en el método
implicito que en el explicito del mismo orden, lo que conlleva menores errores de truncamiento y de
redondeo en los métodos implicitos. Por el contrario, obsérvese que los métodos implicitos tienen la
necesidad de reformular algebraicamente la ecuacién en diferencias para obtener una representacion
explicita de u;41, lo que puede ser dificil, sino imposible.

6.5.3. Meétodos predictor-corrector

Para sacar provecho de las propiedades beneficiosas de los métodos implicitos y evitar las dificultades
en la resoluciéon de la ecuacién implicita, estos métodos implicitos no se suelen utilizar en la practica en
solitario, sino que se suelen utilizar para mejorar las aproximaciones obtenidas por los métodos explicitos.
La combinacién de un método explicito con uno implicito recibe el nombre de método de prediccion y
correcciéon o método predictor-corrector. El método explicito predice una aproximacién y el método
implicito la corrige. Gozan del orden de precisién del método corrector.

El método predictor es una férmula explicita y se utiliza en primer lugar para determinar una estimacién
u;+1 de la solucién, que se calcula a partir de la soluciéon conocida en el punto anterior mediante un método
de un paso o a partir de la solucién conocida en varios puntos anteriores mediante un método multipaso.
Una vez calculada la estimacion u;41, se aplica el método corrector, que utiliza el valor estimado u; 41 en la
parte derecha de la ecuaciéon de un método implicito, para calcular una nueva estimacién de la solucién, mas
exacta que u;41, en la parte izquierda de la ecuacién del método. Por lo tanto, el método corrector que suele
ser un método implicito se utiliza de manera explicita, ya que no se requiere resolver una ecuacion no lineal.
(Ademads, podemos repetir la aplicacién del método corrector varias veces, de manera que el nuevo valor de
u;+1 se sustituye de nuevo en la parte derecha de la ecuacién del método corrector para obtener una nueva
aproximacion de u;41 mas refinada, véase [12].)

Un método predictor-corrector popular, llamado ABM4, utiliza la férmula AB4 como método predictor
y la férmula AM4 como método corrector. El primer paso es calcular los valores de partida ug, w1, us y us
para el método explicito AB4. Para calcular estos cuatro valores, utilizamos un método de un paso de cuarto
orden, especificamente, el método RK4. El siguiente paso es calcular una aproximacién u? de y(t4) mediante
el método explicito AB4 para hacer la prediccién (véase [7]):

P

uy = uz + % (55f(t3,uz) —59f (to, uz) + 37f(t1,u1) — 9f(to, uo)) -

Esta aproximacién se mejora utilizando ahora el método implicito AM4 como corrector:

Ug = U3z + % (9f(t4,uf) + 19f(t3, U3) — 5f(t2, UQ) + f(tl,ul)) .

El valor uy4 es el que se usa como aproximacion de y(t4). Ahora la técnica de utilizar el método AB4 para hacer
la prediccién y el de AM4 para hacer la correccién se repite, hallindose ul’ y us, las aproximaciones inicial
y final respectivas de y(t¢5). El proceso se reitera hasta que obtengamos la aproximacién de y(tn) = y(b).
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6.6. Ecuaciones de orden superior y sistemas de ecuaciones dife-
renciales

Los métodos desarrollados en las secciones previas se pueden extender ahora facilmente para resolver PVI
de orden superior. Consideramos el caso general de una EDO de orden ¢ > 2

YD) = f(t,y(t),y' (), ...,y (t), para todo t € [a, ], (6.7)
sujeta a las condiciones iniciales
y(a) =yo, ¥'(@) = y1, -, ¥V (a) = yg1.

La ecuacion se puede transformar en un sistema de primer orden de m ecuaciones diferenciales. Para
ello, ponemos

wi(t) = y(t), wat) =y'(t), ..., wy(t) =y V(t),

de manera que la ecuacién (6.7)) puede ahora escribirse como

wll = W2,
wh = ws,
w’ = w
q—1 q»
wy = f(t,wi,we, ..., wy),
con condiciones iniciales
wi(a) = yo, wa(a) =y1, ..., wg—1(a) = Yg—1.

Para resolver el sistema anterior se puede aplicar a cada ecuaciéon individual uno de los métodos desarrollados
en las secciones previas.

EJjeMpLO. Consideramos el método de Euler aplicado a las siguientes dos ecuaciones simultaneas

{yi = Nt u(t),v2(1)),

yy = fa(t,y1(t),y2(t)),
De la férmula del método de Euler se sigue que el paso i-ésimo seria
uir = uj +hfi(tud,u),

{ ul, = ul+hfo(ty,ul,uf). O

Escribiendo el sistema anterior en forma vectorial y’(t) = F(¢,y(t)), con una eleccién obvia de la notacion,
la extension de los métodos desarrollados anteriormente en el caso de una sola ecuacién al caso vectorial es
directa. Asi, el método

u =yo, U1 =uw;+hF(t;,uw), >0,

es la forma vectorial del método de Euler.

6.7. Sugerencias para seguir leyendo

Para un tratamiento més profundo de los métodos numéricos para EDO se recomiendan los siguientes
textos: [I5] y Ralston y Rabinowitz (2001). Otros textos que ofrecen un estudio exhaustivo son: Butcher
(2008), Gear (1971) y Golub y Ortega (1992). Un texto interesante que analiza los sistemas de ecuaciones
diferenciales es Lambert (1991), donde se explica que las condiciones para los 6rdenes de los métodos escalares
y vectoriales (sistemas), aunque tengan la «misma formay, varfan entre unos y otros, obteniéndose distintos
ordenes.
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Ejercicios

Apliquese el método de Euler explicito con paso h = 0.1 para aproximar el valor y(1) de la solucién de
la ecuacién integral

y(t) = e —|—/O cos(s + y(s))ds

transformandola previamente en un PVI.

. Encuéntrese la solucion exacta del PVI

y' ()=t +yt), telo], y(0)=1.

Haéllese una aproximacién numérica obtenida mediante el método de Euler con paso de integracién
h=0.2.

2
La funcion y(t) = ik la solucién del PVI

Calcilese mediante el método de Euler una aproximacién de la solucién. ;Qué es lo que sucede? Dese
una explicacion.

Obtencion del método de Fuler utilizando integracion numérica. Véase la equivalencia entre aplicar el
método de Euler a la resolucién del problema de Cauchy (6.1) y aplicar la regla de cuadratura del
rectangulo a la reformulacion del problema de Cauchy en forma integral.

Obténgase el valor exacto de y(0.1) a partir de la solucién exacta del PVI

y'(t) = —ty(t)?, y(0)=2.

A continuacién, aproximese numéricamente el valor de y(0.1) mediante el método de Taylor de segundo
orden. Compérense los resultados.

Constriyase un método RK explicito de segundo orden y dos etapas tal que b; = i y dese su tabla
de Butcher. Resuélvase el PVI del ejercicio 2 mediante este método con el mismo paso de integracion.
Comparense los resultados.

Si f(¢,y(t)) depende solo de t (es decir, f(¢,y(t)) = f(¢)) en el problema de Cauchy (6.1), demuéstrese
que el método RK2 de Euler modificado se reduce a la regla de cuadratura del trapecio y que el método
RK4 se reduce a la regla de cuadratura de Cavalieri-Simpson.

Dado el método
up = Yo, Uiyr = ;i + hf(t; + h,u + hf(ti, u)),

digase si es de tipo RK y, en su caso, escribase la tabla de Butcher. ;Cudl es el orden del método?

Sea el método

up = Yo, Uit1 = u¢+é(K1+4K2+K3),
K1 = hf(t,uw),
Ky = hf(ti+ % u+ 3K1),
Ky = hf(t;+hu +2K, — Ky).

;Es un método RK? En caso afirmativo, dese su tabla de Butcher. ;Cudl es el orden del método?

Obténgase la férmula recursiva del método RK4. Para ello, téngase en cuenta que el método RK4
consiste en calcular la aproximaciéon u;11 de la siguiente forma:

Uy = Yo, Uip1 = Ui + b1 K1 + 0o Ko + b3 K3 + by Ky,
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

donde

K1 = hf(ti,u;), K3 = hf(t; + csh,u; + az1 K1 + a3 Ka),

Ky = hf(t; + coh,u; + a2 Ky), Ky = hf(t; + cah,u;i + as1 K1 + ago Ko + ay3K3).
Compruébese que el método es de cuarto orden.

Sea el PVI
y'(t) =t>+y(t), y(0)=1

Aproximese el valor y(1) utilizando el método AB2 y tomando como método de inicio el método RK2
dado por

h h
up = Yo, Uiy1 =ui+hf (ti +tgouit 2f(ti,ui)>
con paso de integracién h = 0.2.

a) Constriyanse los métodos AB2 y AM2.
b) Constriyanse los métodos AB3 y AM3.

Obsérvese el método de Euler explicito y constriyase de manera aniloga el método de Euler implicito,
dado por
up = Yo, Uir1 = Ui +hf(tiv1, uigr)-

Utilicense después los dos métodos de Euler en la forma predictor-corrector para resolver el PVI
y'(t)=In(1+*+yt)*) + 2t +y(t), y(0)=1.
Escribanse las ecuaciones del método numérico y calcilense y(0.5) e y(1) tomando h = 0.5.

Transférmese el siguiente PVI de segundo orden
y'+2y +yP =sent, y(0)=1, y'(0)=0.

en un sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden. Calcilense las dos primeras iteraciones del
método de Euler con paso de integracion h = 0.1.

Resuélvase, mediante el método de Euler, el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales
{ 2(t) =z +ty(t) + 1,

Y (t) = t2ax(t) + ty(t) + 3,

en el intervalo [0, 1], con las condiciones iniciales (0) = 1, y(0) = 1 y usando como paso de integracién
h=0.2.

Desarrollese la formula del método RK2 de Euler modificado para la resolucién de un sistema de dos
EDO de primer orden. Dése también la formulacién vectorial del método.






Capitulo 7

Resoluciéon numeérica de problemas de
valores en la frontera en dos puntos

7.1. Introduccion

Las EDO tratadas en el capitulo anterior son de primer orden y deben cumplir una condicién inicial.
También vimos que las técnicas numéricas se pueden extender a sistemas de ecuaciones y ecuaciones de orden
superior, siempre que las condiciones se especifiquen en el mismo punto en el que se da el valor inicial. Por
esta razon, tales problemas se denominan problemas de valor inicial (abreviadamente, PVI). Sin embargo, en
muchos problemas, las condiciones se especifican en méas de un punto. Debido a que estas condiciones se suelen
dar en los puntos extremos o frontera de un intervalo, se les denomina problemas de contorno o problemas
de valores en la frontera (abreviadamente, PVF). Muchas aplicaciones importantes de la ingenierfa son de
esta clase, como por ejemplo la deflexién de una viga y el flujo del calor, asi como también varios problemas
fisicos. Los PVF son generalmente mas dificiles de resolver que los PVI. Para EDO de primer orden solo se
especifica una condicién, asi que no hay diferencia entre PVI y PVF.

Presentamos en este capitulo dos procedimientos generales que aproximan la soluciéon de un PVF: los
métodos de disparo y los métodos de diferencias finitas. Los primeros transforman un PVF de segundo orden
(u orden superior) en un sistema de PVI. En los segundos, las derivadas de la EDO se aproximan mediante
férmulas de diferencias finitas, resultando entonces sistemas de ecuaciones algebraicas (lineales o no lineales)
que hay que resolver. Ambos métodos tienen sus ventajas y desventajas. Los métodos de diferencias finitas
no necesitan resolver la EDO varias veces para ajustar las condiciones de contorno prescritas en el punto final
del dominio. Por otra parte, la solucion de EDO no lineales utilizando métodos de diferencias finitas resulta
de la necesidad de resolver un sistema de ecuaciones no lineales simultdneas (generalmente iterativamente),
que puede ser tedioso y dificil. Los métodos de disparo tienen la ventaja de que la solucién de la EDO no
lineal es bastante sencilla. La desventaja de estos métodos es que hay que resolver la EDO varias veces.

7.2. El PVF de segundo orden en dos puntos

Las ecuaciones diferenciales cuyas soluciones aproximaremos aqui son de segundo orden, concretamente
de la forma:

y'(z) = f(z,y(x),y (), paraz € [a,b],
con las condiciones de contorno que debe cumplir la solucién

yla)=a e yb)=5,

para ciertas constantes « y 3. Estas condiciones de contorno se llaman condiciones de contorno de Dirichlet.
Un problema como éste es un ejemplo tipico de PVF de segundo orden en dos puntos.
He aqui un ejemplo de un PVF en dos puntos que se puede resolver mediante funciones elementales:

y'(@) +y(@) =0 y(0)=1, y(r/2)=2.

81
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En primer lugar, podemos encontrar la solucién general de la EDO, que es
y(x) = Crsenx + Cycos .

Después, podemos determinar las constantes C; y Cy para que las condiciones en la frontera se satisfagan.
De este modo,
1=y(0) = C1sen0+ Cycos0 = Cy,

2 =y(mw/2) = Cysen(n/2) + Cycos(m/2) = Ch,

y la solucién es:
y(x) = 2senz + cos x.

La técnica que acabamos de ilustrar no es efectiva cuando la solucién general de la EDO se desconoce.
Nuestro interés se centrara en los métodos numéricos que permiten acometer cualquier PVF en dos puntos.
Antes de abordar los métodos numeéricos, es conveniente decir que no podemos asegurar que exista una
solucién del PVF en dos puntos genérico anterior por la sencilla suposicion de que f sea una funcién «decentey.
En primer lugar, hay que comprobar que se cumplen las siguientes condiciones ([7]):

= la funcién f y sus derivadas parciales con respecto a y e ¢’ son continuas,
= la derivada parcial de f con respecto a y es positiva,
= la derivada parcial de f con respecto a 3y’ esté acotada,

que garantizan que un PVF tiene solucion unica antes de emplear un método numeérico; si no se hace, puede
que obtengamos resultados absurdos. Estas son condiciones razonables en los PVF que modelan problemas
fisicos.

7.3. El método de disparo lineal
Se dice que un PVF es lineal cuando la funcién f es de la forma

f@,y(2), ¥ (x) = pl)y'(z) + q(@)y(x) + r(z),
donde p(z), q(z) y r(x) son funciones arbitrarias. Los problemas lineales aparecen frecuentemente en apli-
caciones y son mucho més faciles de resolver que los no lineales. Esto se debe a que sumando una solucién
particular de la EDO lineal completa, o no homogénea,

y"(x) — p(x)y (z) — q(x)y(z) = r(x)

a la solucion general de la EDO lineal homogénea

y"(z) —p(x)y'(z) — q(x)y(z) = 0,

obtenemos todas las soluciones de la EDO lineal completa. Las soluciones del problema lineal homogéneo son
més faciles de calcular que las del completo. Ademaés, para probar que un PVF lineal tiene solucién inica,
solo debemos comprobar que las funciones p, ¢ y r son continuas y que los valores de ¢ son positivos.

Para aproximar la solucién tnica del PVF lineal, consideramos en primer lugar dos PVI

y'(x) = p(@)y () + q(@)y(z) +r(x), = €la,b; yla)=a, y'(a)=0, (7.1)

y'(x) = p(x)y'(z) + q(x)y(z), z€[a,b]; yla)=0, y'(a)=1, (7.2)
que tienen solucién tnica. Denotemos la solucién del primer problema por y;(z), la solucién del segundo

problema por yo(z) y supongamos que y2(b) # 0. Entonces, por la teorfa basica de las EDO lineales, es facil
comprobar que la funcién
B —y1(b)
z)=y(z) + —==y2(x 7.3
y(@) = y1(x) ) y2(x) (7.3)
es la solucién unica del PVF lineal

y'(@) = p@)y'(x) + q(@)y(z) +r(z), =€ la,b]; yla)=a, yb)=4p (7.4)
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(Los detalles de comprobacion se dejan para el estudiante.)

Si por otra parte, y2(b) = 0, entonces la solucién y2(x) de v (z) = p(z)y'(z) + q(x)y(z) satisface ya2(a) =
y2(b) = 0, lo que implica que yo(x) = 0. Por lo tanto, y;(z) satisface ambas condiciones de contorno.

Asi, el método de disparo lineal consiste en sustituir el PVF por los dos PVI v (7.2)), que
se resuelven mediante cualquier método numérico de resolucién de PVI. Para ello, transformamos sendos
problemas en sistemas de primer orden. Para el problema , el cambio u; =y, up =y transforma el PVI
en el siguiente sistema equivalente

{ uy (z) = uz(@);

uy(z) = q(@)ur (z) + p(z)uz(z) + 7(2);

mientras que el cambio v; =y, va = 3’ transforma el PVI ([7.2)) en el sistema equivalente
{ v1(z) = va2(); vi(a) =0,

vy(x) = q(x)or(z) + p(x)va(2);

u1(a) = a,

us(a) =0,

va(a) = 1.
Una vez que se dispone de las aproximaciones y (z) e y2(x), la solucién del PVF se aproxima usando
la expresién .
EJEMPLO. Sea el PVF
Y (@) + (o + 1)y (@) — 2y(x) = (1 — %) e,

Vamos a resolverlo utilizando el método de disparo lineal con A = 0.2.
Las funciones p, ¢ y r son respectivamente p(r) = —(z + 1), ¢(z) = 2 y r(z) = (1 — 2%) e~*. La solucién
numérica del problema anterior es:

re (0,1 y(0) = y(1) = 0.

y1(1)
= — , 7.5
y(@) = yi(x) ) y2(x) (7.5)
donde y1(z) e y2(x) son las soluciones respectivas de los PVI:
i (2) = —(z + Dy () + 251 (2) + (1= 2%)e™; 51(0) = 41(0) =0,
Yy (2) = —(z + Dya(z) + 22(2); 32(0) =0, y5(0) =1,
que los expresamos ahora respectivamente de la forma:
uy (7) = uz(x); u1(0) =0,
(7.6)
uy(x) = 2ur (@) — (@ + Dua(z) + (1 —2?)e™; ux(0) =0, x€l0,1],
vi(x) = va(x); v1(0) =0,
(7.7)
o) = 201 (z) — (2 + Dea(e); 2(0) =1, € [0,1].

Utilizamos el método RK4 para construir las soluciones numéricas u} y v} de los sistemas lineales (7.6)) y
(7.7). Las aproximaciones de u} y v} estan dadas en la tabla [7.1| (véase [16]).

ug vi

0 0 0
0.2 | 0.01743428 | 0.18251267
0.4 | 0.06017154 | 0.33919207
0.6 | 0.11620204 | 0.48140428
0.8 | 0.17679396 | 0.61776325
1 | 0.23633393 | 0.75454368

Tabla 7.1: Soluciones numéricas de los sistemas ([7.6]) y (7.7]).

Por ejemplo, utilizando ([7.5)) y la tabla la solucién aproximada en x = 0.4 es

(1) 0.23633393
(1) %2 0.75454368

y(0.4) = 11 (0.4) — (0.4) ~ 0.06017154 — (0.33919207) = —0.046068294. O
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COMENTARIO ADICIONAL. > En general, si u} y v} son aproximaciones respectivas de y1 (;) e y2(z;) con

K3
una precisiéon de orden O(h™), para cada ¢ = 0,1,..., N, entonces la aproximacién de y(z;) tendra

también una precisién de orden O(h™).

7.4. Meétodos de diferencias finitas lineales

El método de disparo lineal suele presentar problemas con los errores de redondeo. Los métodos que
presentamos en esta seccidon son mas robustos frente a los errores de redondeo, pero, en general, requieren
mayor esfuerzo computacional para obtener una precision especifica.

Los métodos que utilizan diferencias finitas para resolver problemas de contorno sustituyen cada una de
las derivadas de la EDO por un cociente incremental como los considerados en el capitulo 4; los cocientes
incrementales concretos que se tomen deben mantener un orden del error especificado. Asi, los métodos que
involucran diferencias finitas transforman el PVF en un sistema lineal o no lineal, cuadrado, cuyas incégnitas
seran los valores aproximados de la solucién y(x) en los puntos elegidos del intervalo [a, b].

En el método de diferencias finitas para el PVF ([7.4) es necesario utilizar cocientes incrementales
para aproximar tanto i’ como y”. Para cualquier x del intervalo (a, b), sencillas manipulaciones del desarrollo
de Taylor de y(z), alrededor de x, nos permite obtener la diferencia finita centrada para y’ (véase el capitulo
4):

oy Y@+h) —y(z—h)
y'(x) ~ 57 :

De forma andloga, para la derivada segunda, obtenemos la diferencia finita centrada para "

ny L Y@ +h) —2y(x) +y(z—h)
y'(z) ~ % :

Sustituyendo entonces las diferencias finitas centradas que acabamos de ver en la EDO, resulta

y(@+h) —2y(@)+ylz—h) y(x +h) —ylx—h)
h2 = p(@) 2h

+ q(x)y(x) + r(x). (7.8)

Tomando ahora un nimero entero N > 0 y dividiendo el intervalo [a, b] en (N + 1) subintervalos del mismo
tamano h, con
b—
h=—~2
N+1

podemos discretizar la expresién ([7.8)) para cada x;, de manera que

zi=a+ith, i=0,1,...,N+1,

Y(@ir1) — 2y(xi) +y(wiog) _ p(z:) Y(wit1) —y(@i—1)

2 o7 +q(z)y(z;) + r(x;), i=1,2,...,N.

Si utilizamos la notacién w; = y(x;), pi = p(xs), ¢ = q(x;) y i = r(x;), con i = 1,2,...,N, up = a 'y
uny4+1 = (3, y agrupamos términos, obtenemos el sistema lineal de tamano N x N

h h
(1 + 2]91) Uij—1 — (2 + h2qz) u; + (]. — 2p1> Uij+1 = h27"i, L= ]., 2, ey ]\[7 (79)

que se puede representar en la forma matricial Au = b, donde A es una matriz N x N tridiagonal,

Ui

by di — a1«
az by co Uz ds
az by ¢ us3 ds
= )
an—1 byn-1 cn—1 UN_1 dn-1
an by dn —cenpf

un
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donde a;, b;, ¢; v d; estan definidos, para i =1,2,..., N, por

h h
ai=1+gp;  bi= —2+hq),  e=1- opin di = h?r;.

Este sistema tiene solucidn dnica si p, ¢ y T son continuas en [a,b], ¢(z) > 0 en [a,b] y h < 2/L, donde
L= mix [p(z)].
a<lz<

EJEMPLO. Sea el PVF
y'(x)+ (x+ 1)y (2) = 2y(x) = (1 —2¥)e ™™, 2€]0,1]; y(0)=-1, y(1)=0.
Utilizaremos el método de diferencias finitas lineales con h = 0.2 para resolverlo y compararemos los resultados
con la solucién exacta y(z) = (z — 1) e~ 7.
Las funciones p, ¢ y  son respectivamente p(x) = —(z + 1), ¢(x) =2 y r(z) = (1 — 2%) e~*. Por tanto, la

ecuacion ([7.9)) se convierte en

(1 —0.1(z; + 1))ui—1 — (2 +0.08)u; + (1 +0.1(x; + 1))usyq = 0.04(1 — 22) e,

con ug = —1, us =0y x; = (0.2)3, para i = 1,2,3,4. Y la correspondiente formulacién matricial es
—2.08  1.12 “ 0.91143926
0.86 —2.08 1.14 U2 0.02252275
= . (7.10)
0.84 —2.08 1.16 us 0.01404958
0.82 —2.08 0.00647034
Uy

Las aproximaciones de la solucién aparecen en la tabla (véase [16]), junto con su comparacién con los
valores calculados a partir de la solucién analitica. [

x u; y(x;) | Error absoluto

0 | -1.00000 | -1.00000 0.000000
0.2 | -0.65413 | -0.65498 0.000854
0.4 | -0.40103 | -0.40219 0.001163
0.6 | -0.21848 | -0.21952 0.001047
0.8 | -0.08924 | -0.08987 0.000624

1 0.00000 | 0.00000 0.000000

Tabla 7.2: Solucién numérica del sistema ([7.10)).

COMENTARIOS ADICIONALES. > De la aplicacién de los métodos de diferencias finitas no siempre resulta
un sistema tridiagonal de ecuaciones. Esto ultimo es debido a que la EDO es de segundo orden y se ha
utilizado una férmula de diferencias finitas centradas para aproximar la derivada segunda.

> Obsérvese que al utilizar diferencias finitas centradas como aproximaciones de las derivadas, resulta
que el método de diferencias finitas tendra un error de truncamiento de orden O(h?). Para obtener
un método de diferencias més preciso tenemos varias opciones. Podemos utilizar aproximaciones en
diferencias finitas mas precisas para las derivadas, pero la desventaja de hacer esto es que el sistema de
ecuaciones resultante no sera tridiagonal y su resolucién requerird entonces muchas més operaciones.
Otro camino, generalmente mas satisfactorio, consiste en considerar una reduccién del tamaio de paso
h y comparar las soluciones en los mismos nodos; sin embargo, el error de redondeo incrementara y
podria llegar a hacerse grande.



86 CAPITULO 7. RESOLUCION NUMERICA DE PVF EN DOS PUNTOS

7.5. El método de disparo no lineal

Los métodos de diferencias finitas trabajan razonablemente bien para PVF lineales y no presentan pro-
bemas de inestabilidad. Para PVF con EDO no lineales, estos métodos suelen presentar problemas como
consecuencia de que el sistema resultante es no lineal. En tales situaciones es preferible utilizar el método
de disparo no lineal.

La técnica del disparo para un PVF no lineal

y'(x) = f(z,y(x),y (x), =€la,b]; yla)=a, yb)=270, (7.11)

es parecida a la del método de disparo lineal, salvo que la solucién de un problema no lineal no puede
expresarse como una combinacién lineal de soluciones de dos PVI. En su lugar, aproximamos la solucién del
PVF mediante las soluciones de una sucesiéon de PVI de la forma

y//(x) = f(1'7y(l'),yl(l’)), T e [aa b]7 y(a) =qQ, y/(a) =m, (712)

que involucran un cierto pardmetro m, que indicard la pendiente de salida de la solucién del problema (de
ahi el nombre de método de disparo para esta técnica, que viene de la analogia con el procedimiento para
disparar contra un blanco fijo, véase [7]). Para ello, elegiremos valores mj, del pardmetro m de manera que
se garantice

iy (bmy) = y(b) = 6,

donde y(x; my) denota la solucién del PVI con m = my, e y(z) la solucién del PVF (|7.11)). Observemos
que y(x;my) satisface todas las condiciones para ser la solucién del PVF , a falta de que su valor en
T =bsea f3.

Iniciamos el proceso con un valor del pardmetro m = mg que determina la elevacién con la que se dispara
desde el punto (a, a), de manera que la trayectoria de la bala viene dada por la solucién del PVI

y'(z) = f(x,y(x),y'(x), =z €la,b]; yla)=ca, ¥y(a)=mo.

Si y(b; mop) no estd suficientemente cerca de 3, corregimos nuestra aproximacién tomando una nueva elevacién

my,Ma, ..., y asi sucesivamente hasta que y(b; my) «acierte» en 8 con la precisién deseada.
El problema es entonces determinar el parametro m del PVI de manera que
y(bsm) = =0

(es decir, se trata de resolver la ecuacién anterior en la variable m). Por tanto, todo se reduce a resolver una
ecuacion no lineal, descrita por una funcién de la que solo conocemos su valor en una serie de puntos, para
lo cual se puede aplicar cualquier método numérico de los descritos en el capitulo 2. Por ejemplo, podemos
recurrir al método de biseccién, al de la secante o al de Newton. Pero el empleo de un método u otro necesitara
de un mayor o menor conocimiento de la solucién de (7.12)) y, quizé, de alguna derivada, lo cual puede hacer
complicada su aplicacién.

Un método sencillo que se puede utilizar para determinar el pardmetro m es el método de la secante,
para el que se necesita dar dos valores iniciales mg y my y hallar las siguientes aproximaciones mediante la
iteracién

Mg—1 — Mkg—2
bymy—1) — y(b; mk—2)’

my = mi—1 — (y(b;mg_1) — ) o kE=23... (7.13)
A continuacién, conocido el valor de my en la k-ésima iteracion, se vuelve a resolver el PVI para
m = my, y, mediante con k = k + 1, se obtiene un nuevo valor de la pendiente de disparo m = 1.
Y asi hasta alcanzar un m; tal que |y(b;m;) — 8] < €, donde € es la cota del error que estemos dispuestos
a cometer. Notemos que para que el método converja, son necesarias buenas elecciones de mg y mi. La
convergencia del método de la secante, en condiciones adecuadas, asegura la convergencia del método de
disparo no lineal.

En la practica, ninguno de los PVI se resuelve exactamente, sino que sus soluciones se aproximan
utilizando alguno de los métodos numéricos tratados en el capitulo anterior.

EJEMPLO. Consideremos el PVF
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cuya solucién exacta es y = v/1 + z. Para este ejemplo, f(z,y,y') = —(¥')%/y,a=1,b=3, a =2y 3 =2.
Para aplicar el método de disparo no lineal para resolver este problema con una precisién de 10~%, podemos
tomar como primera aproximaciéon mg = y(1) = v/2 ~ 1.4 y reemplazar el PVF por el PVI

gy = _(y/)27 rell,3]; y(1)= \/57 y/(l) = 1.4.

Transformamos ahora la EDO anterior en un sistema de primer orden de dos EDQO, ajustamos las condiciones
iniciales al sistema y aplicamos a cada EDO individual el método RK4 para obtener

y(3;mo) = 3.14953128,  |y(3:mo) — 2| = 1.14953128.

Repetimos el proceso utilizando una estimacién diferente de y'(1); por ejemplo, m; = i:g‘ = 552~ 0.3, de
manera que

y(3;my) = 1.92277306,  |y(3;my) — 2| = 0.07722694.

Para la tercera aproximacién utilizamos el método de la secante

(192277306 — 2)(0.3 — 1.4)
192277306 — 3.14953128

me = 0.3 — ~ 0.30629520
y obtenemos
y(3;ma) = 2.02207265, ly(3;ma) — 2| = 0.02207265.

Se repite el proceso para calcular las siguientes y(3;my). Después de seis intentos, véase [16], se obtiene el
valor ms = 0.35355340 para el que y(3;ms5) = 2 hasta 10 cifras decimales. O

COMENTARIO ADICIONAL. > Andlogamente, se puede utilizar el método de Newton para hallar una so-
lucién aproximada de la ecuacién y(b;m) — B = 0 en cada iteracién, pero la necesidad de conocer la
derivada de la solucién en la iteraciéon anterior lleva consigo tener que resolver un nuevo PVI, aunque
generalmente converge méas rapidamente que utilizando el método de la secante. Ambos métodos pre-
sentan solo convergencia local, ya que ambos requieren buenas aproximaciones iniciales. (Véanse [5 [7} 18]
para la resolucién mediante el método de Newton.)

NotA. Debido a la complejidad de estudio del error en estos métodos, no vamos a indicar nada sobre el
mismo. Para un estudio detallado de error, puede consultarse [I5].

7.6. Meétodos de diferencias finitas no lineales

El método de diferencias finitas para un PVF general es parecido al método que se aplica en los
problemas lineales, excepto que el sistema de ecuaciones resultante es no lineal, y habra que recurrir a los
métodos numéricos correspondientes para su resolucién. Véase [5].

Al igual que en el caso lineal, dividimos el intervalo [a,b] en N + 1 subintervalos cuyos extremos son los
nodos x; = a+ih, parat=0,1,..., N + 1. Suponiendo que la solucién exacta tiene derivada cuarta acotada,
podemos aproximar y'(z) e y”(z) por las diferencias finitas centradas adecuadas, discretizar la expresion
resultante para x = x;, ¢ = 1,2,..., N, y obtener

Y(Tit1) — ny(L»;Ci) + y(zi-1) =f <xi7y(xi)7 y(xi+1)2—hy(l‘i—1)> . i=1,2,...,N.

Para generar el método de diferencias finitas, suprimimos el término de error y afiadimos las condiciones de
contorno, lo que transforma el PVF en el sistema no lineal de tamano N x N

2uy — ug + h2f (a:l,ul,“é;a)—a = 0

—uy + 2uy — ug + h2f (332, U, 7"32_hul) = 0

—un_2 +2un_1 —un +h*f (IN—h UN-1, %) =0
—un_1 +2uy + h2f (wN,UJ\u B’S;j*) - =0
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donde ug = «a, uny1 = By u; representa el valor aproximado de la solucién y(x) en el punto x = z;. Para
aproximar la solucién del sistema anterior, recurrimos al método de Newton para sistemas no lineales. Se

T
) ién de i . k) (k) (k) la solucion del si
genera entonces una sucesion de iteraciones ¢ (uy ,uy ,..., Uy que converge a la solucion del sistema
) o ©) (0) oNT : .
suponiendo que la aproximacién inicial (u; ', ug’,..., Uy esté lo suficientemente cerca de la solucién

T a: Ui+l — Uj—1 . .. .
(uy,ug,...,uyn)" . Si denotamos por z; = ”27hl7 i=1,2,..., N, la matriz jacobiana que aparece en el
método de Newton es la matriz tridiagonal
b1 ¢
az by e
az by c3

an—1 bn-1 cn—1

an bN

donde a;, b; y ¢; estan definidos, para i =1,2,..., N, por
h 9 h
a; = — 1+§fy/(xiauiazi) s b =24+ Db fy(xi,u, %), ¢=— ]-_§fy’(xiauiazi) .

El método de Newton para sistemas no lineales requiere que, en cada iteracion, se resuelva un sistema lineal
N x N con la anterior matriz tridiagonal J ([5])

U1 2ur —up + W2 f (21,1, %25%) — o
Vo —uy + 2uy — ug + W2 f (22, ug, Y54
J = ,
2 UN—UN-2
UN_1 —un—2 +2un_1 —un +h°f (SEN—hUN—la T)

N —un_1+ 2uy + h*f (xN,uN,ﬁ*;‘ij*) - B

donde v = (v1,vs,...,vx)T nos permite actualizar la iteracién del método de Newton
u® = u*-D 4y,
) k) (k) &\ 7T . . . )

con u\® = (u1 JUg s UN ) . Como en este caso la matriz J es tridiagonal, podemos aplicar el método

de factorizaciéon de Crout. Las aproximaciones iniciales uz(-o) de u;, paracadai = 1,2,..., N, son las ordenadas
correspondientes a las abcisas z; en la linea recta que pasa por los puntos (a,«) y (b, 8).

Se puede demostrar, véase [I5], que el método anterior es de orden O(h?).

Como es posible que necesitemos una buena aproximacién inicial, debemos establecer una cota del niimero
de iteraciones y, si se excede, buscar una nueva aproximacién o disminuir el tamano de paso.

7.7. Sugerencias para seguir leyendo

Para la teoria basica se pueden consultar las referencias dadas en el capitulo anterior. También se pueden
consultar los siguientes textos: Keller (1992), Fox (1990) o Golub y Ortega (1992).
7.8. Ejercicios

1. Denuéstrese que los siguientes PVF tienen solucién tnica

a) y” = (5y +sen3y)e”; y(0) = y(1) =0,
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b) y' +e ™ +seny =0; y(1) =y(2) =0.

2. Demuéstrese que el PVF lineal

y'(x) = p@)y () + ¢(@)y(x) +r(x), @ €lab; yla)=a, yb) =74,
tiene solucién tinica si p(x), g(z) y r(z) son continuas en [a,b] y q(x) > 0 en [a, b].

3. Apliquese, usando el método de FEuler con paso h = 0.5 para los PVI asociados, el método de disparo
lineal para aproximar la solucién del PVF

y'=e"y+ (1+a)y +2% y0)=0, y(1)=2
4. Escribase la ecuacion en diferencias lineales con N = 9 que aproxima la solucién del PVF
y'+3y +2y =42 y(1)=1, y(2)=6.

5. Pruébese que el sistema lineal Au = b, donde A es una matriz N x N tridiagonal, correspondiente al
método de diferencias finitas lineales, tiene solucién tnica si p, ¢ y 7 son continuas en [a, b], g(z) > 0 en
[a,b] y h < %, donde L = méx,<z<p |p()|. (Ayuda: pruébese primero que A es una matriz estrictamente
diagonal dominante.)

6. Supongamos que p(xz) =C1 >0y q(z) = Cy > 0.
a) Escribase el sistema lineal que representa al método de diferencias finitas lineales para esta situa-
cién.

b) Priebese que el sistema tiene solucién tinica si g—; < h.

7. Utilicese el método de diferencias finitas lineales con h = i para aproximar la soluciéon del PVF

y' =4y —x); y(0)=0, y(1)=2
Compérense los resultados con la solucién exacta y(z) = e?(e* — 1)71(e2* — e72%) + x.

8. Si aplicamos el método de disparo no lineal al PVF

y obtenemos los siguientes resultados
y(0) = 0= y(1) = 154308,  /(0) = —0.005 = y(1) = 1.42556,
iqué valor de y'(0) deberia utilizarse en el siguiente disparo?

9. Sea el PVF
y'=—@) —y+he y1)=0, y(2) =h2

a) Disparando con mg = 0y m; = 1, utilicese el método de disparo no lineal (usando como método
para los PVI asociados el método de Euler con paso h = 0.5) para calcular las dos primeras
correcciones al disparo inicial (mg y mg), y aproximese la solucién del PVF con disparo ms.

b) Mediante el método de diferencias finitas no lineales con h = 0.5, aproximese la solucién del PVF.

¢) Compaérense los resultados con la solucién exacta y(z) = Inz.

10. Utilicese el método de disparo no lineal con h = 0.25 para aproximar la solucién del PVF

1 1 1
y'(@) =y (@) +2(y(2) —lnw)’ — =5 y(2) = 5 +W2, y(@3) =3 +n3,

mo) - Compérense los resultados con y(z) = 1t

disparando con mg = g:g y mp =mg+ %
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11.

12.

13.

14.

15.
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Aproximese la soluciéon del PVF

y'(z) = 2y(2)%  y(-1) =

mediante el método de diferencias finitas no lineales con h = 0.25. Compérense los resultados con la

solucién exacta y(z) = %_Hg

Condiciones de contorno de Neumann. Las condiciones de contorno que aparecen en los PVF se pueden
especificar de diferentes maneras. Si en vez de ser dos valores de ¥, son dos valores de 3’ de la forma
y'(a) = a e y'(b) = B, hablaremos de condiciones de contorno de Neumann. En estos problemas, los
métodos de diferencias finitas se utilizan para aproximar la EDO en los puntos interiores. Sin embargo,
el sistema algebraico que se obtiene no se puede resolver porque la soluciéon en los puntos extremos
no estd dada (luego hay més incdgnitas que ecuaciones). Las ecuaciones adicionales necesarias para
resolver el problema se obtienen aproximando las condiciones de contorno mediante diferencias finitas e
incorporando las ecuaciones resultantes a las ecuaciones algebraicas obtenidas para los puntos interiores.
Apliquese lo anterior al PVF

Y@+ @) =1 Y0 =0, ¢(1)=y(1)+y1)’

utilizando diferencias finitas centradas y asegurandose de que el orden del error de truncamiento de las
condiciones de Neumann es compatible con el de la EDO.

Condiciones de contorno miztas. Si las condiciones de contorno son de la forma y/(a) + c1y(a) = a e
y' (D) + coy(b) = B, donde ¢; y ¢o son constantes, reciben el nombre de condiciones de contorno mixtas.
Aproximese el PVF

y'(x) =y(x) +e% y(0)=1, 3'(1)=-1

utilizando diferencias finitas centradas para todas las derivadas y dividiéndose el dominio de inte-

gracién en cinco subintervalos. Compérense los resultados numéricos con la solucién exacta y(z) =
1—e—e? e(1+2e) T
1+4e2 e’ + 1+4e2 e’ +§ e’

Si la EDO lineal 4y (z) — p(2)y'(z) — q(z)y(x) = r(z) estd sujeta a las condiciones contorno y(a) = a e
y'(b) + cy(b) = B, la combinacién lineal y(x) = y1(x) + pya(z), donde y (x) es la solucién del problema
(7.1) e y2(z) la del problema , satisface la condicién y(a) = «. Si queremos aplicar el método del
disparo lineal, necesitamos encontrar p para que y(z) satisfaga y'(b) + cy(b) = . Si y4(b) + cya2(b) # 0,
hay una tnica solucién dada, la dada por

B —yi(b) — cy(b)
Y5(b) + cy2(b)

y(z) = y1(z) + Y2 ().

Si por el contrario y4(b) 4+ cy2(b) = 0, es facil ver que y(z) = yi1(z) satisface ambas condiciones de
contorno. Aproximese entonces la solucién del PVF del ejercicio anterior utilizando el método de disparo
lineal.

Para poder aproximar la soluciéon del PVF
y'(x) = p(@)y () — q@)y(x) =r(x); ¥'(a)+ecayla) =a, y(b)+cay(b) =B,
mediante el método del disparo lineal, los dos PVI que hay que resolver son:
y'(x) =pla)y' () + q(@)y(z) + r(z), z€la,b; yla)=0, y'(a)=a,

y'(x) = p(2)y (z) + q(x)y(z), = €la,b]; yla)=1, ¥y'(a)=—c1.

La combinacién lineal y(z) = y1(x) + py2(x), donde y1(z) es la solucién del primer PVI e ya(z) la del
segundo, satisface la condicién y'(a) +c1y(a) = a. Necesitamos entonces encontrar, si es posible, p para
que y(z) satisfaga y'(b) + coy(b) = B. Si y5(b) + c2y2(b) # 0, hay una tnica solucién dada, la dada por

B —y1(b) — cays (b)
y5(b) + cay2(b)

y(x) = yi(x) + ya().
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16.

Apliquese lo anterior para aproximar la solucién del PVF
y'(@) +y/(z) +y(z) =bx; y(0)+3y(0) =7, T7y'(1)+y(1) =38,
mediante el método de disparo lineal.

Los problemas relacionados con el campo de la elasticidad y la vibracién se ubican en una clase especial
de PVF denominada problemas de valores propios. Algunos ejemplos de este tipo de PVF son los que
aparecen a continuacién.

a) '+ y=0; y(0)=y(1)=0,
b) ¥+ y=0; y(0)=y(1)=0,
)y =2y +(1+Ny=0; y(0)=0, y(1)=0.

Determinense los valores de A para los cuales existen soluciones no triviales (y # 0) y escribanse éstas
en funcién de A.






Capitulo 8

Métodos numeéricos para ecuaciones
en derivadas parciales

8.1. Introduccién

Dedicamos este capitulo a presentar una breve introduccion de algunas de las técnicas que aproximan las
soluciones de EDP de segundo orden con coeficientes constantes y dos variables independientes, mostrando
cémo pueden aplicarse estas técnicas a ciertos problemas fisicos bien conocidos. Estas ecuaciones, como
bien sabemos, son de tipo eliptico, parabdlico o hiperbédlico. El ejemplo tipico de ecuacién eliptica es la
ecuacién de Laplace (potencial) para la distribucién de la temperatura en estado de equilibrio en una region
bidimensional, el de ecuacién parabdlica es la ecuacién del calor, que describe la distribucién de temperatura
en una varilla fina, y el de ecuacién hiperbélica es la ecuacion de ondas para una cuerda vibrante. Las técnicas
numeéricas para resolver estas EDP son principalmente de dos tipos: métodos de diferencias finitas y métodos
de elementos finitos.

Comenzaremos describiendo los métodos numéricos basados en la aproximacién por diferencias finitas,
que son de dos tipos: explicitos e implicitos. En los primeros, las incégnitas se van calculando sucesivamente,
en términos de valores conocidos o variables ya calculadas. En los segundos, hay que resolver un sistema de
ecuaciones en cada paso para determinar las incdgnitas. Los aplicaremos a las ecuaciones elipticas, parabdlicas
e hiperbdlicas utilizando respectivamente la ecuaciéon de Laplace, la ecuaciéon del calor y la ecuacion de
ondas como ejemplos. Las técnicas aqui desarrolladas se basan en reemplazar las derivadas parciales por
aproximaciones en diferencias finitas que conducen a un sistema de ecuaciones algebraicas para los valores
de la funcién incégnita en una coleccién de puntos.

Terminamos la leccién con una breve introduccién al método de los elementos finitos (abreviadamente,
MEF). Una ventaja de este método sobre los métodos de diferencias finitas es la relativa facilidad con que se
manejan las condiciones de contorno del problema. Muchos problemas fisicos tienen condiciones de contorno
que incluyen derivadas y se formulan sobre regiones cuya frontera es una curva irregular. Condiciones de
contorno de este tipo son dificiles de manejar utilizando técnicas de diferencias finitas porque en cada condiciéon
de contorno que incluya una derivada, ésta se debe aproximar mediante un cociente incremental en una malla
de puntos y la irregularidad de la frontera hace que sea dificil situar los puntos de la malla. En el MEF las
condiciones de contorno aparecen como integrales en un funcional que se debe minimizar, de manera que
el procedimiento de construccién es independiente de la condicién de contorno concreta de cada problema.
Tlustraremos este método con la ecuaciéon de Laplace.

8.2. Meétodos de diferencias finitas para ecuaciones elipticas
La EDP eliptica que vamos a considerar es la ecuacién bidimensional de Laplace:

Uggy + Uyy =0

93
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sobre el dominio rectangular R = {(z,y)/ a <z <b, ¢ <y < d} y sujeta a las condiciones de contorno
u(z,c) = fi(z), u(z,d)=f2(z), a<z<bh,

u(avy) = gl(y)v u(ba y) = 92(?/)7 c S ) S d.

El método que vamos a utilizar es una adaptacién del método de diferencias finitas para problemas de
contorno lineales tratado en el capitulo 6.

En primer lugar, tomamos dos niimeros naturales n y m y definimos los tamafios de paso h y k mediante
h =%y k= %< Dividimos el intervalo [a,b] en n partes iguales de anchura h y el intervalo [c,d] en m
partes iguales de anchura k. Esto nos permite hacer una malla cuadriculada sobre el rectdngulo R trazando
lineas verticales y horizontales por los puntos (z;,y;), donde

r; =a+ih, y;=c+jk, i=0,1,....,n, j=0,1,...,m, (Véaselaﬁgura.

K J [ ) [ ) [ 2
Ym

'Yz

¢! ° ° 'Y

‘yOyXO ‘Xl ‘Xs - Xn a

Figura 8.1: Lineas de malla y puntos de malla.

Las lineas rectas z = z; e y = y; se llaman lineas de malla y sus intersecciones puntos de malla de la
cuadricula. Utilizando en cada punto de malla del interior de la cuadricula la férmula de Taylor en la variable
z alrededor de z;, generamos la formula de diferencias centradas

w(wi—1,y;) — 2u(ws, y;) + u(@iv1, y;)
72

Con la férmula de Taylor en la variable y alrededor de y; generamos la férmula de diferencias centradas

+O(h?).

urr(xu yj) =

w(xs, yi—1) — 2u(x;, y;) + u(x;, y;
Uyy(l‘i,yj)z ( Yj 1) (kz yJ) ( y]+1) +(9(/<;2).

Sustituyendo estas férmulas en la ecuacién de Laplace y eliminando los términos de error O(h?) y O(k?),
obtenemos las siguientes ecuaciones

wW(Ziv1,Y5) — 2u(wg, y5) +u(@io1,y;) | w(@s, yje1) — 2u(s, y5) + u(wi, yj—1)
E + 2

paracadai=1,2,...,n—1y j=1,2,...,m — 1. Las condiciones de contorno son

:07

u(zi,yo) = fi(wi), w(@i,ym) = fa(zs), i=1,2,...,n—1,
u(x()ayj) = gl(yj)a u<xn7y_]) = 92(y]>7 j = 07 17 cee, M.

Si denotamos por u; ; las aproximaciones de los valores u(z;,y;), obtenemos la ecuacién en diferencias
que define el método de diferencias finitas para la ecuacién de Laplace (véase [7]), cuyo error es de

orden O(h? + k?):
h\? R\ ?
2 % + 1| wij — (wiz1,j + wig1,j) — % (wij—1 + uij+1) =0,
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paracadai=1,2,...,n—1yj=1,2,...,m—1, con
w0 = fi(x), wim = folx;), 1=1,2,...,n—1,
wo; = g1(Y;), unj =92(y;), 7=0,1,...,m.
Una ecuacién tipica relaciona las aproximaciones de u(z,y) en los puntos

(im1,y5), (o, y5),  (@ag1,95),  (o,yj-1) Yy (2, Y541)-

Si reporducimos la porcién de la malla en la que se localizan estos puntos (véase la figura [8.2)), vemos que
cada ecuacién relaciona las aproximaciones en una region estrellada alrededor de (;,y;).

u(z,d) = fa(x)
|

(i,j+1)
u(a,y) = g1(y) o 1 U ) = ga(y)
(I vj _1>

|
u(z,¢) = fi(x)

Figura 8.2: Forma esquemética para el método de diferencias finitas (ecuacion de Laplace).

Obsérvese que el método anterior proporciona una sistema lineal (n — 1)(m — 1) x (n — 1)(m — 1), cuyas
incognitas son las aproximaciones u; ; de u(x;,y;) en los puntos de malla interiores. Este sistema es de gran
tamano y su matriz tiene a lo sumo cinco elementos no nulos en cada fila. Para un uso general, las técnicas
iterativas representan a menudo la mejor aproximacion a la solucién de tales sistemas de ecuaciones. Sin
embargo, si el nimero de ecuaciones no es demasiado grande (del orden de 100 o menor), una solucién directa
de estos sistemas es practica, pues el hecho de que la matriz sea definida positiva asegura su estabilidad frente
a los errores de redondeo.

EJEMPLO. Tlustramos a continuacién la solucién de la ecuacion de Laplace cuando n = m = 4. Consideremos
el problema de determinar la distribucién estacionaria del calor en una fina ldmina cuadrada de metal de 2
metros de lado. Dos lados adyacentes se mantienen a 300°C y 200°C, mientras que la temperatura en los
otros dos lados se mantiene a 100°C en uno y en el otro crece linealmente de 0°C a 400°C en el vértice donde
dichos lados se encuentran. El problema se expresa como

Ugy +Uyy =0, 0<z <2, 0<y<2,
u(z,0) = 300, wu(z,2) =100, 0<z<2,
con
u(0,y) =200, u(2,y) =200y, 0<y<2

Tomando n = m = 4 para este problema (h = k = 0.5), la malla resultante se muestra en la figura y
la correspondiente ecuacién en diferencias es

Aij = Uig1j = Uim1j — Uij—1 — Ui =0, 1=1,2,3, j=12,3.

Expresando esto y etiquetando fila por fila, empezando por la esquina inferior izquierda, los valores
desconocidos u; ; en los nueve puntos interiores de la malla por vy, vs, ..., v9, obtenemos que el sistema lineal
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u(x,2) = 100
A Vg Vg
u(0,y) = 200 Va Vs Ve u(2,y) = 200y
Vi Vo V3
u(z,0) = 300

Figura 8.3: Malla de orden 5 x 5 para una ecuacién de Laplace del ejemplo.

asociado al problema es

4 -1 0 -1 0 0 0 0 0 o woq +ute = 500
-1 4 -1 0 -1 0 0 0 0 2 usp = 300

0O -1 4 0 0 -1 0 0 0 U3 uzo+usy = 400
1 0 0 4 -1 0 -1 0 0 o ups = 200

0 -1 0 -1 4 -1 0 -1 0 vs | = o |,

0 0 -1 0 -1 4 0 0 -1 v ugy = 200

0 0 0 -1 0 0 4 -1 0 o uos +urg = 300

0 0 0 0 -1 0 -1 4 -1 " usy = 100

0 0 0 0 0 -1 0 -1 4 N Ugs+usy = 400

donde el vector de los términos independientes se ha calculado utilizando las condiciones de contorno.
Utilizando el método de eliminacién de Gauss, véase [16], la temperatura en los puntos interiores de la

malla es
v1 = 233.929, vy = 235.714, w3 = 208.929,

vy = 200.000, w5 = 200.000, vg = 200.000,
vy = 166.071, vs = 164.286, vy = 191.071.

Por supuesto, con un nimero tan pequeno de puntos de malla no se puede esperar una exactitud alta. Si
elegimos un valor de h més pequetio, la exactitud deberia mejorar. La figura [8.4) muestra la aproximacién
numérica anterior de la solucién. [

8.3. Meétodos de diferencias finitas para ecuaciones parabdlicas

Un ejemplo clasico de EDP parabdlica es la conocida ecuacion del calor, o de la difusién,
U = Pugy, para 0<ax <l y t>0,

con las condiciones
u(0,t) =u(l,t) =0, ¢t>0, (condiciones de contorno),

u(z,0) = f(z), 0<ax<{ (condicién inicial).

El enfoque que vamos a utilizar para aproximar la solucién de este problema emplea diferencias finitas de
una manera parecida a como lo hemos hecho en la seccién anterior. Empezamos tomando un ntimero natural
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Figura 8.4: Representacion gréfica de la solucién numérica de la ecuacion de Laplace del ejemplo.

m > 0 y definiendo h = %. Luego elegimos un tamafo de paso k para la variable temporal ¢. Los puntos de
malla en este caso son (z;,¢;), donde x; = ih, parai=0,1,...,my t; = jk, para j =0,1,...
Construimos el método de diferencias utilizando la férmula de Taylor en ¢ para generar la férmula de
diferencias progresivas
u(wi, tjp1) — u(ws, t))
k

y la féormula de Taylor en x para generar la féormula de diferencias centradas

u(zi,t5) = +0(k),

w(zi-1,t;) — 2u(zi, tj) + w(@ipa, ty)
2

Sustituyendo estas ecuaciones en la EDP, denotando las aproximaciones de los valores u(z;,t;) por w;; y

despreciando los términos de error O(k) y O(h?), obtenemos la correspondiente ecuacién en diferencias

+ O(h?).

uac:c(xiy tj) =

Uil Ui g UimLg 2uij + Uiy,
k h?

. k ., . . . , .
Por comodidad, tomamos A = % en la ecuacién en diferencias anterior y reordenamos los términos para

obtener la ecuacion en diferencias progresiva
Uiger = (1 =2 uij + A(uiorj +tipry), i=1,2,...,m—1, j=0,1,...

En forma esquematica, la ecuacién anterior puede verse en la figura La solucién en cada punto (4,5 + 1)
del nivel (j + 1)-ésimo de tiempo se puede expresar en términos de los valores de la solucién en los puntos
(i—1,7), (i,5) y (¢+1,7) del nivel anterior de tiempo. Fijando un instante final T, elegimos un nimero de
subintervalos temporales n y con la expresion anterior vamos calculando la solucién en cada instante hasta
llegar a T'. Este procedimiento se conoce como método de diferencias finitas progresivas o método
explicito clésico, es un método explicito (ya que todas las aproximaciones pueden hallarse directamente a
partir de la informacién dada por las condiciones iniciales y las de contorno) y de orden O(k + h?).

Los valores de la condicién inicial u(z;,0) = f(x;), para ¢ = 0,1,...,m, se utilizan en la ecuacién en
diferencias para hallar los valores de w; 1, para i = 1,2,...,m — 1. Las condiciones de contorno u(0,t) =
u(¢,t) = 0, implican que ug1 = U1 = 0, asi que podemos determinar todas las aproximaciones de la forma
u;1. Aplicando el mismo procedimiento, una vez que se conocen todas las aproximaciones u; 1, podemos
calcular los valores w; 2,u; 3, ..., u;m—1 de forma parecida.

La naturaleza explicita del método implica que la matriz (m — 1) x (m — 1) asociada es tridiagonal:

1—2A A
A 1—-2X\ A
A 1-2Xx A

A 1—=2) A
A 1—2\
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u(0,t) =0 °® u(l,t) =0

Figura 8.5: Forma esquemaética para el método explicito clasico (ecuacién del calor).

Si definimos u(®) = (f(x1), f(22),..., f(@m_1))" ¥y
ul) = (u1j,u2,jy - um—14)", paracadaj=1,2,...
entonces la soluciéon aproximada viene dada por
u) = AuU~Y, paracadaj=1,2,...
de manera que u'?) se obtiene a partir de ul?~1 mediante una simple multiplicacién matricial

COMENTARIO ADICIONAL. > El método explicito anterior no necesariamente produce buenos resultados.
Puede verse en [16] que el método no refleja la exactitud esperada de orden O(k+ h?) para un problema
concreto. Esto se debe a la condicion de estabilidad del método explicito. Hay que hacer elecciones
apropiadas para los tamanos de paso h y k que determinan los valores de A. Se puede demostrar, véase
[15], que el método explicito es estable si A es tal que 0 < A < % Esto significa que el tamano de

2

%7

introducidos en una fila j, {u;;}, se incrementen en alguna fila posterior {u; } para algin r > j.

paso k debe cumplir que k£ < de manera que si esto no se cumple, puede ocurrir que los errores

Para obtener un método mas estable, consideraremos un método implicito. La ecuacién en diferencias
finitas de este método se obtiene al discretizar la EDP en dos instantes y hacer la media. Asi, si en la EDP
reemplazamos u;(x,t) por una diferencia progresiva y . (z,t) por el valor medio de una diferencia centrada
en los pasos de tiempo j v 7+ 1, da

Uit ~ Wiy P i1y = 20y Ui Yoty 2 Ui

k 2 h? h? ’

que tiene un error de orden O(k? + h?). Tomando de nuevo A\ = %2, la ecuacién en diferencias anterior se
puede escribir ahora como

—AUi— 141+ 2(1+ A ui 1 — M1 = Mig—1,5 + 2(1 = Nug g + A,

para i = 1,2,....,m—1y 5 = 0,1,... Este procedimiento se llama método de Crank-Nicolson y es
incondicionalmente estable. Su forma esquemética puede verse en la figura
La forma matricial del método de Crank-Nicolson es

At = gul) 5 =0,1,2,...

donde u) = (uy j,uajy- s Um—1.4)7,
21+ ) -
- 2(14+XN) -
X 214N —A
A= :
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(=-1,j+1) (i,]+1) [(i+1,]+1)
u(0,t) =0 ° ® ° u(l,t) =0
u(z,0) = f(x)

Figura 8.6: Forma esquemaética para el método de Crank-Nicolson (ecuacién del calor).

21-X) A
A 20-)2) A
A 21-A) A

A 2(1=)) A

A 2(1 =X\
Obsérvese que el término del miembro derecho de la ecuacién matrical anterior es conocido, asi que esta
ecuacion es un sistema lineal tridiagonal. La matriz tridiagonal A es definida positiva y diagonal estrictamente

dominante, asi que es no singular y el sistema de ecuaciones se puede entonces resolver mediante cualquier
método descrito en el capitulo 1.

EJEMPLO. Consideramos la ecuacién del calor
U =Uze =0, O0<ax<1, t>0,
{ u(0,t) = u(l,t) =0, ¢>0, (condiciones de contorno),
con

u(z,0) =senmr, 0<z <1, (condicidn inicial).

Vamos a tomar h = 0.2 y k = 0.05, de manera que A = 1.25 y m = 5. Reemplazando el valor de A en la
ecuacion en diferencias, obtenemos

—1.25ui,17j+1 + 4.5u7;_’j+1 - 1~25ui+17j+1 = 1.251142',11]‘ - 0.5’(142"]' + 1.25U7;+1_’j, 1= ]., 2, 3,4

En el primer paso de tiempo t = k, u;,; estd dado por la solucién del sistema tridiagonal

45 -1.25 0 0 u1,1 —0.5uy,0 + 1.25ug,9
~1.25 45 —1.25 0 Uz, 1.25u1.0 — 0.5uz,0 + 1.25us
0 —1.25 45 —1.25 us.1 T | 1.25u00 — 0.5us0 + 1.25u40
0 0 —125 45 " 1.25u3.0 — 0.5u40
0.894928
1.448024
N 1.448024 |
0.894928

donde u; o = sen(wih). La solucién del sistema tridiagonal es

u(z;,0.05) = (0.36122840,0.58447983, 0.58447983,0.36122840)T, i =1,2,3,4.
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La solucién aproximada en t = 0.5, después de 10 pasos de tiempo, puede encontrarse en [16]. La figura
muestra la aproximacién numérica de la soluciéon. [

Figura 8.7: Representaciéon grafica de la solucién numérica de la ecuacion del calor del ejemplo.

8.4. Meétodos de diferencias finitas para ecuaciones hiperbdlicas
Como ejemplo de una EDP hiperbélica, consideramos la ecuacion de ondas
Uy = QP Ugy, 0<z <l >0,
sujeta a las condiciones
u(0,t) =u(l,t) =0, t>0, (condiciones de contorno),
u(z,0) = f(x), wu(z,0)=g(x), 0<x <l (condiciones iniciales).

Tomamos un nimero natural m > 0 y un tamafio de paso para la variable temporal k > 0. Con h = é, los
puntos de malla (z;,t;) estdn dados por z; = th y t; = jk, paracadai=0,1,...,my j=0,1,... El método
de diferencias finitas se obtiene utilizando las férmulas de diferencias centradas para las derivadas parciales
segundas dadas por

U(l‘i, tj_l) - ZU(LEi, tj) + U(.Ti, tj+1)

utt(xi,tj) = k2 + O(k)2),
i— 7t’ -2 iat’ i 7t‘
a1, 1) = ML) 2 G) 3 UG L) o)

Sustituyendo estas féormulas en la ecuacién de ondas, denotando las aproximaciones de los valores u(z;,t;)

por u; ;v despreciando los términos de error O(k?) y O(h?), obtenemos la ecuacién en diferencias de orden
O(k* + h?)

k2 h?
Tomando A = ak/h, podemos despejar u; j41, la aproximacién més avanzada en el tiempo, para obtener la
formula explicita

Wij—1 = 2Wij + Uig1 o Uizl = Uiy + Uit

Ui, j4+1 :2(1_>\2)ui,j+)\2(ui71,j+ui+17j) — Uj,5—1, 1= 1,2,...,m—1, ] = 1,2,...

Esta férmula se muestra de forma esquemaética en la figura La solucién en cada punto (4,5 + 1) del nivel
(j + 1)-ésimo de tiempo esté expresada en términos de los valores solucién en los puntos (i — 1,7), (4,7),
(i+1,5) v (i,5 — 1) de los dos niveles de tiempo precedentes. Dicha férmula tiene problemas de estabilidad
y se puede demostrar, véase [15], que el método es estable si 0 < A < 1.

Observemos que la expresién anterior nos permite obtener la soluciénen el instante t;11 a partir de la
solucién en los instantes ¢; y ¢;_1. Es decir, para calcular la entrada u; j+1 en el nivel de tiempo (5 + 1),
debemos conocer las entradas de los niveles de tiempo j y (j — 1). Esto supone un pequeiio problema de
partida porque solo conocemos la primera fila de la condicién inicial u; o = f(z;). Para obtener la segunda
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(ij+1)
L
u(0,1) =0 . . o Y =0
(ij_]-)

u(z, 0) = f(.f(:), ut($70) = g(a:)

Figura 8.8: Forma esquemadtica para el método de diferencias finitas con tres niveles (ecuacién de ondas).

fila corresponiente a u; 1, hay que utilizar la segunda condicién inicial w;(x,0) = g(x). Una posibilidad es
sustituir u; por una aproximacién en diferencias progresivas
w(x;, t1) — u(x;, 0
wlai,0) = W20 o)
que nos permite obtener una ecuacion en diferencias finitas que da una aproximaciéon para la segunda fila con
un error de truncamiento de solo O(k). Para obtener una mejor aproximacién, consideramos el desarrollo en
serie de Taylor de u(x,t) alrededor del punto (x;,0)

2
u(zi, t1) = u(zi, k) = u(w;, 0) + kug (2, 0) + %utt(fﬂz‘a 0) + O(k*).

Suponiendo que la derivada segunda de f(z) existe, tenemos
it (23, 0) = @Pugy(24,0) = 2 ' (2:),

de manera que, utilizando las condiciones iniciales u;(x;,0) = g(z;) y u(z;,0) = f(x;), se sigue que

2
w(zg, t1) = f(x;) + kg(z;) + %oﬂf”(mi) + O(K).

Si no es posible calcular f”(x;) directamente, podemos reemplazar f”(x;) en la tltima ecuacién por una
féormula de diferencias centradas

f@io1) = 2f (@) + f(@it1)

f' (i) = 12 +O(h?).

En este caso, la aproximaciéon numérica en la segunda fila estd dada por la férmula
2 2

2h2
2
=) 4 () + T hg(e), =12 m 1,

g = f(xi)+kg(x:) + (f(ic1) = 2f(2i) + f(2ir1))

que tiene una exactitud de orden O(k® + h%k?).

EJEMPLO. Sea la ecuacién de ondas
U = 16Uz, O0<x <1, t>0,
sujeta a las condiciones
u(0,t) =u(l,£) =0, ¢>0, (condiciones de contorno),

u(z,0) =senmz, wu(r,0)=0, 0<z<1, (condiciones iniciales).
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Tomamos h = 0.2 y k = 0.05, de manera que A =1 y m = 5. Las aproximaciones de u en ¢t = 0.05, para
i=1,2,3,4, son como se sigue a continuacién. Las condiciones de contorno dan

up; =us; =0, j=12 ...
y las condiciones iniciales dan
w0 = sen(0.2mi), i=0,1,2,3,4,5,
wip = $(f(0.2(i — 1)) + f(0.2(i + 1))) + (0.05)g(0.2i)
= 0.5[sen(0.2m(i — 1)) +sen(0.27(: + 1))], i=1,2,3,4.

Luego,
up,1 = 0.47552826, w91 = 0.76942088, wus; = 0.76942088, w4, = 0.47552826.

Para ¢t = 2k = 0.1, obtenemos la ecuacién en diferencias
Ujo = Uj—1,1 + Ui41,1 — U0, ¢ =1,2,3,4,

que implica que,

Uy = Uz — uro = 0.18163563,
U2 = w1 +us1 — uzo = 0.29389263,
Uz = U1+ Us1 — uzo = 0.29389263,
Ugo = us1 — Uy = 0.18163563.

La soluciéon aproximada en t = 0.5, después de 10 pasos de tiempo, junto con una representacién en tres
dimensiones, se puede encontrar en [I6]. La figura muestra la aproximaciéon numérica de la solucién. [

Figura 8.9: Representacion grafica de la solucion numérica de la ecuacion de ondas del ejemplo.

8.5. Introduccién al método de los elementos finitos

En las secciones anteriores se han descrito métodos de diferencias finitas para resolver problemas de
contorno con EDP. Para estos métodos los puntos de la malla se suelen colocar uniformemente espaciados
dentro de la regién. Si los puntos no estan exactamente en las fronteras, se requieren ajustes especiales para
los puntos adyacentes a la frontera y los errores son mayores cuando se hace esto.

En esta secciéon vamos a introducir un método diferente especialmente valioso para regiones irregulares: el
método de los elementos finitos (abreviadamente, MEF). En este método los puntos pueden estar espaciados
de manera no uniforme. Esto no solo resuelve el problema de hacer coincidir los puntos con una frontera, sino
que también facilita la colocacion més estrecha de los puntos entre si en partes de la regién donde la soluciéon
del problema varia rapidamente, con lo que se mejora la exactitud. Hoy dia matematicos e ingenieros utilizan
ampliamente el MEF.
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Introducimos a continuacién el MEF para EDP elipticas. La EDP eliptica que vamos a resolver en esta
seccion es la ecuacion bidimensional de Laplace,

Uz + Uyy = 0,

con (x,y) € S, donde S es una regién plana.

Un ejemplo tipico es la determinacién de la distribucién del potencial eléctrico u(z,y) en el espacio
entre dos conductores rectangulares. Dada la simetria del problema, solo una cuarta parte de la regién real
del problema necesita analizarse. En este caso, surgen dos clases de condiciones en la frontera (véase la
ﬁgura: valores de potencial constante a lo largo de las superficies conductoras (llamadas condiciones de
Dirichlet) y valores nulos de derivadas normales a lo largo de los planos de simetria. Es decir, se tienen las
condiciones en los conductores

(2,1) 0 en el conductor interior,
u(z,y) =
Y 1 en el conductor exterior,

y en las superficies normales a los circuitos

ou
— =0.
on
Y
" conductor exterior u(z,y) =1
3
Ou
~ -9
on
2

conductor interior u(z,y) =0

Figura 8.10: Region plana S con condiciones de contorno.

El principio de la energia de potencial minima dice que u(x,y) es solucién si y solo si minimiza la funcién

energia:
=g f ]Gy (G e

donde S es la region plana de la figura [8.10
El MEF minimiza la funcién energfa I'[u] asociada al potencial u(z, y) suponiendo que el pontencial u(z, y)
estd dado por una combinacién lineal de funciones elementales (usualmente polinomios de grado fijo en las
variables x e y) con coeficientes a determinar y definidas a trozos sobre una particién de S que consideremos.
En nuestro caso, utilizaremos los denominados elementos triangulares de primer orden. Para ello, dividi-
mos la regiéon S en tridngulos T; como en la ﬁgura (cuantos mas tridngulos, mejor serd la aproximacién)
y denotamos los vértices por F;.
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Figura 8.11: Region plana S dividida en tridngulos.

El MEF busca una aproximacién de la forma

8
U(l‘,y) = Z"Yl ui(x7y)7
i=1

donde ~; son constantes, el niimero de sumandos coincide con el niimero de vértices F; y u;(x,y) es tal que

1. sobre cada tridangulo T;, son polinomios lineales en x e y de la forma a + bz + cy, donde a, b
y ¢ son constantes distintas por lo general para cada triangulo,

2. Uj (Ez) = 1,

3. u;(E;) =0 para j # 1.

Si imponemos las condiciones en la frontera, que conocemos para la solucién u(z, y), para la aproximacién
U(z,y), se tiene que

U(E2) =U(E3) =U(Ey) =U(E5) =1 y  U(ks) =U(E7)=U(Es)=0.
Entonces, como w;(Ex) =0si k # iy u;(E;) = 1, se sigue que

T=r3=7=7=1 y Y6 =7 =8 =0,

por lo que
5

U(I7y) = 'Ylul(:my) + Zui('ray)'

i=2
A continuacién, se calculan las funciones u;. Calculamos como ejemplo la funcién u;. Sobre cada tridngulo
T; la funcién u; es de la forma

ul(x7y) =a; + bll' + Gy, para (:Evy) € E

Hay dos clases de tridngulos: los que contienen a FE7, que son T7 y T3, y los que no lo contienen, que son el
resto.
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En T los vértices son Ey = (0,2.5), Eg = (0,2) y E7 = (2,2). Asi,

ul(El) == a1+b10+61 25 = 1,
Ul(EG) = a1+b104+c2 = 0,
ul(E7) = a1 +b12+c¢2 = 0,

cuya soluciéon es
a; = —4, b1 = O7 C1 = 2.
Luego,
ui(x,y) = =4+ 2y, para (z,y) € Ty.
En T los vértices son Ey = (0,2.5), Ex = (0,3) y E3 = (2,3), de manera que

ul(El) = as+by04+c25 = 1,
u1(E2) = a2 —|—l)20+623 = 0,
’U,1(E3) = a2 +b22+623 = 0.

La solucién es

por lo que
ul(xvy):6_2yv para ((E,y) €T2~
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En los tridngulos T; que no contienen a FE; los correspondientes sistemas de ecuaciones que resultan son

homogéneos (todos los términos independientes son 0) y libres, de forma que la solucién es

a,’:O, 61:0, CZ':O
y, en consecuencia,
ul(xay>:0a para (l‘,y) ET'iyE/‘l ¢Tz
Resumiendo,
—4+2y para (z,y) €Ty
uy(z,y) = 46 —2y para (z,y) € T
0 para (z,y) €T, yi#1,2.

Se deja como ejercicio para los estudiantes el célculo de los restantes w;.

(8.1)

Una vez encontrados todos los wu; solo quedan por determinar los coeficientes 7; que no se pudieron
encontrar al imponer las condiciones de contorno. En nuestro caso, inicamente ;. Para ello, imponemos que

se minimice la funcién energia
1 / / oUN\?  [oU
=z — ) +
2 s |\ Oz By
ou =2 du ou =2 Ou;
ouy i duy i
/ / ( > oz ) ( + Z ) dxdy.

Para encontrar el minimo de I[U] es necesario resolver

or_
omn B

U

dxdy

Al derivar, obtenemos

8u1 Bul =3 311,’ 611,1 8U1 =3 (9u1
7 //[ ( TS ax>+ay(ﬁay+, oy ) |

=2

Ouy Ouq 8u1 ouq Ou,; Ouy 8u, Oouq
_71//“&@ or By oy )dd +Z//<8x oz Dy oy )]ddy’



106 CAPITULO 8. METODOS NUMERICOS PARA ECUACIONES EN DERIVADAS PARCIALES

e igualando a cero, vemos que

du; O 3 i 9
=50 Js (G2 9 + 9u 9 ) dady
duy & duy O ’
f Js ( GG 4 20 dady
Es necesario entonces el calculo de la suma de cuatro integrales y la integral del denominador.
Como ejemplo calculamos la integral del denominador. Para las integrales del numerador se procede de

igual forma, necesitando para ello el calculo de los u; con i > 2.
Como la region S se encuentra dividida en tridngulos, obtenemos que

Oouy Ouq 8u1 ouq ouy Ouq 8u1 ouq
//(ax 9z "oy ay)dd Z//(@x 9r oy a)dmdy
_ 8U1 6’&1 (3"[1,1 8u1
Z//<3:)3 z a;,a)dxdy’

donde la segunda igualdad se sigue de que la funcién wu; es nula sobre los tridngulos T3, Ty, Ts y T (véase

E1).
De nuevo por (8.1)) en el tridngulo 77 se tiene que

7=

u o dm gy
ox dy
y en el tridngulo T,
0
O g Om_
ox dy

Por tanto, la integral queda

//T1(0+2.2)dmdy+//T2(0+(—2)(—2)dacdy24//T1dxdy+4//Tzd:cdy.

Obsérvese que las dos tltimas integrales son las dreas de T} y T respectivamente, que son igual a 1/2 (véase
la figura [8.11]). En consecuencia,
3u1 8U1 6u1 (3"[1,1
dxdy = 4.
//(8963:)3 ay ay )Y

Terminamos dejando para los estudiantes dos ejercicios. El primero, el calculo de las integrales

8ul 8u1 aui 8u1 .
- = 4,5.
// ( ) dmdy, {2 2,3, 75

Y el segundo, el célculo del valor 71 que minimiza la funcién energia y la solucién aproximada U(z,y).

8.6. Sugerencias para seguir leyendo

El tratamiento numérico dado en este capitulo a la resolucién de EDP es solo una muy breve introduccién
a un drea muy extensa de investigaciones y aplicaciones. A continuacién ofrecemos solo algunos de los textos
que proporcionan una fuente excelente para un estudio posterior de estos tépicos: Golub y Ortega (1992),
Larsson y Thomée (2003), Grossmann y otros (2007) y Gockenbach (2011) y Davis (2011).

8.7. Ejercicios

1. Determinese el sistema de cuatro ecuaciones con cuatro incégnitas v, vs, v3 v v4 que se usa para
calcular las aproximaciones a la solucén de la ecuacion bidimensional de Laplace en el cuadrado D =
{(z,y)/ 0 <2 <3,0<y <3}. Los valores en la frontera son

u(z,0) =10, wu(z,3) =90, 0<z <3,
u(0,y) =70, u(3,y)=0, 0<y<3.
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2. Calculense las tres primeras filas de la malla que se construye para la ecuacién de Poisson

Upg +Uyy =62, 0<z<1 0<y<I,
w(x,0) =23, wu(z,1)=2°>-3x+1, 0<x<1,

w@0,9) =y, u(ly)=-2y+1, 0<y<I,
utilizando una malla con h = k = 0.1. Realicense las operaciones a mano (o con calculadora).

3. Utilicese el método explicito clasico para calcular las tres primeras filas de la malla que se construye
para la siguiente ecuaciéon del calor

Up = Uz, O0<ax <1, €>0,
u(0,t) =u(l,t) =0, t>0,

u(z,0) =senmz, 0<z<l1.
Témese h = 0.1 y k = 0.01. Realicense las operaciones a mano (o con calculadora).

4. Obsérvese en el método explicito clasico para la ecuacién del calor que si la eleccién de h = k = % d
1

un valor de A mayor que 3, tendrfamos que aumentar h o disminuir k. Ademas, si elegiésemos A\ =
y luego hiciésemos una eleccién conveniente de k, podria obtenerse una eleccién irracional de h que no
produjese un nimero entero de subintervalos. Entonces, si § = 3, £ = 4.2 y se obtiene A\ = i, jcudles

deberian ser las elecciones de h y k si queremos aproximar u(z, 3)?

Q

N

5. Sea k = %

a) Utilicese la igualdad anterior en la férmula de la ecuacién en diferencias del método de Crank-
Nicolson y simplifiquese la ecuacién resultante.

b) Exprésense las ecuaciones del apartado anterior matricialmente.

¢) ;Es la matriz correspondiente al apartado anterior diagonal estrictamente dominante?
6. Sea la ecuacién parabdlica u; — uy, = h(x).

a) Desarrollese el método de diferencias finitas progresivas para la ecuacién anterior.
b) Desarrdllese el método implicito clasico para la ecuacién anterior.

¢) Desarréllese el método de Crank-Nicolson para la ecuacién anterior.

7. Si en la ecuacién del calor reemplazamos u¢(xz,t) por una diferencia regresiva y wug.(z,t) por una
diferencia centrada en el j-ésimo paso de tiempo, obtenemos el método implicito cldsico para la ecuacion
del calor. Demuéstrese que dicho método esta dado por

Ujj—1 = —)\ui_l,j+(1+2)\)ui7j —)\ui_H}j, 1=1,2,....om—1, 57=1,2,...,
donde A\ = % (Este método es estable y el error es de orden O(k + h?).)

8. Utilicese el método implicito clasico obtenido en el ejercicio anterior para aproximar la solucion del
problema
ut:%um, O<x<l, t>0,

u(0,t) =u(l,t) =0, t>0,
u(z,0) = 2sen(2rz), 0<z <1,

conm=3y k=0.01. CalcﬁlensQe las tres primeras filas de la malla y compéarense los resultados con la
solucién exacta u(z,t) = 2e~(3) ! sen(27x).

9. Desarréllese un método de diferencias finitas para resolver la EDP parabdlica no lineal ., = u ;.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.
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La ecuacion del calor en dos dimensiones espaciales es uy = 3(Ugg + Uyy), que modela la distribucién de
temperatura sobre la superficie de una placa calentada. Sin embargo, mas que caracterizar la distribucién
en un estado estacionario, como se hace para la ecuacion de Laplace, esta ecuacion ofrece un medio
para calentar la distribuciéon de temperatura de la placa conforme cambia con el tiempo. Obténgase
una solucién explicita sustituyendo en la EDP las aproximaciones por diferencias finitas, tal y como se
hace para la ecuacién del calor en una dimensién espacial. Demuéstrese que son necesarios cinco puntos
en un instante anterior para calcular cada nuevo valor de u;;.

Condiciones aisladas para la ecuacion del calor. La forma de las condiciones de contorno depende del
hecho fisico que se describa. Por ejemplo, si se mantiene aislado un extremo de la varilla en la ecuaciéon
del calor, entonces la derivada parcial u, es cero en ese extremo; es decir, u,(0,t) = 0 o u,(¢,t) = 0.
Desarrollese el método explicito para la ecuaciéon del calor cuando la temperatura estd dada en un
extremo (z = 0), mientras que el otro extremo (z = ¢) esté aislado. (Se recomienda, para la condicién
de contorno que se dé en la derivada, anadir un punto ficticio a la malla; habitualmente se extiende la
malla para incluir un punto en cada paso de tiempo.)

Utilicese el método de diferencias finitas para calcular las tres primeras filas de la solucién aproximada
de la siguiente ecuacion de ondas

U = dUpe, O0<ax <1, t>0,
u(0,t) =u(l,t) =0, t>0,

5x 3
2Z para 0 < x < £,
u(z,0) = { 25 ‘;i

(
u(z,0) =0, 0<z<L

Témese h = 0.2 y k = 0.1. Realicense las operaciones a mano (o con calculadora).

En la ecuacién uyy = 9uy,, {qué relacion debe existir entre h y k para que la ecuacién en diferencias
que se obtenga esté dada por u; j11 = Ui—1,j + Uit1,5 — Ui j—17

i Qué dificultad puede aparecer cuando se intenta utilizar el método de diferencias finitas para resolver
Uy = 4z, tomando h = 0.03 y k = 0.027 ;Cémo se podria solventar dicha dificultad? Propéngase y
llévese a cabo una solucion para solventar dicha dificultad.

Método implicito para la ecuacion de ondas. Para la ecuacién de ondas, como en el caso de la ecuacion
del calor, los métodos implicitos tienen ventajas de estabilidad. Un esquema implicito simple resulta de
reemplazar uy; por una férmula de diferencias centradas en el i-ésimo paso de espacio y u,, por el valor
medio de una diferencia centrada en los (j — 1)-ésimo y (j + 1)-ésimo pasos de tiempo. Desarrollese
dicho esquema.

Sea la ecuacién de Poisson
um—l—uyy:f(x,y), 0<$§1, 0§y<17
u(z,0) =z, wu(z,1)=1, 0<z<1,

]-7 para (x,y) - (%, %) 3
[z, y) :{
uw(0,9) =y, u(l,y)=1, 0<y<1,

0, en otro caso.

Constriyase una malla apropiada y resuélvase la ecuacién mediante el MEF.
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Complemento A

Valores propios y vectores propios

A.1. Introduccion

La ecuacién Av = Av, donde A es una matriz cuadrada de orden n, A es un valor propio de A y v el
vector propio asociado a A, se puede interpretar de forma mucho més general. La multiplicacién Av es una
operacion matemaética que se puede ver como la matriz A actuando sobre el operando v, de manera que la
ecuacion anterior se puede generalizar a cualquier operacién matemaética de la forma Lv = Av, donde L es
un operador que puede representar la multiplicacién por una matriz, diferenciacion, integracién, etc., v es un
vector o una funcién y A es un escalar. Por ejemplo, si L representa la derivada segunda con respecto a z, y
es una funcién de z y A es una constante, la ecuacién Lv = Av puede tomar la forma y”(z) = Ay(z). Luego
existe cierta conexién entre los problemas de valores propios que involucran EDO y problemas de valores
propios que involucran matrices.

La ecuacién Lv = Av es una forma general de un problema de valores propios, donde \ es el valor propio
asociado al operador L y v es el vector propio o funcién propia asociada al valor propio A y al operador L.

Los problemas de valores propios son un tipo especial de problemas de contorno con EDO que tienen
especial importancia en ingenieria. Por ejemplo, aparecen en problemas que implican vibraciones, en proble-
mas de la mecénica de fluidos, en problemas de elasticidad, en problemas de dindmica espacial, asi como en
otros muchos problemas. También se utilizan en otros diversos contextos de la ingenieria diferentes del de
los problemas de contorno con EDO. Ademads, es importante destacar que los valores propios de una matriz
proporcionan informacién ttil sobre algunas propiedades de los célculos numéricos que involucran a la ma-
triz. Recordemos que la convergencia de los métodos iterativos para resolver sistemas lineales dependia de
los valores propios de sus matrices de iteracion, y que la velocidad con que estos métodos convergen depende
de la magnitud de sus valores propios.

Los métodos numéricos que aproximan los valores propios de una matriz no suelen calcular el polinomio
caracteristico, sino que actiian directamente sobre la matriz. En muchos problemas solo se necesita conocer
el valor propio dominante (el de mayor médulo) y tal vez su vector propio asociado. Para tales problemas el
método méas conocido que se utiliza es el método de la potencia. Con ligeras modificaciones de este método
también se pueden calcular el valor propio de menor médulo y los valores propios intermedios.

A.2. El método de la potencia

El método de la potencia es un método iterativo que aproxima el mayor valor propio en médulo. El
vector propio asociado al valor propio se obtiene como parte del método. Frecuentemente, también se emplea
el método de la potencia para calcular un vector propio asociado a un valor propio ya calculado por otros
medios.

Si A es una matriz cuadrada de orden n, para poder aplicar el método de la potencia, tiene que tener
n valores propios A, Ag,..., A, con un conjunto linealmente independiente de vectores propios asociados
{v1,Vva,...,vn} y tales que

Al > A2 = [As] = -+ = [An].

Como los vectores vi,Vsa, ..., vy, son linealmente independientes, podemos escribir un vector cualquiera

111
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v # 0 de R™ como
V=1c1V1+CVa+ -+ cpn, (A1)

donde ¢; # 0 son escalares para todo i = 1,2,...,n. Sea wg = v. Multiplicando (A.1)) por A, obtenemos

Awqg = c1Avy + cgAva + - - 4+ ¢, Avy = Ay wy,

Cco A Cn A
donde w; = vy + —QA—QVZ + -+ —"}\—nvn, puesto que Av; = A;vj, para todo j = 1,2,...,n, por ser
1A C1 A1
Vi,Va,...,Vy vectores propios. Si multiplicamos ahora wy por A, tenemos
co A2 Cn A2 co A2 Cn A2
Awy =Mvi+ = Z2vp o L0y = vy + ﬁ%v2 o Ve ) = Awe (A.2)
C1 )\1 C1 )\1 C1 )\1 C1 /\1
co A3 Cn A2
con wg = vy + —2—§vz 4+t —"—gvn. Multiplicando a continuacién (A.2]) por A, da
C1 )\1 C1 /\1
co A3 cn A2
AWz :A1V1+£%V2+"' i%vn:A1W3,
C1 )\1 C1 )\1
Y: pY:
C2 Ao Cp Ay ;. . .
donde wg = vq + —FV2 + -4 —Fvn. Es facil ver que iterando sucesivamente llegamos a
C1 AY C1 Ay
k k
ca2 A5 Cn Ay
k 1 o A]f 2 c1 Alf n ( )

Como A; es el mayor valor propio en médulo, entonces %‘ < 1, para todo 5 = 2,3,...,n, de manera que el

segundo miembro de (A.3]) tiende a vy cuando k — oo. Por lo tanto, si k — 0o, obtenemos
WK — V1 y Awyg — Ay,

Cuando se implementa el método de la potencia, el vector wi se normaliza en cada paso dividiendo las
componentes del vector por el méldulo de la mayor componente (véase (A.1) a través de (A.3). Esto hace
que la mayor componente del vector sea 1. Como consecuencia de este escalado, el método de la potencia
conduce al valor propio y al vector propio asociado.

El método de la potencia se aplica generalmente como sigue. Se empieza con una estimacién inicial wg
de v. Normalmente se elige esta estimacioén inicial como wg = (1,1,...,1)T, de manera que la norma infinito
IWol|oo €s 1. Entonces se genera recursivamente la sucesién {wy}, a partir de

Zx—1 = Awk_1,
1

Wk = —2Zk_1,
dg,

donde dj, es la mayor componente en moédulo de zy,_;. Si el método converge, el valor final de dj. es el valor
propio buscado y el valor final de wy es el vector propio asociado. Esto es,

lim wyi = v, y lim di = Aq.
k—oo k—oo

El proceso iterativo se termina cuando la norma infinito ||wy — Wi_1||cc €s menor que una tolerancia espe-
cificada.

EJEMPLO. La matriz

-9 14 4
A= -7 12 4
0 01
tiene valores propios \;1 = 5, Ay =1 y A3 = —2, asi que el método de la potencia converge. Comenzamos con

wo = (1,1,1)7. Aplicando el método de la potencia se calcula el vector wy a partir de Awg y normalizando:

-9 14 4 1 9 1 1
Awo= | -7 12 4 L =19 ]=9]1 = di=9 wi=|[1
0 01 1 1 3 3
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La siguiente iteracion sera:

-9 14 4 1 1 1
4 4
Awy = | =7 12 4 1| = 59 1 = dy= 39, Wo = 1
1 1 1
0 01 5 19 19

Después de diez iteraciones, la sucesion de vectores converge al vector v = (1,1,1.02 x 10~%)7 y la sucesién
{dy} de constantes converge a A = 5.000000205. En [16] se encuentra una tabla que resume los cdlculos. O

Notas sobre la convergencia del método de la potencia

= Generalmente el método de la potencia converge muy lentamente, a menos que el vector inicial esté
préximo al vector vy. Puede surgir un problema cuando el vector inicial es tal que el valor de ¢; en
(A.1]) es cero. Esto significa que v no tiene componentes en la direccién del vector vy. Tedricamente
el método fallard. En la préctica, sin embargo, el método puede converger (muy lentamente) a causa
de la acumulacién de errores de redondeo durante la repetida multiplicacién con la matriz A, que
proporcionard componentes en la direcciéon de vi. (Por una vez podemos decir que los errores de
redondeo ayudan.)

= En realidad no es necesario que la matriz A tenga n valores propios distintos para que el método de
la potencia converja. Si la matriz tiene un tinico valor propio dominante A\; de multiplicidad m > 1
Yy Vi,Va,...,Vy son vectores propios linealmente independientes asociados a Ai, el método seguirad
convergiendo a A;.

= El método de la potencia tiene la desventaja de que no se sabe de antemano si la matriz tiene un tnico
valor propio dominante, en cuyo caso el método podria no converger.

A.3. El método de la potencia con desplazamiento

La mayor desventaja del método de la potencia es que su velocidad de convergencia es lenta cuando la

Az
A1

razon de predominio r = de los dos mayores valores propios en modulo estd préxima a 1. Sin embargo,
la velocidad de convergencia se puede acelerar mediante varias estrategias. La estrategia més simple consiste
en utilizar el método de la potencia con desplazamiento. Sabemos que A y A — ¢l tienen el mismo conjunto

de vectores propios, y para cada valor propio A de A, tenemos el valor propio A — g de A — ¢I. Esto es,
(A—g)iv=Av—qgv=Av—gv=(A—q)v.

Por lo tanto, si restamos ¢ de todos los elementos diagonales de A, cada valor propio se reduce por el mismo
factor y los vectores propios no cambian. El método de la potencia se puede utilizar ahora asi:

zy = (A - qI)Wk7
1
Wk+1 = dk+1 Zk.

Por ejemplo, si 20 y —18 son los dos valores propios mayores en médulo, la razén de predominio 7 = 0.9 esta
proxima a 1 y la velocidad de convergencia serd entonces lenta. Sin embargo si elegimos ¢ = %(10 +18) =14
entonces los nuevos valores propios son 6 y —32, de manera que la razén de predominio es » = 0.1875 y se
obtendrd mayor velocidad de convergencia.

Por supuesto que la eleccion de ¢ es dificil, a menos que sepamos a priori una estimacién de los valores
propios. Una forma de obtener una estimacién de los valores propios es utilizando el siguiente resultado,
conocido como teorema de los circulos de Gerschgorin:

Sean A una matriz cuadrada de orden n y C; el circulo del plano complejo con centro a; y
radio r; = Z?:Lj;éi la;;|, es decir, C; = {z € C; |z —ay| < r;}. Entonces, los valores propios de
A estén contenidos en D = (J!'_,C;. Ademds, si la unién de k de estos circulos no se corta con
los restantes n — k, entonces dicha unién contiene precisamente k valores propios (contando las
multiplicidades).
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EJEMPLO. Dada la matriz

2 3 0
A= 3 8 -2
0 -2 -4

observamos que todos sus valores propios son reales, puesto que A es simétrica y los circulos de Gerschgorin
son:

(4 es el circulo con centro en (2,0) y radio =34 0 = 3,
(5 es el circulo con centro en (8,0) y radio =3+ | — 2| =5,
C3 es el circulo con centro en (—4,0) y radio =0+ | —2| = 2.
La unién de estos circulos es
D =[-1,5]U[3,13| U[~6,—2] = [-6, —2] U[~1, 13].

Como C y C5 son disjuntos con C3, véase la figura[A-T] hay dos valores propios en C; UC5 y uno en Cs. En
efecto, los valores propios de A son: A\; = 9.4969, Ao = 0.8684 y A3 = —4.3653. [

Figura A.1: Circulos de Gerschgorin para la matriz A del ejemplo.

Notemos que no hay garantia de que un circulo contenga valores propios a menos que éste esté aislado de
los otros. El teorema de los circulos de Gerschgorin se puede aplicar para obtener una conjetura preliminar
del desplazamiento, como mostramos en el siguiente ejemplo.

EJEMPLO. En el ejemplo anterior hemos visto que los valores propios de la matriz A estdn en D = [—1,5] U
[3,13]U[—6, —2] = [-6, —2]U[—1, 13], de manera que para calcular el mayor valor propio en médulo, podemos
utilizar el método de la potencia con desplazamiento poniendo el valor del desplazamiento ¢ = 13. O

COMENTARIO ADICIONAL. > El método de la potencia con desplazamiento permite calcular el valor propio
mas cercano a un numero dado, y para que su aplicacién sea efectiva necesitamos cierto conocimiento
a priori de la situacién de los valores propios de la matriz, que puede conseguirse inspeccionando los
circulos de Gerschgorin.

A.4. El método de la potencia inversa

También podemos obtener el menor valor propio en médulo de forma similar al de mayor médulo, mediante
el método de la potencia inversa. Si la matriz A es ivertible y A es un valor propio de A y v su vector propio
asociado, entonces % es un valor propio de A~! asociado al mismo vector propio v, ya que A~ v = %v si
Av = Av. Aplicando el método de la potencia a A~! podemos obtener una aproximacién al menor valor
propio de A en médulo (siempre que exista).

Eligiendo un vector inicial adecuado v # 0, en el primer paso obtenemos u tal que Au = v, que es
equivalente a u = A~'v. Obviamente la matriz inversa A~! se tiene que calcular con anterioridad. En la
practica, sin embargo, como calcular la inversa de una matriz es computacionalmente ineficiente y no deseable,
se suele resolver el sistema lineal Au = v (utilizando habitualmente un método de factorizaciéon LU). A partir

de aqui funciona todo igual que en el método de la potencia.
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A.5. Calculo de todos los valores propios

Una vez que el mayor (o menor) valor propio en mdédulo es conocido, se puede utilizar el método de
la potencia con desplazamiento para encontrar los otros valores propios. Este método utiliza la siguiente
propiedad importante de las matrices y sus valores propios:

Dado Av = Av, si A1 es el mayor (o menor) valor propio en médulo de A, obtenido mediante el
método de la potencia (o el método de la potencia inversa), entonces los nuevos valores propios

de la matriz desplazada A — A1 son 0, 2 — A1, A3 — A1, ..., An — A1

Esto se puede ver facilmente porque los valores propios de A — A\1I cumplen

(A= I)v=ypv (A4)
donde p es el valor propio de la matriz desplazada A — A11. Pero, como Av = Av, entonces (A.4) es (A —
A1)v = pv, donde A = Ay, Ag, ..., A\,. Por lo tanto, los valores propios de la matriz desplazada A — A;I son
=0, — A1, A3 — A1,..., A\p — A1, y los vectores propios son los mismos que los de A. Ahora si se aplica

el método de la potencia a la matriz desplazada A — \1I, después de haberse aplicado a A para calcular
A1, se puede calcular el mayor valor propio en médulo uj de la matriz desplazada. Entonces, el valor propio
Ak se puede determinar como Ay = ur + A1. El resto de valores propios se pueden calcular repitiendo este
proceso k — 2 veces, donde cada vez la matriz desplazada es A — A\l y Ay el valor propio obtenido a partir
del desplazamiento anterior.

COMENTARIO ADICIONAL. > La combinacién del teorema de Gerschgorin, el método de la potencia inversa
y el método de la potencia con desplazamiento puede ser 1til para calcular los valores propios de una
matriz. Por ejemplo, si hay un circulo de Gerschgorin con un valor propio asociado, podemos llevar a
cabo un desplazamiento ¢ similar al centro de dicho circulo para que el valor propio correspondiente
de la matriz desplazada esté préximo a cero y ahora aplicar el método de la potencia inversa para
calcularlo. Después basta con invertir el valor obtenido y deshacer el desplazamiento.

Notas finales

= Una vez calculado el valor propio dominante, también se puede utilizar el método de la potencia para
determinar los demés valores propios de una matriz mediante técnicas de deflacion, que consisten en
construir una nueva matriz B cuyos valores propios son los mismos que los de A, excepto el dominante,
que se sustituye por 0 como valor propio de B. Por tanto, si Ay «domina» a Az, Ag,..., A,, podemos
aplicar de nuevo el método de la potencia a la matriz B para calcular )y, y asi sucesivamente. Véase
[7] para el método concreto de Wielandt.

= Hay una gran variedad de métodos para calcular los valores propios de una matriz, la mayoria se base
en un proceso de dos etapas: en la primera se transforma la matriz original en una matriz mas simple
que conserve todos los valores propios de la matriz original, y en la segunda se determinan los valores
propios mediante un método iterativo. Muchos de estos métodos estan disefiados para tipos especiales
de matrices. Cuando se buscan los valores propios de una matriz general cualquiera, los métodos LR
de Rutishauser y QR de Francis son los mas importantes. Aunque el método QR es menos eficiente,
frecuentemente es el preferido porque es més estable. En [15] se pueden ver varios métodos.

A.6. Ejercicios
1. Calcilese el mayor y el menor valor propio en médulo de las siguiente matrices:
2 2 -1 1 0 0

5 -2 1
A= -5 9 3|, B=|2 -1 2|, c=[3 o1
4 4 1 4 —4 5 0 0 2
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Utilicese el teorema de los circulos de Gerschgorin para hallar un desplazamiento adecuado para calcular
el mayor valor propio en médulo de la matriz

_— o O WLt

= = N O
|

O = O =

O NI =

Compérense los nameros de iteraciones que utilizan el método de la potencia y el método de la potencia
con desplazamiento.

Verifiquese que el método de la potencia no converge al mayor valor propio en médulo de la matriz

102
P61 o
oo
0 0 1 0
Expliquese por qué.
Sea la matriz
0 0 2 4
1
5 0 0 0
_ 2
A=10 100
00 § 0

a) Determinese una regién del plano complejo que contenga a todos los valores propios de A.

¢) Hallense el resto de valores propios de A.

)
b) Encuéntrense el mayor valor propio en médulo de A y su vector propio asociado.
)
d)

Calciilense los valores propios de A a partir de su polinomio caracteristico y aplicando el método
de Newton.

5. Dada la matriz

2 0 -1
A= -2 -10 o0 |,
~1 -1 4

utilicese el método de la potencia para calcular el radio espectral de A con la norma infinito.



Complemento B

Introduccién a las ecuaciones
diferenciales en derivadas parciales

B.1. Introduccion

Actualmente la teoria de las ecuaciones diferenciales en derivadas parciales (abreviadamente, EDP) es
uno de los campos més importantes de estudio de las matematicas, ya que estas ecuaciones aparecen frecuen-
temente en muchas ramas de la fisica y de la ingenieria, asi como de otras ciencias.

En muchas formulaciones de modelos matematicos se utilizan derivadas parciales para representar can-
tidades fisicas. Estas derivadas siempre dependen de mas de una variable independiente, generalmente las
variables espacio x,y, . .. y la variable tiempo ¢. Tales formulaciones tienen una o mas variables dependientes,
que son funciones desconocidas de las variables independientes. Las ecuaciones resultantes se llaman ecua-
ciones diferenciales en derivadas parciales, que junto con condiciones iniciales y de contorno, representan
fenémenos fisicos.

En este capitulo daremos una brevisima introduccién a las EDP. Este es un tema tan amplio que necesitaria
por si solo de un texto completo para una simple introduccién. Mostraremos los aspectos més bésicos de
las EDP, limitandonos al estudio de las EDP de segundo orden, ya que cubren las més caracteristicas e
importantes ecuaciones de la fisica matematica: la ecuacién de ondas, la ecuacién del calor y la ecuacién de
Laplace. Introduciremos meramente ciertos conceptos fundamentales y algiin método basico de resolucién.

B.2. EDP y sus soluciones

Recordemos en primer lugar que una EDP es una ecuacién diferencial que contiene derivadas parciales

de una o més variables dependientes respecto a una o mas variables independientes. Por ejemplo, si v es una
funcién de las variables independientes x e y, toda ecuacién que contenga g—; o) %Z, o derivadas de orden

superior, y también u, x o y, es una EDP. Algunos ejemplos importantes de las ciencias fisicas son:

2 2
i) Ou _ az@ es la ecuacion unidimensional de ondas
- )
ot? Ox?

0 0?
ii) a—? = ﬁé—;; es la ecuacion unidimensional del calor,
0? 0?
iii) gu + au_ 0 esla ecuacion bidimensional de Laplace,
0x?  Oy?
0? 02
iv) 87:1:; + 87;; = f(z,y) esla ecuacion bidimensional de Poisson,

%u  0%u  O%u
— + —+ —= =0 es la ecuacion tridimensional de Laplace.
v) Ox? + Oy? + 0722 P

117
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En las dos primeras EDP, la funcién incégnita u es una funcién de la coordenada x y del tiempo t: u = u(zx, t).
En las tercera y cuarta EDP, la funcién v depende de las dos coordenadas de un punto en el plano, y en
ultima la funcién depende de las tres coordenadas de un punto en el espacio.

Llamamos orden de una EDP al que tiene la derivada de mayor orden que aparece en la ecuaciéon. En
los ejemplos anteriores todas las EDP son de segundo orden.

Al igual que para las EDO, hay varios tipos estdndares de EDP importantes que se dan con frecuencia
en los modelos matemaéticos de los sistemas fisicos, y cuyas soluciones se pueden expresar mediante funciones
elementales. Una solucién de una EDP es una relacién explicita o implicita entre las variables, relacion que
no contiene derivadas y que satisface identicamente la ecuacién. En determinados casos muy simples se puede
obtener una solucién inmediatamente.

EJEMPLO. Si consideramos la EDP de primer orden

ou 9 9
%_1‘ +y7

en la que u es la variable dependiente y x e y son las variables independientes, la solucién es

ulz,y) = / (2 + 4?) 0z + Bly),

donde [ (22 + y?) Ox indica una «integracién parcial» respecto a z, manteniendo y constante, y ¢ es una
funcién arbitraria que depende solo de y. Por tanto, la solucién de la EDP es

3
x
u(@,y) = 5 2y’ +o(y). O
EJEMPLO. Sea la EDP de segundo orden
0?u 3
"
Oy Ox

O (Ou) _ 5
oy \oz )~ 4

y la integramos parcialmente respecto a y, manteniendo x constante, con lo que obtenemos

— .

Primero la escribimos en la forma

ou 4 1,
Jr - TYT QY + é(x),

donde ¢ es una funcién arbitraria de z. Integramos ahora este resultado parcialmente respecto a x, mante-
niendo y constante, con lo que obtenemos la solucién de la EDP

1 1
u(w,y) = 7'y — Say’ + (@) + 9(v),
donde f es una funcién arbitraria de = que est4 definida por f(z) = [ ¢(z)dz y g es una funcién de y también
arbitraria. 0O

Como resultado de estos dos sencillos ejemplos observamos que mientras que las EDO tienen soluciones
que dependen de constantes arbitrarias, las soluciones de las EDP dependen de funciones arbitrarias. En
particular, observamos que la solucién de la EDP de primer orden contiene una funcién arbitraria y que la
solucién de la EDP de sequndo orden contiene dos funciones arbitrarias. En general, la solucién de una EDP
contiene un cierto niimero de funciones arbitrarias, a menudo n funciones para una ecuacién de orden n.

NoTA. La naturaleza de un problema matematico tipico que se refiere a una EDP y que se origina en la
formulacién matemaética de algtin problema fisico consta no solo de la propia ecuacion diferencial, sino que
contiene también ciertas condiciones suplementarias (denominadas condiciones de contorno, condiciones ini-
ciales o ambas). El nimero y la naturaleza de estas condiciones depende de la naturaleza del problema fisico
que ha originado el problema mateméatico. La solucién del problema ha de satisfacer tanto la ecuacién dife-
rencial como las condiciones suplementarias. Con otras palabras, la solucién del problema completo (ecuacién
diferencial més condiciones) es una solucidén particular de la EDP del problema.
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B.3. EDP lineales de segundo orden

Consideramos brevemente la clase de EDP que aparecen con mas frecuencia, que es la de las denominadas
EDP lineales de segundo orden. Una EDP lineal de segundo orden con dos variables independientes x e y es
una ecuaciéon de la forma:

Aty + Bugy + Cuyy + Dug + Euy + Fu =G, (B.1)

donde A, B, C, D, E, F y G son funciones de x e y. Supongamos que A, B y C no se anulan simultaneamente.

Si G =0, la EDP (B.1) se reduce a
Augy + Bugy + Cuyy + Dug + Euy + Fu = 0. (B.2)

Para esta clase de EDP podemos enunciar el siguiente teorema fundamental con respecto a sus soluciones:

Sean n soluciones u1, usg, . . . , U, de la EDP (B.2]) en una regién R del plano XY. La combinacién
lineal ciuy + coug + - -+ + cpuy, donde c¢q,cs,...,c, son constantes arbitrarias, es también una
solucién de la EDP (B.2) en R.

Consideramos ahora una clase especial importante de EDP lineales de segundo orden, las denominadas
EDP lineales homogéneas de segundo orden con coeficientes constantes. Una ecuacion de esta clase es de la
forma

AUgy + bugy + cuyy =0 con a,by c contantes. (B.3)

La palabra homogénea hace referencia aqui al hecho de que todos los términos en (B.3]) contienen derivadas
del mismo orden (el segundo).
Buscamos ahora una solucién de (B.3) en la forma:

u(z,y) = fly + Az), (B.4)
donde f es una funcién arbitraria de su argumento y A es una constante. Derivando , obtenemos
Uso(,y) = Nf"(y+A2),  uay(z,y) =AY+ A2),  uyy(,y) =y + M),
y sustituyéndolas en da
aX?f" (y + Ax) + bA " (y + Ax) +cf"(y + Axz) = 0 = Iy + Ax)[ar? + b\ + ] = 0,
de manera que u(z,y) = f(y + A\z) es una solucién de si A satisface la ecuacién de segundo grado
aX? + b\ +c =0,

que llamaremos ecuacién condicionante.
Consideramos ahora los siguientes cuatro casos de la EDP (B.3]), véase [21]:
1. a # 0 y las raices de la ecuacién condicionante diferentes,
2. a # 0y las raices de la ecuacién condicionante iguales,
3.a=0,b#0,
4. a=0,b=0yc#0.
En el caso 1, la EDP (B.3) posee dos soluciones u(z,y) = f(y + M) y u(z,y) = g(y + A22), donde fy g

son dos funciones arbitrarias de sus respectivos argumentos y A1 y Ag son las raices distintas de la ecuacion
condicionante. Aplicando el teorema fundamental anterior se deduce que

u(z,y) = f(y + M\z) + gy + Aaz)

es una solucion de la EDP (B.3))

En el caso 2, la EDP osee la solucién w(z,y) = f(y + A1), donde f es una funcién arbitraria de
su argumento y A; es la raiz doble de la ecuacién condicionante. Ademaés, se puede comprobar facilmente que
en este caso la EDP posee también la solucién u(z,y) = zg(y + A1), donde g es una funcién arbitraria
de su argumento. Segun el teorema fundamental anterior vemos que

w(z,y) = fly+ Mzx) + zg(y + \izx)
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es una solucién de la EDP (B.3|).

En el caso 3, la ecuacién condicionante se reduce a bA + ¢ = 0, por lo que tiene una unica raiz \y = —c¢/b.
La EDP posee la solucién u(z,y) = f(y + M\z), donde f es una funcién arbitraria de su argumento. Se
puede comprobar ademés que en este caso g(x), donde g es una funcién arbitraria de  solamente, es también
una solucion de la EDP . Segun el teorema fundamental anterior tenemos entonces que

u(z,y) = f(y + Aw) + g(z)

es una soluciéon de la EDP (B.3).
Finalmente, en el caso 4, la ecuaciéon condicionante se reduce a ¢ = 0, lo que es imposible. Vemos que en
este caso no existen soluciones de la forma (B.4). No obstante, la EDP es ahora simplemente

0? o (0
c 7“ =0 (€] —_— 7114 =0
dy? 9y \ 9y
Integrando parcialmente respecto a y dos veces, obtenemos u(z,y) = f(z) +yg(x), donde f y g son funciones
arbitrarias de x solamente. Por tanto, en este caso,

u(z,y) = f(x) +yg(z)

es una soluciéon de la EDP (B.3).
Notemos que toda EDP con coeficientes constantes de la forma (B.3) estd dentro de una y solo una de
las cuatro categorias cubiertas por los casos 1 al 4.

EJEMPLO. Sea

Ugy — DUgy + Oy, = 0.
La ecuacién condicionante correspondiente a esta EDP es A2 — 5\ + 6 = 0, que posee dos raices diferentes
A1 =2y A3 = 3. Estamos entonces en el caso 1, por lo que

u(z,y) = f(y + 2x) + gy + 3z)
es una solucién de la EDP conteniendo dos funciones arbitrarias f y g de sus respectivos argumentos. [

Acabamos esta seccién clasificando las EDP de la forma (B.1)). La clasificaciéon de estas EDP surge por
su analogia con la ecuacion de las conicas en el plano:

Az* 4 Bxy + Cy? + Da+ Ey + F = 0.

Asi, dependiendo de que la cantidad B? — 4AC sea positiva, negativa o nula, hablaremos respectivamente de
EDP hiperbdlicas, elipticas o parabdlicas.
Generalizando la definicién anterior, decimos que la EDP (B.1) es de tipo

1. hiperbdlico en todos los puntos en los que B2 — 4A4C > 0,
2. eliptico en todos los puntos en los que B? — 4AC < 0,

3. parabdlico en todos los puntos en los que B? —4AC = 0.

Esta clasificaciéon puramente matematica se relaciona con una divisién global de los fenémenos fisicos que
se describen mediante tales ecuaciones, a saber: procesos vibratorios (ecuaciones hiperbdlicas), estacionarios
(ecuaciones elipticas), o de difusidn (ecuaciones parabdlicas). Es por ello que las soluciones de cada uno
de los tipos de ecuaciones tienen particularidades que le son especificas (si bien pueden existir puntos de
contacto). Por ejemplo, las ecuaciones hiperbodlicas se caracterizan por poseer soluciones en forma de ondas
que se desplazan con una velocidad finita. Las ecuaciones elipticas poseen soluciones suaves (infinitamente
diferenciables), etc. Las ecuaciones paraboélicas, en cierto sentido, tienen propiedades intermedias entre las
hiperbélicas y las elipticas.

Tlustraremos esta clasificacion con las tres EDP mas famosas de la fisica matematica.

EJEMPLO. La ecuacién gy, — u,, = 0 es hiperbélica puesto que A =1, B=0,C = -1y B> —4AC =4 > 0.
Es un caso especial de la denominada ecuacion unidimensional de ondas, que es satisfecha por los pequenos
desplazamientos transversales de los puntos de una cuerda vibrante. Esta EDP es lineal y homogénea con
coeficientes constantes y posee la solucién

u(z,y) = f(y +z) + gy — z),

donde f y g son funciones arbitrarias de sus respectivos argumentos. [
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EJEMPLO. La ecuacién ug, + uy,, = 0 es eliptica puesto que A =1, B=0,C =1y B?> —4AC = -4 < 0.
Esta EDP se denomina ecuacion bidimensional de Laplace y es satisfecha por la temperatura de los puntos
de una placa rectangular delgada en estado estacionario. Observemos que esta EDP es lineal homogénea con
coeficientes constantes, por lo que su solucién es

u(z,y) = [y +iz) + g(y — i),
donde f y g son funciones arbitrarias de sus respectivos argumentos. [

EJEMPLO. La ecuacién ug;, — u, = 0 es parabdlica puesto que A = 1, B =C =0y B> —4AC = 0. Es
un caso especial de la ecuacidn unidimensional del calor (o ecuacidén de difusidn), que es satisfecha por la
temperatura de un punto de una barra homogénea. Esta EDP no es homogénea. [

B.4. Forma canodnica de las EDP lineales de segundo orden

La utilidad de la clasificacién anterior se basa esencialmente en la posibilidad de reducir , en ca-
da uno de los tres casos mencionados, a una forma candnica mediante un adecuado cambio de variables
independientes.

Para determinar estas formas candnicas, empezamos considerando un cambio genérico de variables inde-
pendientes:

s=s(x,y) v t=t(z,y),

donde supondremos que s y t son funciones de x e y dos veces derivables, de manera que el jacobiano de la
transformacion,

es distinto de cero en la region en que estemos interesados. Entonces, suponiendo que x e y son a su vez
funciones de s y ¢ dos veces derivables, las derivadas que aparecen en (B.1]) se transforman en

Uy = UsSy + Uty

Uy = UsSy T+ Usly
Ugx = usssi + 2ust8ztx + uttti + UsSye + uttww
Uy = UssSzpSy + Ust(Saty + Syta) + Usrlaty + UsSpy + Uslay
Uyy = usssi + 2ugsyty + utttz + UsSyy + Uglyy

que al sustituir en (B.1)) da
Avuss + Brust + Crug + R(s, 1, u, us, u) = 0, (B.5)

donde R es una funcién lineal en u, us, us e independiente de las derivadas segundas. Los nuevos coeficientes
son

A = Asi + Bsgsy + Csz,
By = 2Asuty + B(sgty + syty) +2Csyty,
C1 = At} + Btyt, +Ct:.

Obsérvese que la naturaleza de (B.1l) permanece invariante ante la transformacién efectuada, puesto que
como puede comprobarse facilmente

B? —4A,C, = J*(B? — 4AC),

y por tanto la ecuacién, después del cambio, continiia perteneciendo a la misma clase, sin mas que exigir que

J 0.
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Ecuaciones hiperbdlicas

En el caso concerniente a la forma canodnica en el caso hiperbdlico, si elegimos una transformacion de
coordenadas tal que s(z,y) y t(x,y) sean dos soluciones de

dy 2 dy o
1) (@) ro=o

dy B+ VB —4AC dy B-vB*—4AC
de 24 Y de 24 ’
entonces el cambio de variables s = s(z,y) y t = t(x,y) simplifica la EDP (B.5]) como sigue

es decir,

R
Ust = _Ea
que se denomina primera forma canénica de las EDP hiperbolicas. Las curvas descritas al hacer

s(z,y) = constante y t(x,7y) = constante

se denominan curvas caracteristicas. Un tipo de curva caracteristica para una EDP dada es una curva
sobre la cual la solucién toma un valor constante.
Si introducimos nuevas variables w y z, mediante las féormulas

s+t s—t
= z =
2 Y 2
obtenemos
R
Uyww — Uzz = _43717

que recibe el nombre de seqgunda forma candénica de las EDP hiperbélicas.

Ecuaciones elipticas

En este caso el procedimiento es el mismo que para las ecuaciones hiperbélicas, pero, como B2 —4AC < 0,
tiene como soluciones dos funciones complejas conjugadas s = a + iy t = a — i = 5. Siguiendo el
mismo procedimiento que en el caso hiperbélico y, para no trabajar con cantidades complejas, considerando
el cambio de variables

s+t s—1
R R A A Tt
llegamos a la forma candnica de las EDP elipticas
4R
Uy T Uzz = 7371'

Ecuaciones parabdlicas

Como B? —4AC =0, de vemos que se satisface la misma EDO

dy B

dr  24A°
Las soluciones de esta EDO, s(x,y) = constante, son las caracteristicas de la EDP (B.1]). (Para las ecuaciones
parabdlicas solo existe una familia de curvas caracterfsticas.) Tomando s = s(x,y), podemos tomar una
funcién arbitraria ¢ = t(z,y) que complete el cambio de variables y tal que el jacobiano J # 0. Se suele tomar
t = y. En resumen, la ecuacién se reduce a la forma candnica de las EDP parabdlicas

R
Utt = ——~~

Cr'
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Caso particular: A, B y C constantes

Si A, B y C son constantes, B2 — 4AC también es constante, y las EDO se pueden escribir como

/ B —VB?—4AC ) B+ VB2 —1AC
Y= S e Y=

= Ag;

es decir, dos EDO de primer orden, cuyas soluciones se obtienen mediante integracién directa
y(z) = Mz + K4 e y(z) = dex + Ko.

Como las dos curvas caracteristicas dependen de una constante arbitraria, basta elegir s como una de ellas y
t como la otra para obtener el cambio de variables

s=y— Az, t=y— Aax.
Obsérvese que A\, ¥ Mg son las raices de la ecuacién de segundo grado AX?2 — BA 4+ C = 0.

1. Caso hiperbolico: hay dos familias de rectas caracteristicas. El cambio de variabales es

s=y— Mz y t=y— \ax.

2. Caso eliptico: no hay caracteristicas. El cambio de variabales es

2Ay — Bx
§= —— t=uz,

V4AC — B2’

puesto que, como s =y — A1z, se tiene que

2Ay — Bz . V4AC — B?
S =

91 ) 51 T = constante,

que es equivalente a
2Ay — Bx .
§ = —— + 1x = constante.

V4AC — B?

3. Caso parabolico: hay una familia de rectas caracteristicas. El cambio de variabales es

B

s:y—ﬂx, t=uy.

En algunos casos serd posible hallar elementalmente la solucién general de la EDP (B.1]) una vez escrita
en su forma canodnica, pero en la mayoria de los casos serd imposible. Identifiquemos dos casos en los que si
es posible:

i) Si solo aparecen derivadas respecto a una variable. Por ejemplo,
Ut + Elut + Flu = Gl-
La EDP se integra considerando la otra variable como parametro. La EDP es parabdlica.

ii) Si solo aparecen us; y una de las derivadas primeras. Por ejemplo,
Ust + Dlus = Gl.

La EDP se resuelve haciendo el cambio us; = v, ya que la ecuacién resultante v; + Djv = G se puede
integrar considerando s como pardmetro. La EDP es hiperbdlica.

EJEMPLO. Sea la EDP
Qugy + DUy + Uyy + Up + Uy = 2.

En primer lugar, vemos que A = 4, B =5, C =1y B?> —4AC = 9 > 0, de modo que la ecuacién es
hiperbélica. Como A, B y C son constantes, consideramos la transformacién s = y — Mz y t = y — Aoz,
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donde \; y Ay son las raices de la ecuacién de segundo grado 4A%2 — 5\ + 1 = 0. Luego, \; = % vy Ay =1, de
manera que s =y — 7 y t =y — x. Aplicando esta transformacién a la EDP, obtenemos su forma canénica

" us 8
st~ o = T2
3 9
Hacemos us = v y la ecuacion resultante, vy = § — %, es una EDO separable de primer orden, manteniendo s

i .z . . . .z
constante. Por tanto, v = ¢(s) e3 +§, donde ¢ es una funcién arbitraria de s. Integramos a continuacién este
resultado parcialmente respecto a s, manteniendo ¢ constante, para obtener

uls,0) = J(s) ¢ +35+ (1),

donde f es una funcién arbitraria de s que estd definida por f(s) = [ ¢(s)ds y g es una funcién arbitraria

de t. En consecuencia,

u(z,y) = f (y - %) 3= +§ (y -~ %) +g(y — =),

donde f y g son dos funciones arbitrarias de sus respectivos argumentos. [

B.5. Separaciéon de variables

Si una EDP con dos o mas variables independientes puede reducirse a un conjunto de EDO, una para
cada variable, la ecuacién se dice separable. Las soluciones de la EDP son entonces los productos de las
soluciones de las EDO.

En esta seccion introducimos el método de separacion de variables, que es un método fundamental y
potente para obtener soluciones de ciertos problemas que implican EDP. Aunque la clase de problemas a los
que se puede aplicar este método es relativamente limitada, incluye no obstante muchos casos de gran interés
fisico.

El desarrollo del método requiere conectar con dos clases importantes de problemas, que histéricamente
surgieron precisamente de él. Son los problemas de contorno con EDO y el problema de representacién de una
funcién en forma de serie trigonométrica. A dichas series trigonométricas se les denomina series de Fourier;
su estudio se escapa de los objetivos de este texto, pero sus propiedades se pueden encontrar en cualquier
texto sobre EDP.

El enunciado matemaético de tales problemas contiene una EDP y ciertas condicones suplementarias
(condiciones de contorno, condiciones iniciales o ambas), y la solucién del problema es una funcién que
satisface tanto la EDP como las condiciones suplementarias.

Si suponemos, por ejemplo, una EDP con una sola variable dependiente u que es una funcién de dos
variables independientes x e y, la idea del método de separaciéon de variables consiste en buscar una solucién
de la EDP lineal de orden dos en la forma u(x,y) = X (2)Y (y). En el caso en que sea aplicable este método,
su aplicacion lleva tres pasos:

1. obtencién de dos EDO,
2. obtencién de las soluciones de las dos EDO que cumplan las condiciones de contorno,

3. formacién de una combinacién lineal infinita de las soluciones para satisfacer las condiciones
iniciales del problema.

El paso 3 se consigue primeramente aplicando la siguiente generalizacién del teorema fundamental visto
anteriormente:

Sean i, Us,...,Un,... una infinidad de soluciones de la EDP en una regiéon R del plano
XY. Supongamos que la serie infinita Y~ u, = ug +ug + -+ + u, + -+ converge a u en Ry
que es derivable término a término en R para obtener las diversas derivadas (de u) que aparecen
en la EDP . La funcién u (definida por uw = 77 | u,) es también una solucién de la EDP

en R.

El objetivo es obtener una soluciéon que sea una serie, aplicAndose después las condiciones iniciales del pro-
blema.

Senalemos que el procedimiento asi esquematizado es estrictamente formal. No vamos a hacer ningin
intento para justificar dicho procedimiento. En un tratamiento riguroso se ha de demostrar que la «solucién
formal» obtenida satisface realmente tanto la EDP como las condiciones suplementarias y que la solucion asi
justificada es la tnica solucién del problema.
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Ejemplo: el problema de difusién

Tlustraremos los principios esenciales del método de separacién de variables considerando el mismo
problema que consideré Fourier sobre la conduccién de calor en una varilla unidimensional cuyos extremos
se mantienen a la temperatura constante de 0°C y la distribuciéon de temperatura inicial estd dada por la
funcién f(x). El modelo matematico que lo rige es el siguiente problema de contorno con condicién inicial:

uy = Puy,, para 0<zxz <l y t>0 (8= constante),
bajo las siguientes condiciones suplementarias
u(0,t) =u(l,t) =0, t>0 (condiciones de contorno),
u(z,0) = f(z), 0<ax <l (condicin inicial).
La idea es buscar soluciones de la forma u(z,t) = X (z)T'(t), para lo que se ha de verificar la ecuacién

X"(x) _ w _
X(z)  pT()

X (2)T'(t) = BX"(2)T(t), o bien,

donde necesariamente A ha de ser una constante, que se denomina constante de separacion. Por tanto, fijando
A, se tienen las dos EDO
X"(z) = AX(x) y T'(t) = BNT(t).

Como u(x,t) = X (z)T'(t), las condiciones de contorno son

XTIt =0 y XOTE =0 >0,

Ignorando la solucién trivial, se combinan estas ultimas condiciones de contorno con la EDO correspondiente
a X (x) para obtener el problema de contorno

X"(z) = AX(z);  X(0)=X(£) =0, (B.7)

donde A puede ser cualquier constante.

Notemos que la funcién X (z) = 0 es una solucién para todo A y, dependiendo de la eleccién de A, ésta
puede ser la tnica solucién del problema de contorno . Asi que si se busca una solucién no trivial
u(z,t) = X (2)T(t) del problema original, primero se deben determinar aquellos valores de A para los cuales
el problema de contorno tiene una solucién no trivial. Dichos valores especiales de A se llaman valores
propios, y las correspondientes soluciones no triviales son las denominadas funciones propias.

Para resolver el problema de contorno (B.7)), se empieza con la ecuacién auxiliar 72 — X = 0 y se consideran
tres casos:

Caso 1: A > 0. Las raices de la ecuacién auxiliar son r = £+v/), de modo que la solucién general de la
EDO de es

X(x)=0C4 VAT L oye VAT

Para determinar Cy y Cs, recurrimos a las condiciones de contorno
X(O):Cl+c2zo Yy X(6)201e\/xf+0267ﬁ220,

de forma que si Co = —C, tenemos que C} (eﬁefe’ﬁq =00 C; (62\5571) = 0. Como hemos

supuesto que A > 0, resulta que 2V _1 > 0. Por lo tanto, C'1 y, en consecuencia, Cs son iguales a cero. Por
consiguiente, no existe solucién no trivial de (B.7) para A > 0.

Caso 2: A = 0. Aqui » = 0 es una raiz doble de la ecuacién auxiliar y la solucién general de la EDO es
entonces

X(LE) =Cq + Cshu.
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Las condiciones de contorno dadas en originan las ecuaciones C; = 0y C;+Cqf = 0, las cuales implican
que C; = Cy = 0. Consecuentemente, para A = 0, no existe solucién no trivial de (B.7).
Caso 3: A < 0. Las raices de la ecuacion auxiliar son r = 4+iv/—X, de modo que la soluciéon general de la

EDO que aparece en es
X(z) =CicosvV—Az+ Cysenv—A\zx.

Ahora las condiciones de contorno de (B.7) dan lugar al sistema
C, =0, CicosV=Al+ Cysenv/—\{ = 0.

Puesto que C7 = 0, el sistema se reduce a resolver Cyseny/—A{¢ = 0. Por lo tanto, senv/—A¢ =00 Cy = 0.
Ahora bien
senv—-Al=0 & V=AMl = nm, donde n es un entero.

Por consiguiente, tiene una solucién no trivial (C2 # 0) cuando vV—A{ =nm o A = — (”7”)2,

Ademés, las soluciones no triviales (funciones propias) X, (z) correspondientes al valor propio A = —

estan dadas por
nwx

X, (x) = aysen (7> , €N,
donde los valores a,, son constantes arbitrarias distintas de cero.
Una vez determinado A = —(nm/f)?, para algin entero positivo n, consideremos la segunda EDO T (t) =

BAT(t) con A = — ("7”)2; es decir,
, nm 2
T +5(5) T =0,
cuya solucién general, para cada n € N; es
T, (t) = by e PCF) L
Combinando ahora esta solucién con la anterior, para cada n € N, se obtiene la funciéon

tun(x,t) = Xp(2)T, () = ap, sen (%) bn, e_ﬁ(%)275 =c, e_ﬁ(%)% sen (mlrfx) ,
donde ¢,, es una constante arbitraria.
Senalemos que cada una de estas funciones u,, satisface tanto la EDP como las dos condiciones de contorno
para todos los valores de las constantes ¢,, (compruébese como ejercicio).
Hemos de intentar ahora satisfacer la condicién inicial. En general, por si sola, ninguna de las anteriores
soluciones u, (z,t) satisfard la condicién inicial. Por ejemplo, si aplicamos la condicién inicial a una solucién
un(x,t), hemos de tener

f(z) = un(z,0) = ¢, sen (?), 0<z<{,

donde n es un entero positivo, y esto es evidentemente imposible, a menos que f sea una funcién sinusoidal
de la forma K sen (”—’Z””), para algin entero positivo n.

., Qué hemos de hacer entonces? Segun la generalizacién del teorema fundamental visto anteriormente,
suponiendo la convergencia apropiada, una serie infinita de soluciones de la EDP del problema original es

también solucién. Formamos entonces una serie infinita
> > 2 nmwx
— nm
E Up(z,1) = E Cn € B(f)tsen<7)
n=1 n=1

de las soluciones u, (z,t), que, por la generalizacién del teorema fundamental y suponiendo la convergencia
apropiada, nos asegura que la suma de esta serie es también una soluciéon de la EDP. Simbolizando dicha
suma por u(z,t), escribimos

u(z,t) = Z up(z,t) = Z Cn e P(F)"t sen (Tllﬁ) . (B.8)
n=1 n=1

Observamos que u(0,t) = u(¢,t) = 0, t > 0. Suponiendo entonces la convergencia apropiada, la funcién
u(zx,t), dada por (B.8]), satisface la EDP y las condiciones de contorno.
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Aplicamos ahora la condicién inicial a la solucién (B.8):
> nwx
—u(,0) =Y epsen (“70), 0<w <t
f(x) = u(x,0) nz::lc sen { — x

De esta manera, el problema original de conduccién de calor en una varilla unidimensional se ha reducido
al problema de determinar un desarrollo de f(z) de la forma

flz) = gcn sen (?) . (B.9)

Un desarrollo de este tipo se llama serie senoidal de Fourier. Si se eligen los ¢,, de manera que la igualdad
anterior sea valida, entonces el desarrollo de u(z,t), dado por , se denomina solucion formal del
problema de conduccién de calor en una varilla unidimensional. La teroria de las series de Fourier prueba
que tales ¢, son de la forma:

2 ¢ nms
cnzz/of(s)sen(7>d8, n=12...

Notemos que la solucién (B.8)) es formal, ya que en el proceso de su obtencién hemos supuesto una
convergencia que no hemos justificado. Si este desarrollo converge a una funcién con segundas derivadas
parciales continuas, entonces la solucién formal es una solucién verdadera (genuina). Ademaés, la solucién es
Unica.

EJjEMPLO. Encuéntrese la solucién del siguiente problema de difusién
Up = TUgy, O0<ax<m, t>0,
u(0,t) = u(m,t) =0, t>0,
u(z,0) = 3sen2z — 6senbx, 0<z <.
Observemos que 3 = 7y £ = m. Por tanto, se requiere solo determinar los valores de ¢,, incluidos en la férmula

(B.9). Esto es

u(z,0) = 3sen 2z — 6sen bz = Z Cp SENNT.
n=1

Tgualando los coeficientes de términos semejantes, se encuentra que
co =3, cs = —6 y ¢, =0, para todo n # 2,5.

Por consiguiente, de (B.8]), se sigue que la solucién del anterior problema de difusion es

u(x,t) = co e B(F) t gen (27;‘1) + ¢ e BCF) 1 gon (577>

=3e Blsen2z — 6e ' senbz. O

B.6. Ejercicios

1. Hallese una soluciéon que contenga dos funciones arbitrarias para cada una de las siguientes EDP.
Determinese, para cada una de ellas, si la EDP es hiperbdlica, eliptica o parabdlica.

a) Ugpy — gy + duy, =0, €) Ugy + 2Ugy + DUy, =0, e) Ugy + OBugy + Yy, =0,

b) 2ugy + 3uyy =0, d) Ugay + Ugy — By, =0, f) 2ugy — 2ugy + Suy, = 0.

2. Determinense y dibujense las regiones del plano para las cuales las siguientes EDP son de tipo hiper-
bélico, eliptico o parabdlico.

a) Ugy + Ty — 2%y = 0, b) Upy + TUgy — YUyy — TYU, = 0.



128 COMPLEMENTO B. INTRODUCCION A LAS ECUACIONES DIFERENCIALES EN DERIVADAS PARCIALES

3. Transférmense las siguientes EDP en su forma canénica y resuélvanse aquellas que sean posibles.
a) Ugpqy + 4zy — Suyy + 6u, + 3uy — 9u =0, d) Ugz — DUgy + Bty = 0,
b) Ugy — BUgzy + Yy + 2uz + 3uy —u =0, €) Ugy — dUgy + dtuyy = 0,

€) Ugy + 2Ugy + DUy + Uy — 2uy — 3u =0, [) 22Uy + 22YUsy + YUy + Tyus + yiu, = 0.

4. Utilicese el método de separacion de variables para resolver cada uno de los siguientes problemas

a) up = ug;  u(w,0) =e® +e 27,

b) up = uy;  u(0,t) = e 3 + 2,
) up = ug +u;  u(w,0) =2 — e,
)

¢t =uy —u; u(0,t) =e 5 4+ 27Tt — 1413,

c
d

g

5. Determinese si se puede utilizar el método de separaciéon de variables para resolver las siguientes EDP.

a) tuy + u, =0, b) tug, + xus =0, €) Ugz + (& — y)uyy =0, d) Upgy + 2Ugzy + uy = 0.
6. Resuélvanse los siguientes problemas

ux,O)—sean—i—S n57r7$7 0<x<2,
a) up = (1.71) ugy; 2 2

z,0) fsen%xf?)sen%'x 0<z<2,

(
u(0,t) =u(2,¢) =0, t>0.

b) uy = (1.14) uyy; (

(

w(0,t) = u(2,t) =0, t>0.

7. El problema de la cuerda vibrante (J2I]). Apliquese el método de separacién de variables para encontrar
una solucién formal del problema de la cuerda vibrante, que analiza las vibraciones transversales de
una cuerda sujeta entre dos puntos, tal como una cuerda de guitarra o de piano. Consideremos una
cuerda elastica tensa cuyos extremos estan fijos al eje X en los puntos x = 0 y x = £. Supongamos
que para cada x en el intervalo 0 < x < /¢ la cuerda se desplaza en el plano XY, siendo conocido el
desplazamiento a partir del eje X, dado por la funcién f(z). Supongamos también que en ¢ = 0 se
abandona la cuerda, a partir de la posicién inicial dada por f(z), con una velocidad inicial en cada
punto del intervalo 0 < = < ¢ dada por g(z). El movimiento de dicha cuerda se rige por el siguiente
problema de contorno con condiciones iniciales:

Uy = 02 Ugy, O0< 2 <l t>0,
u(0,t) =u(l,t) =0, t>0,
u(z,0) = f(z), 0<a </,

ug(x,0) =g(z), 0<z </

Como caso particular del problema de la cuerda vibrante resuélvase el siguiente problema ([19]). Su-
pongamos que la cuerda es tal que la constante a? = 4 y que los extremos estén fijos al eje X en = 0
y « = 7. La distancia al eje X en el intervalo 0 < z < 7 estd dada por f(z) = sen 3z — 4sen 10z. La
velocidad inicial en cada punto del intervalo 0 < x < 7 con que se abandona la cuerda a partir de la
posicién inicial es g(z) = 2sen 4z + sen 6.

8. Resuélvanse los siguientes problemas
u(x,0) = 6sen2z + 2senbz, 0<xz <,
a) ug =9 Ugy; ug(z,0) = 11sen 9z — 14sen 15z, 0<z <,

u(0,t) =u(m, t) =0, ¢>0.



B.6. EJERCICIOS 129

u(x,0) = /1 —cosxz, 0<ux<2m,
b) g = Ugys ug(x,0) =0, 0<a < 2m,
u(0,t) = u(2m,t) =0, t>0.
9. Apliquese el método de separacién de variables para resolver el problema
u(z,0) = 3sen(2mz) — 7sen(4nz), 0<x < 10,

Ut = Ugy + U;
u(0,t) =u(10,t) =0, ¢t>0.

10. La ecuacion bidimensional de Laplace (]26]). Apliquese el método de separacién de variables para
encontrar una solucién formal de la ecuacion bidimensional de Laplace. En dos dimensiones, el potencial
gravitatorio newtoniano y el potencial electrostatico vienen descritos por la ecuacion uzg + uyy = 0. La
ecuacion bidimensional del calor, uy = B(ugz + uyy), también se reduce a ella para el caso estacionario,
yva que u; = 0. También es una ecuacién que aparece en hidrodinamica y en elasticidad. En estas
circunstancias, en vez de dar la distribucién inicial de temperaturas f(x) a lo largo de la barra, como
se hizo en el problema de difusién, se da la distribuciéon de temperaturas en la frontera de la region D
donde se satisface la ecuacién de Laplace. Encuéntrese la solucién de la ecuacién

Ugy + Uyy = 0
en la region D = {(x,y)/ 0 <z < a, 0 <y < b}, con las cuatro condiciones de contorno
w(z,0) =0, wu(x,b)=f(z), 0<x<a,
u(0,y) =0, wu(a,y) =0, 0<y<hb.
Este problema se conoce como problema de Dirichlet.

11. Hallese el potencial en la placa metalica
D={(z,y)/ 0<2<a,0<y<b}

con las condiciones de contorno

2
u(0,y) =0, wu(a,y) =0, wu(zr,0)=0, wu(z,b)=2sen (T) .

12. La ecuacién bidimensional del calor es de la forma

up = B(Uge + Uyy)-

Suponiendo que u(z,y,t) = X (z)Y (y)T'(t), obténganse EDO para X, Y y T. Hallense las soluciones
que satisfagan las condiciones

u(0,y,t) =0, wu(a,y,t) =0, u(z,0,t)=0, wu(x,b,t)=0.

13. Obténgase la ecuacién bidimensional de Laplace en coordenadas polares.
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