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PRESENTACION

Desde los inicios de la Reforma Educacional en Chile, se ha
promovido la ensefianza de la matematica, enfatizando su aplicacion
a la vida cotidiana. Sin embargo, hacer esta aplicacion es un desafio a
los esquemas tradicionales de ensefianza, a las visiones compartidas
en el mundo social y cultural, y a las creencias que se tienen de la
disciplina, especialmente los nifios y jévenes que han fracasado en
comprenderla, muchas veces a causa de de una ensefianza sin senti-
do, descontextualizada y poco practica.

Nadie que piense en clase de matematica, piensa en represen-
taciones teatrales, exploraciones en terreno, disertaciones, poesias,
cuentos, videos, jornadas culturales, proyectos sociales, etc. y menos
si se refiere a la educaciéon media.

La mayoria pensarfa en el Baldor, con sus miles de ejercicios
de calculos sin contexto, o en las gufas de cien o mas ejercicios de un
tema, como se ha ensefado en la pedagogia tradicional por muchos
anos.

En la escuela, a los alumnos les gusta vivir experiencias de
aprendizaje y, en matematica, apreciarfan que hubiese algo mas que
guias llenas de ejercicios que al final terminan por desmotivarlo. In-
cluso, a veces, suelen “odiar la matematica”, como ellos dicen por
esta falta de conocimientos sobre su utilidad practica en la vida coti-
diana.

Una matematica con sentido implica reconocerla en el entor-
no inmediato, vivirla como una experiencia significativa, natural y
concreta, de modo tal que les permita conocer su mundo matemati-
co, sintiéndose motivado por su hermosura, como le ocurre a los
nifios y jévenes con el estudio del arte, de la musica, de la educacion
fisica, etcétera.
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Con esta vision, el autor de este libro ha implementado en su
practica de profesor de matematica los cambios necesarios, para
desarrollar el curriculo aplicado a la vida cotidiana en la educacion
media, mediante creativas, entretenidas y vibrantes actividades.

Esta novela pretende aportar un modelo didactico que rompe
los esquemas tradicionales de ensefianza de la matematica y del tra-
bajo pedagdgico de los profesores, a través de un relato que mezcla
la ficcion literaria con la matematica viva y real, en innovadoras ex-
periencias muy participativas y vivenciales donde la mediacion de los
profesores se aprecia como fundamental para lograr, no sélo que sus
alumnos aprendan matematica y gusten de ella, sino que le atribuyan
el papel que le corresponde como herramienta desarrolladora pri-
mordial en el avance cientifico y tecnolégico.

Esta novela de matematica describe una realidad educativa
desde las multiples vivencias escolares, pero también propone solu-
ciones metodoldgicas, ideas, y actividades creativas e innovadoras
para el abordaje didactico del sector en ensefianza media.

Pero lo mas importante que la novela destaca es que la reno-
vacion pedagogica no sélo es posible, sino necesaria para la
generacion de cambios positivos en la formaciéon matematica. El
autor demuestra que una metodologia apropiada permite que los
alumnos comprendan por qué y para qué se les ensefla matematica.
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INICIO ESCOLAR

Tomo las llaves de su auto, revisé por tltima vez su maletin,
para ver si tenfa todos sus materiales de planificacion, se despidio de
su familia y, con paso firme, salié de su casa. Mientras conducia,
escuchaba en la radio, las noticias de los arreglos en las calles y sus
dificultades, las vias con posibles tacos, y como siempre ocurtia en
ese periodo, se comentaba el inicio de un nuevo afo escolar, aunque
sus pensamientos estaban aun en aquellos tranquilos dias de vaca-
ciones que lo renovaron de energfa.

“Bueno... Y aqui vamos de nuevo. ;Qué novedades tendre-
mos este ano?”

Con este pensamiento, Daniel Mercado cruzaba el portal de su
colegio. Profesor de Matematica, titulado hace veintitrés afios, ya pin-
taban sus primeras canas y su piel reflejaba el inexorable paso de los
afios. Trabajaba en el Colegio “Nuevo Horizonte”, desde hacfa doce
afios, atendiendo a los alumnos de primero a cuarto afio de educacion
media, aunque a veces por alguna necesidad, también debia cubrir los
cursos de séptimo y octavo basico.

El “Nuevo Horizonte”, un establecimiento de muchos afios en
la zona, en vista de los nuevos tiempos que corren, habfa decidido
incorporarse a la Reforma Educacional, que ya se habia iniciado algu-
nos afios atras en el paifs y de la cual ellos no habfan formado parte
hasta ahora. Esto implicarfa un cambio importante tanto en sus planes
de estudio como en las metodologias de los profesores del plantel.
Esa era la gran novedad con la que se encontrarfa Daniel y todos los
docentes del colegio en el primer Consejo General de Profesores.

Después de besos, abrazos y alegres relatos sobre las recién fi-
nalizadas vacaciones, Sonia Montenegro, Directora del colegio, inici6
el Consejo con la amabilidad de siempre, dando un breve saludo de
bienvenida y anunciando grandes desafios para el nuevo periodo esco-
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lar, luego cedi6 la palabra al Jefe de la Unidad Técnico Pedagogica,
Freddy Santoro, quien dio a conocer los cambios que se avecinaban e
informé que, para ayudar en esta nueva etapa del colegio, se habfan
contratado los servicios de destacados educadores, quienes dictarfan
un curso de una semana, mafiana y tarde, sobre los nuevos planes y
programas de estudio, metodologfas y evaluacion.

La preocupaciéon por la informacién dada se hizo notar de in-
mediato, sabfan que se avecinaba un cambio total en el modo de ver y
llevar a cabo las practicas pedagdgicas. Obviamente, la noticia dada
fue comentario de toda la mafiana y mientras algunos ya conocian
algo de ese modo de trabajo, la gran mayorfa sentia el temor de en-
frentar un cambio tan brusco, entre ellos Daniel.

Su primer encontrén fue cuando le entregaron los nuevos Pla-
nes y Programas de estudio para el presente afio, los cuales deberia
leer y analizar con el objetivo de ir empapandose de los cambios
anunciados. En una rapida hojeada, no hall6 algunos contenidos que
¢l consideraba tipicos y necesarios en matematica, como Lbgica y
Teorfa de Conjuntos, en especial las Relaciones, materia que daba en
segundo medio y que a su parecer favorecia el razonamiento abstracto
del educando y asentaba las bases para el futuro estudio de las Fun-
ciones. Tampoco estaban las Matrices ni los Determinantes. Daniel
habia sido formado en la cultura de los Conjuntos, en el mundo de las
uniones, las intersecciones, diagramas de Venn y otros conceptos afi-
nes que fueron siempre parte de su quehacer docente, pero desde ese
instante comenzaban a cubrirse de pasado.

También cuestionaba los cambios en primero medio. Le inco-
modaba pensar que ya no tendria que explicar a sus alumnos y
alumnas el famoso cubo de un binomio y el cuadrado de un trinomio,
los cuales hacfa aprender de memoria y le permitian sentirse un rey
frente a sus alumnos al recitarselo en apenas siete segundos cronome-
trados: “el cubo de un binomio es igual al cubo del primer término,
mas o menos el triple producto del cuadrado del primer término por
el segundo término, mas (siempre mas) el triple del primer término
por el cuadrado del segundo término, mas o menos el cubo del se-
gundo término”
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Recordaba, con una pequefia sonrisa, cuando a sus alumnos
de cuarto afio medio les daba “pequefias” tareas, que debian entregar a
las ocho horas del dia siguiente y sin plazo adicional, por ejemplo, sobre
calculo de determinantes 4 x 4 o 5 x 5 cuyos elementos eran general-
mente binomios y que para realizarlos debfan pegar de cuatro a seis
hojas cuadriculadas, sumando restando y multiplicando enormes expre-
siones algebraicas que ponifan a prueba su paciencia y también su estado
fisico, ya que muy pocos alcanzaban a dormir con tal de entregar el
trabajo en el horario acordado. Y las Identidades Trigonométricas, con
las que sus alumnos sufrfan ya que habifa coleccionado unos ejercicios
que costaban una enormidad demostratlos y ¢l lo sabia...
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ADIOS MATEMATICA MODERNA

Al dia siguiente, tal como lo habia anunciado Freddy, Jefe de
UTP, se iniciaba el cutso sobre la Reforma Educacional. A Daniel le
esperaban muchos momentos de preocupacion y de cuestionamien-
to sobre su trabajo realizado hasta la fecha.

Ese dia, tres de marzo, se reunié con Camila Bustamante, co-
lega con la que trabajaba desde hacfa siete afios y a la que
permanentemente surtia de materiales de trabajo, muy apetecidos
por los profesores de matematica de la regioén, ya que contenfan
enormes cantidades de ejercicios, de gran variedad, con un esquema
que iba desde los mas faciles a los muy dificiles, incluyendo algunos
de “mision imposible” para los alumnos e incluso para algunos pro-
fesores. Juntos, se dirigieron al salén donde se reunirfan todos los
profesores que hacfan clase de matematica en el colegio, mas algu-
nos invitados de otros establecimientos, donde se realizarfa la mayor
parte de las actividades del curso.

La introducciéon estuvo a cargo del responsable de la actividad,
el Dr. Julio Zelada, destacado matematico e investigador nacional e
internacional.

—En la actualidad —comenz6 exponiendo el Dr. Zelada— las
metas de la ensefianza de la matematica son de consenso. Y este es
un primer punto que todos ustedes deben tener claro. Hay acuerdo
en saber qué se debe buscar en su aprendizaje, el tipo de ensefianza
adecuada a estos propositos, el papel que juega la resolucion de pro-
blemas, y como influyen las creencias y actitudes de los profesores e
investigadores en la busqueda de estas metas.

—Esta nueva vision sobre la enseflanza de la matematica
—continué diciendo— nos sefiala que esta debe realizarse en forma
activa, dandole sentido al entorno y empleando toda la tecnologia
disponible. También define a la matematica como una actividad social
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y cultural en la que el conocimiento no se descubre, sino que se cons-
truye a partit de la experimentacién, formulacién, contrastacion y
justificacion de conjeturas. Y algo muy importante, en lo que durante
el curso se insistira, mirando el entorno desde un punto de vista ma-
tematico en busca de patrones y regularidades en las situaciones
problematicas.

—Pero no crean que esto es algo nuevo y que de un dia para
otro a todos se nos prendié la ampolleta y vimos todo con mucha
claridad —expres6 con una sonrisa— Ya en el afio 1992 el destacado
profesor Santalé nos hablaba sobre esto. Les voy a leer lo que ¢l
seflalaba en esos afios —extrajo unos apuntes, cambié de lentes y
ley6—: “En épocas de cambios rapidos en la manera de vivir, como
en la actual, si la educacion permanece estancada pronto se va ale-
jando de la realidad y los educandos pasan a ser preparados para un
mundo de otra época, con necesidades muy distintas a las del pre-
sente. Con respecto a los contenidos de matematica en los distintos
afios, los cambios tecnolégicos y el crecimiento de las aplicaciones
de la matematica en las distintas areas del saber, obliga a cambios
fundamentales. Deben suprimirse muchas cosas obsoletas e indtiles
y sustituirlas por otras actualmente utiles para muchas necesidades
profesionales y para la comprensién de cémo funcionan muchas de
las tecnologias del presente.”

Al terminar de leer hizo una gran pausa, mientras hacfa un re-
corrido con su mirada, observando a cada uno de los presentes.

—Para eso estamos hoy aqui —dijo alzando la voz—, para su-
primir cosas obsoletas, para actualizarnos, para analizar nuestras
metodologias, para no cometer el error de preparar a nuestros alum-
nos para un mundo que no existe.

—Por eso —volvid a su tono normal—, les deseo una excelente
semana de reflexion y trabajo, les aseguro que una vez finalizado
este curso, ustedes ya no seran los mismos.

Un fuerte aplauso dio inicio al curso.

Mientras se acomodaban los equipos para la primera exposi-
ci6n, Camila y Daniel, conversaban sobre lo que vivirfan en unos
pocos minutos mas.
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—Espero que no sea otro sefior de oficina que nunca ha
hecho clases que viene a hablarnos de la ensefianza de la matematica
—refunfufié Daniel.

—Puede ser —contesté Camila—, pero igual me interesa escu-
char lo que se plantea ya que he oido tanto de los cambios en la
educacion, especialmente en matematica, que estoy impaciente por
saber y entender bien de qué se trata.

—Mira amiga —inquirié6 Daniel tomando una pose de entendi-
do en la materia— te aseguro que nos hablara de lo mismo de siempre,
pero incorporando un vocabulario nuevo con el fin de hacernos creer
de grandes cambios educativos.

—No lo creo —sefalé Camila pensativa— por lo que expreso
el Dr. Zelada al inicio del curso, hay otra vision de la matematica y
nosotros debemos cambiar nuestro enfoque de acuerdo a esa pers-
pectiva.

—iEscuchemos! Ya comienza.
El conferencista inici6 su exposicion:

“Para entender los cambios actuales, hay que trasladarse en el
tiempo y analizar otras reformas anteriores, tales como la ocurrida
durante el periodo del surgimiento y expansion de la llamada Matema-
tica Moderna. Aunque les parezca extrafio, esta reforma matematica
surge en los afios 60, tras el revuelo provocado por el lanzamiento al
espacio del primer satélite artificial, el Sputnik I, creado por los rusos.
Eran los tiempos de la Guerra Fria, por lo que este hecho preocupd
enormemente a las esferas politicas de Occidente”. ..

Bastaron un par de frases para que los asistentes al curso se
llevaran las primeras sorpresas, porque a pesar de estar entregando
por muchos afios los contenidos basados en ella, jamas habian sabi-
do que éste pudiese estar relacionado con hechos histéricos tan
relevantes.

...“La decisiéon fue unanime: habfa que acelerar en ciencias,
tecnologfa y matematica para competir, por lo que los gobiernos
asumieron compromisos politicos y econémicos. La reforma de las
matematicas se hacfa imprescindible”. ..
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Daniel y Camila cruzaron sus miradas sin decir palabras, para
no perderse ningun detalle de la exposicion.

...“Durante el seminario de Royamount, celebrado en 1959,
se establecieron las bases filos6ficas de este movimiento, cuando el
famoso matematico francés Jean Diudonné lanzé el grito ‘jabajo
Euclides!’, contando con el apoyo de otro ilustre matematico fran-
cés, Gustave Choquet. Pero lo mas decisivo, fue la primera
Conferencia Interamericana sobre Educacién Matematica celebrada
en Bogota el afio 1961, cuando delegados de los paises americanos y
famosos matematicos europeos se reunieron, bajo la direccién del
matematico norteamericano Marshall Stone. En aquella conferencia,
se cre6 el Comité Interamericano de Educacion Matematica para
impulsar, en los diferentes paises, la reforma que modificé curricu-
los, programas, métodos, objetivos y la vision de la naturaleza de las
matematicas. El énfasis estaba dado en lo abstracto y deductivo,
siendo su eje, la Teorfa de Conjuntos, las estructuras algebraicas y las
generalizaciones abstractas”.

El conferencista hizo una pausa y Daniel aproveché de hacer
un comentario.

—iEsa es la materia que me gustal {No la vi, ayer, cuando lef el
programa de estudio!

—A mi también me extrand no ver esos contenidos
—confirmoé Camila.

“Fue asi —continué exponiendo el conferencista— que las ma-
tematicas se cargaron de esa ideologfa y de una manfa por un ‘purismo
matematico’ que las llevé a distanciarse de las ciencias, de la tecnologfa y
de la economia. La reforma contribuy6 a uno de los principales defec-
tos de la ciencia latinoamericana: el academicismo. Este movimiento
internacional por la implantacién de nuevas matematicas, queria ense-
fiarlas como una disciplina integrada por los conceptos unificadores de
los conjuntos, relaciones, funciones y operaciones, las estructuras fun-
damentales de grupo, anillo, cuerpo y espacio vectorial, y con la
rigurosidad del llamado método ‘axiomatico’. Otras propuestas eran,
adoptar el simbolismo moderno, dar mayor importancia al empleo de
graficas, la eliminacion de gran parte del algebra tradicional; ademas,
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algo sumamente grave, la modificacion y practicamente eliminacion de
la geometria euclidiana tradicional”

—¢Sabias algo de esto? —pregunté Daniel, sorprendido y aho-
ra interesado en el tema de la conferencia.

—iPara nadal {Jamas, mientras estudié mi carrera, me mencio-
naron esos hechos! y la verdad es que tampoco me preocupé por
averiguarlo.

—(Qué lastimal —exclamé Camila.
Ambos siguieron escuchando al profesor.

“Y ahora después de multiples estudios y analisis se ha llegado
a la conclusion de que la matematica moderna fue un error histérico.
No habfa desarrollado competencias intelectuales, los alumnos y
alumnas habfan perdido capacidades concretas de modelizacion, de
interpretacion y de visualizacion”.

Al finalizar su exposicion, el profesor recomendé como lectu-
ra el libro “El fracaso de la matematica moderna. ¢Por qué Juanito
no sabe sumar?” de Morris Kline.

Daniel y Camila se miraron incrédulos. Estaban visiblemente
afectados, sintiendo el impacto de la conclusion lapidaria de la confe-
rencia. Se percataron que por muchos afios habian estado trabajando
con unos contenidos que, en vez de favorecer el aprendizaje, causa-
ban un gran perjuicio.

La comisién organizadora del curso invit6 a todos los partici-
pantes a un pequefio descanso con un estimulante café con galletas y
pasteles.

Fue el momento propicio para comentar la conferencia y co-
mo habia profesores de otros colegios de la zona, el intercambio de
opiniones fue muy enriquecedor. Lo que qued6 muy claro, es que se
tenfa muy poco conocimiento de esa verdad. Obviamente habia una
evidente deficiencia en la formacién de los profesores, ya que los
hechos histéricos rara vez se consideraban en la elaboracién de los
programas de la carrera de pedagogia en matematica, con excepcion
de Pitagoras y su famosa escuela.
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RUMBO AL CONSTRUCTIVISMO

Comenz6 la segunda conferencia “Constructivismo y Mate-
matica”. La disposicion de los profesores asistentes habfa cambiado,
sus expectativas ahora eran mucho mayores.

Si bien Daniel y Camila habfan sufrido un remezén con res-
pecto a los conjuntos, ahora sentirfan un terremoto al escuchar que
sus practicas deberfan tomar un nuevo rumbo y que las tradicionales
clases que impartieron por afios, no estaban logrando las competen-
cias necesarias para el mundo de hoy.

“Lo primero —sefald el conferencista—, es saber qué propone la
Teoria Constructivista. E1 mismo nombre lo sugiere: el conocimiento se
construye, considerando que el sujeto posee estructuras mentales pre-
vias que se modifican a través del proceso de adaptacion”.

—Aun no me queda claro —susurré Camila—. ¢Qué tiene que
ver esto con la matematica?

—A mi tampoco —acot6 Daniel.

Y siguieron la exposiciéon con la esperanza de escuchar en al-
gun momento la palabra matematica.

...“Esta teorfa propone que el sujeto que conoce es el que
construye su propia representacion de la realidad, se construye a
través de acciones sobre la realidad. El aprendiz aprende cémo
aprender, no solamente qué aprender”.

La exposicion continué y los asistentes la seguian palabra a
palabra, parecia que cada uno la hacfa, mentalmente, vida en su rea-
lidad escolar. Todo se clarific6 cuando aparecieron algunos
ejemplos.

—iBien, eso es lo que esperabal —exclamé Daniel— {No tanta
teorial
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Cuando los asistentes esperaban algunas expresiones algebrai-
cas de alto nivel para resolver, el conferencista planteé lo siguiente:

—Dibujen dos puntos en su hoja de apuntes y tnanlos por
una recta.

Hizo una pausa, mientras todos segufan sus indicaciones.

—Ahora hagan lo mismo, pero con tres puntos no colineales y
luego con 4 puntos.

—iMuy facill —dijo Daniel. —No me veo haciendo esto en
educacion media.

—Mejor esperemos —le respondié Camila— para algun lado va
esto.

—:Cuantas rectas debieron trazar? —pregunto el expositor.

—Para los tres puntos, se trazaron 3 rectas —respondio6 la pro-
fesora Marta—, mientras que para los 4 puntos, se trazaron 0.

iMuy bien! —aprobo el expositor—. Ahora, hagan el mismo
procedimiento para 5 puntos.

—Esas son muchas rectas —dijo Daniel—. Mejor las calculo
sin dibujarlas. Me dan 20 rectas.

—Creo que estas equivocado porque a mi me dan 10 solamen-
te —respondi6é Camila.

—Tienes razén —reconocié Daniel—, pasan 4 rectas por cada
vértice y como son 5 vértices me da un total de 20 rectas, pero algu-
nas estan contadas dos veces, es decir, tengo que dividir mi calculo
por 2.

—Como ustedes ven —dijo el expositor— ya no es tan facil di-
bujar tantas rectas al aumentar la cantidad de puntos, por lo que
serfa conveniente seguir un procedimiento distinto al geométrico.

—Eso es lo que hice yo —manifestd Daniel a Camila.

—Determinen entonces, cuantas rectas se deben trazar con 6
puntos no colineales, pero ahora sin realizar el dibujo.

—Voy a seguir tu procedimiento. Por cada punto pasan 5 rec-
tas y como son 6 vértices, eso da un total de 30 rectas y como yo no
pienso equivocarme como otro —bromeando y sefialandolo con un
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gesto— divido por 2, para descartar las repetidas y me dan en total
15 rectas.

—Qué graciosal —respondi6é Daniel—, pero no sé para qué es-
tamos haciendo esto.

—Ahora —continué el expositor—, supongan que tenemos
que trazar rectas que unan n puntos, ;como sabran la cantidad de
rectas a trazar? —desafio el expositor.

—Muy facil —dijo Daniel a Camila—, siguiendo el mismo pro-
cedimiento anterior. Son n puntos y por cada uno de ellos se trazan
n—1 rectas lo que da un total de n-(n—1) rectas, pero hay que di-
n(n-1)

vidir por 2, lo que nos da finalmente

—Exactamente, me da lo mismo —le confirmé Camila—. ¢Te
diste cuenta que, casi como un juego, llegamos a determinar una
formula matematica?

—Tienes razén. Comienzo a comprender lo que es construir
aprendizajes —reconoci6é Daniel. —En definitiva, hemos logrado una
generalizacién de una determinada situacion.

—Ahora, les voy a plantear otra problematica para que la re-
suelvan —dijo el expositor—. A una fiesta llegan n amigos los cuales
se saludan entre si, ¢cuantos saludos se dieron en total?

Todos los presentes se concentraron en el problema plantea-
do y sélo fueron interrumpidos cuando Rocio hablé en voz alta.

—Profesor, esta es la misma situacién que usted planted sobre
la cantidad de rectas para n puntos, por lo tanto, la respuesta es la
misma que la anteriormente encontrada.

—Exactamente y eso estaba esperando que me respondieran
—dijo complacido—, que se dieran cuenta que la férmula que aca-
bamos de concluir, es una generalizacién que puede ser obtenida de
otras multiples situaciones. Y les puedo agregar otro problema del
mismo tipo, jcuantas diagonales tiene un poligono de n lados?

Para Daniel, las siguientes horas estuvieron llenas de contra-
dicciones, estaba entre el tradicionalismo de sus practicas de aula y
las nuevas ideas que surgfan espontaneamente.
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Junto a Camila y otros colegas debian planificar, como ejerci-
cio, la primera clase “reformista” y luego exponerla frente a los otros
participantes del curso.

Para Daniel, el esquema de pasar contenidos, dar algunos
ejemplos, entregar una gufa de 100 ejercicios o mas en lo posible y
luego aplicar una prueba, eran la férmula perfecta, la del profesor
perfecto.

Daniel jamas habifa analizado su practica, ni autocriticado su
forma de ensefianza. El era el expositor, el que planificaba, conducia
y hacia la clase, el que integraba, resumia y ordenaba todo el saber;
basaba su clase en un alumno promedio, sin diferenciar persona;
medfa principalmente aprendizajes de la habilidad de memorizar y
era netamente frontal. Ahora, se sentia apesadumbrado, inquieto...

—¢Qué te pasa Daniel? Te veo distraido y muy pensativo.

—Estoy preocupado Camila..., no sé si seré capaz de cambiar
mis clases y adaptarme a esta nueva forma de ensefiar.

—Pero Daniel... ¢;Dénde quedé aquel joven profesor que le
gustaba crear ejercicios novedosos, desafiar a los alumnos con pro-
blemas de ingenio y leerles libros de Agatha Christie para mejorar su
razonamiento? ¢No te das cuenta que td ya estas en la reforma hace
tiempo?

—¢Me estas hablando en serio?

—Por supuesto. Cuando le das de tarea que inventen un ejer-
cicio, que hagan un poema con conceptos matematicos o una figura
humana con elementos de geometria, estas siendo un reformista.

Daniel sontié y su semblante cambi6 con los recuerdos de tan-
ta cosas que se le habfan ocurrido durante su vida de profesor. Como
aquel cuando sali6 con algunos cursos a medir el ancho del rio y la
altura de algunos edificios, usando las funciones trigonométricas o
como aquella vez durante Fiestas Patrias, cuando con un curso, crea-
ron un método para no perder jamas en el juego de azar “Mayor o
menor”...

—Lo que tenemos que hacer ahora —aclaré Camila—, es for-
malizar todo aquello que se nos ocurria, planificarlo e incorporarlo a
la clase y a las actividades de la asignatura.
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—“Subsector” —corrigié Daniel— y ambos rieron con mucha
gana.

—iYa pues! —se quejaron los otros integrantes del grupo—.
{Trabajemos!

Lo primero que hicieron, fue definir el contenido en el que
aplicarfan los nuevos conceptos y metodologifas recién aprendidos.
Después de muchas sugerencias por parte de los integrantes del gru-
po se opto6 por “Potencias y Regularidades”

—:Cémo podemos iniciar el tema? —pregunté Camila.

—Yo partirfa recordando la definicién, dando los teoremas y
finalizarfa con una buena gufa de ejercicios y listo —dijo Daniel,
haciendo una breve pausa— y con voz quejumbrosa concluyé,
—pero ya no se puede hacer asi.

Todos tieron y confirmaron su conclusion.

Rodolfo, profesor de matematica del Colegio “Claudio
Arrau”, ya tenfa alguna experiencia de la Reforma, pues su estable-
cimiento la habfa implementado el afio anterior y habian pasado por
una situacion similar. Decidi6 aceptar la invitacion al curso para pro-
fundizar en ella y afianzar su metodologfa.

—Yo propongo —dijo Rodolfo— comenzar con el siguiente
gjercicio: descubrir cual es la dltima cifra de 229, basandose en algu-
na regularidad, pero sin calcular.

—Me parece bien —apoyé Rocio, la profesora de matematica
de 8° basico— y se me ocurre que podriamos hacer una tabla que
apunte hacia nuestro objetivo. Algo asi:

Un nimero termina en 0[1]2]3]4]5|6]|7|8]9
Su cuadrado termina en

Su cubo termina en

Su cuarta potencia termina en

Su quinta termina en

—Y en base a la tabla —sugirié Camila—, podemos elaborar
algunas preguntas.

—Por ejemplo —aporté Daniel— en qué nimero termina
4
253" 5 el nimero 6.872 ¢puede ser el cuadrado de un nimero entero?
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—:Qué observas respecto a la quinta potencia de un nimero
cualquiera? —agregd Rodolfo.

—LEstarfa faltando, una aplicacion de las potencias —dijo Rocio.
—Podriamos contar la historia del ajedrez —sugirié Daniel
—Excelente idea —apoyé Camila— jredactemos la historial

Entre todos elaboraron el siguiente texto: “Un monarca, fas-
cinado por la riqueza del juego, quiso premiar a su inventor. En el
palacio, el inventor del ajedrez solicitd, que se le premiara sencilla-
mente con granos de trigo, en cantidad tal que, en la primera casilla
del tablero hubiese un grano, en la segunda 2, en la tercera 4, en la
cuarta 8 y as{ sucesivamente.

Sorprendido el monarca por la modestia del inventor, le dijo
que si de inmediato, pero cuando mando a calcular cuanto trigo era
necesario, resulté ser una cantidad astronémica, no siendo posible
satisfacer el pedido del inventor”.

—Y después les pedimos, calcular en base a potencias de 2, la
cantidad de granos en cuestién y determinar en qué nimero termina
esa potencia —aport6 Rocio.

Leyeron su trabajo, le agregaron unos ejercicios mas y espera-
ron el turno del grupo para presentarlo.

Los nervios consumian a Daniel. Un sudor frio recorria todo
su cuerpo. A €l le correspondia exponer la parte inicial del trabajo
realizado y le incomodaba la forma en que debia hacerlo. El temor
de hacerlo mal, se contraponia a la experiencia que tenifa y el presti-
gio que se habia ganado entre sus colegas. Escucho los trabajos de
los otros grupos y se imaginé como un alumno en clases viviendo
esa nueva forma de aprender y le gusto.

—iTe tocal —le avis6 Camila—, codeandole suavemente.

Daniel se encaminé raudamente hacia el sector de las exposi-
ciones, con aplomo, tratando de ocultar sus nervios y el peso que
llevaba sobre sus hombros en ese momento.
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LOS PROBLEMAS DE LOS PROBLEMAS

Al dia siguiente un nuevo expositor iniciaba la jornada, la pro-
fesora Javiera Echefiique, quien era famosa por sus singulares
escritos sobre matematica y matematicos, llenos de curiosidades, de
comicidad de historias; fuente de motivacién y una pauta pedagogica
a seguir para una entretenida forma de ensenar. Saludé y de inmedia-
to comenzo6 su charla.

“Unos policfas —dijo con una voz potente, pero agradable—
estan investigando a un grupo de delincuentes que trafican en un
local bien custodiado. Desde un coche camuflado vigilan la entrada
al local. Quieren infiltrar al grupo, pero no saben la contrasefia. En
ese momento llega un cliente, llama a la puerta y desde el interior le
dicen ‘18, el cliente responde 9. La puerta se abre y él accede al
interior. Los policias se miran, creen tener la respuesta, pero deciden
esperar.

Llega otro cliente, golpea y desde dentro le dicen 8’, ¢l res-
ponde ‘4’ y la puerta se abre. Los policias sonrien. {Ya lo tenemos!
Un nuevo cliente llega y desde adentro le dicen ‘14°, a lo que res-
ponde 7’ y la puerta se abre. El jefe a cargo decide enviar a un
agente. Fste llama a la puerta y desde dentro le dicen 0. El policia
se paraliza y después de unos breves segundos responde ‘0’. Se oye
una rafaga de disparos y el policia muere. Los otros policias quedan
sorprendidos, pero deciden enviar a otro agente. Desde dentro se
oye ‘0’ y el policia muy convencido responde ‘3’. Nuevamente los
disparos y el policia muere ¢Por qué?”

—Qué extrano —murmuré Daniel— estaba seguro de que se
trataba de responder la mitad del nimero que los delincuentes dicen
desde adentro.

—Pero eso no tendria mucha gracia —respondié Camila

—Tienes razon, ¢se te ocurre algo?
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—Por ahora no, pero estoy analizando —dijo Camila.

Después de unos minutos el profesor consulté si alguien tenfa
la respuesta.

Camila levanté timidamente la mano y se puso de pie para
responder.

—Creo que se refiere al numero de letras que tiene el nimero,
o sea cuando le dicen 18 el cliente debe responder 9, ya que es el
nimero de letras que tiene la palabra dieciocho. Lo mismo ocurre
con 8 y 14, pero cuando le dicen “0” él debid responder “4” que son
las letras que tiene el nimero cero. Por dltimo, cuando dijeron 6, la
respuesta también deberfa haber sido 4.

Un espontaneo aplauso alabo la deduccion de Camila y Daniel
la felicité mostrando mucho orgullo por su colega.

—iExcelente! —acot6 la profesora—, y para que todos tengan
una nueva posibilidad les dejo planteada la siguiente situacion para
manana.

—Te encuentras afuera de una habitacion, con la puerta cerra-
da. Desde tu posicién no se puede ver nada de lo que sucede al
interior. Dentro de la habitacion hay una ampolleta e inicialmente se
encuentra apagada. Del lado de afuera de la habitacién hay 3 inter-
ruptores, de los cuales sélo uno esta conectado a la ampolleta. T,
desde afuera y con la puerta cerrada, puedes accionar la cantidad de
interruptores que quieras, las veces que quieras. Luego debes entrar
a la habitacion y al salir, sin volver a accionar los interruptores, debes
estar en condiciones de afirmar cual de los tres interruptores es el
que acciona la ampolleta.

Y con esa motivadora introduccién continué la exposicion.

—Podrian ustedes pensar que esto no tiene nada que ver con
una clase de matematica —sefalé Javiera—, pero piensen en el mo-
mento que se inicié esta charla y coémo se sienten en este instante.
Les aseguro que hay curiosidad, motivacién y se estaran preguntan-
do qué vendra ahora. Si ustedes logran que en cada inicio de clases
se cree un ambiente similar, el aprendizaje que lograran sera 6ptimo,
pero en esto es fundamental no improvisar, para ello se debe contar
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con una adecuada planificacién basada en un buen set de problemas,
curiosidades, acertijos, etc.

—También —agregé— pueden crear un diario mural que tenga
una ubicacién adecuada para que todos los alumnos del colegio pue-
dan participar de permanentes desafios. Por ejemplo, colocar
problemas de Pensamiento Lateral que son muy llamativos e intere-
santes. ¢LLos conocen?

Todos se miraron con un signo de interrogacion en el rostro y
respondieron que no.

—Les voy a dar uno como ejemplo. Una nifia vive en su casa con
sus padres. Ellos le dijeron siempre, que por ninguna razoén abriera la
puerta del sétano, para que no viera algo que no tenia que ver.

Cierto difa, los padres salen y se olvidan de asegurar la puerta
del sotano con llave. La nifia, no pudiendo resistir la tentacion,
aprovecha la ocasion y abre la puerta del sétano. Lo que ve, la deja
perpleja, no puede creer el espectaculo que se cierne ante sus 0jos.
Mas tarde, la policia arresta a sus padres y ponen a la nifia en un lu-
gar seguro. ¢Qué vio la nifia?

Las respuestas fueron multiples y la creatividad se hizo notar
entre los participantes de la charla.

—Pero... las respuestas pueden ser muchas —expresé Daniel.

—iEscuchemos! —dijo Camila—, porque la verdad es que estoy
impaciente por saber qué vio la nifia. Pero al final nadie lleg6 a la
respuesta.

“El término pensamiento lateral —prosigui6 la expositora—,
fue concebido por Edward de Bono para describir un tipo de pen-
samiento distinto al pensamiento convencional o légico y que es una
fuerza importante y necesaria para el cambio. Es una habilidad que
puede permitirnos resolver problemas en casa o en el trabajo y lo
importante es, que es un poder latente que todos poseemos. Puede
desarrollarse mediante el entrenamiento, exigiendo sélo un cambio
de actitud mental y un enfoque abierto a la soluciéon de problemas.

En el pensamiento convencional usamos experiencias y suposi-
ciones que parten de situaciones similares, utilizando un enfoque
légico y racional. Sin embargo, a veces este proceso deja de sernos

_31_



util. Se nos presentan limites que s6lo podemos superar dejando de
lado nuestras suposiciones basicas y enfocando el problema desde un
angulo completamente nuevo, alli aparece el pensamiento lateral.”

Y llego lo que esperabamos.

“La solucién del problema planteado es muy simple. Todos
ustedes usaron el pensamiento lineal o vertical, considerando que la
nifia estaba situada fuera del sétano”. Hizo una pausa. “Error esti-
mados colegas. Ella estaba dentro del sétano y lo que vio, que la
dejo perpleja, fue la claridad del dia”.

—No lo habia pensado asi —coment6 Camila.

—Yo menos —reconocié Daniel—, pero ya entiendo la idea de
este tipo de ejercicios. Es, salir de lo lineal, de lo 16gico, para darle al
alumno posibilidades de nuevos enfoques a las situaciones proble-
maticas lo que implicard una mayor creatividad.

—Y se nota que es algo necesario —apoy6 Camila—, porque
¢te fijaste que todos somos profesores de matematica y a ninguno se
nos ocurri6 la solucion?

—Somos demasiado 16gicos —respondié Daniel.

—Ya que les gust6 este tipo de problemas —continué la profe-
sora Javiera—, les voy a dejar uno planteado y al finalizar la exposicién
les voy a entregar unos apuntes con muchos del mismo tipo.

A continuacion, busco entre sus apuntes y leyo el siguiente
problema:

Dos chicas estan haciendo aseo en el sétano de su casa.
Cuando terminan, la que tiene la cara limpia se la lava y la que la
tiene sucia, no. ¢Por qué?”

“Pero también podemos plantear situaciones que incluyan
procedimientos numéricos mezclados con hechos curiosos. Por
ejemplo:

Un encuestador pregunta a una mujer cuantos hijos tiene.
Tres, contesta ella. ¢Y de qué edades? —vuelve a preguntar el en-
cuestador—. La mujer responde: ‘El producto de las edades es 36 y
la suma es igual al numero de la casa vecina’. El encuestador se reti-
ra, pero un instante después regresa y le dice que los datos no son
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suficientes para saber las edades de los hijos. La mujer piensa un
momento y disculpandose le dice: “Tiene razén, la mayor estudia
piano’. Gracias sefioral’, responde muy satisfecho el encuestador.
‘Con ese dato, ya sé las edades de sus hijos’. ¢Cudles son las edades?”

—A pensar se ha dicho —dijo Daniel sonriente.

—Qué extrafio lo del piano! —se pregunté Camila—, pensan-
do en voz alta.

El silencio en la sala, indicaba que los presentes estaban con-
centrados en el problema. Incluso Camila lleg6 a saltar cuando
Daniel asegurd sorpresivamente que lo habia solucionado.

—Pase adelante colega y cuéntenos como obtuvo la solucion
—inquiri6 la expositora.

—El encuestador —comenzo6 Daniel— sabe que el producto de

las edades de los tres hijos es 30, asi que descompone este nimero
en factores y determina todas las combinaciones posibles.

1—1-36
1—2—18
1—-3—12
1—4—9
1—6—6
2—2-9
2306
3—3—4

Después —continta Daniel—, observa el nimero de la casa
vecina y comprueba que corresponde a la suma de dos de las com-
binaciones:

1+6+6=13

2+2+9=13

Dado que tiene dos respuestas posibles, regresa donde su en-
cuestada y se entera que la mayor estudia piano. Este dato aclara el
problema, ya que al haber una mayor que los otros hijos, la combi-
nacién de edades que se ajusta a los datos entregados por la
encuestada serfan 2, 2 y 9 afios.
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—iExcelente colega! Un aplauso —dijo la expositora, dirigién-
dose a los asistentes—. Bueno... Hemos resuelto diversos tipos de
gjercicios con enunciados de problemas, pero por lo que he percibi-
do en esta charla, no son muy habituales en su practica docente.
¢Tengo la razén?

—Si —respondieron a coro los profesores.

—Lo que esta faltando, es hacer un profundo analisis sobre los
tipos de problemas que habitualmente utilizan ustedes en el aula. Y
para no romperles ese esquema, voy a ejemplificar con ejercicios que
ustedes generalmente extraen de uno de sus textos favoritos: “el
Baldor”

—iEse es mi texto estrellal —exclamé Daniel.
—Y el mio también! —le apoy6 Camila.
Y el telon aparecio repleto de los tan ansiados problemas:

1. “Un comerciante emple6 $1.910 en comprar 50 trajes de a
$40 y de a $35. ;Cuantos trajes de cada precio compré?”

2. “Un hombre tiene $404 en 91 monedas de a $5 y de a $4.
¢Cuantas monedas son de $5 y cuantas de $4»

3. “La poblacién de una ciudad ha aumentado en progresion
geométrica de 59.049 almas que era en 1953 a 100.000 almas en
1958. ¢Cual era la razén de crecimiento por afo?”

4. “En un cine, 10 entradas de adultos y 9 de nifios cuestan
$5,12 y 17 de nifio y 15 de adulto $8,31. Hallar el precio de una en-
trada de nifio y una de adulto.”

Javiera observaba cémo todos lefan y relefan los problemas
que aparecian en la pantalla. Después un largo silencio de su parte
pregunto:

—:Qué opinan de estos enunciados?

Un murmullo general delat6 el comentario entre los asistentes,
pero nadie se atrevia a comenzar a opinar. Tal vez porque no sabfan
a qué queria llegar la profesora con su pregunta.

—No veo nada extrafio ni alguna relacion entre esos enuncia-
dos, comenté Daniel a Camila.
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—Ademas, jcuintas veces hemos usado algunos de esos pro-
blemas en las gufas de ejercicios para nuestros alumnos! —agregd
Camila.

LLa expositora, viendo cierto temor de responder, los incentivo
con algunos comentarios e interrogantes.

—En el problema de los trajes —senalandolo— estoy seguro
que sus estudiantes les preguntan, entre risas, donde esta ubicada la
tienda para ir a comprarse 10. En el siguiente, seguro bromean,
¢monedas de $4? Si alguien tiene alguna, se la cambio por una de $7.

Una risa general indicé que se comenzaba a entender lo que la
profesora estaba buscando al mostrarles esos enunciados.

Rodolfo levanté la mano y la expositora le cedi6 el turno de
opinatr.

—Me parece importante que los enunciados de los problemas
tengan un vocabulario y cantidades numéricas que se utilizan en la
vida cotidiana. No podemos estar hablando de almas, cuando se refie-
re a habitantes, ni que las entradas a un cine puedan costar una
cantidad decimal inexistente en nuestra moneda nacional, como por
ejemplo $5,12. 'Y aprovecho de dar a conocer mi posicion respecto de
este texto de matematica, apoyandome en lo que nos contaban ayer
sobre Jean Diudonné y su famoso “abajo Euclides”... yo no tengo
reparos en gritar “jabajo Baldor!”.

Se sento y el caos fue total. Las opiniones y discusiones se
multiplicaron y no pocos se molestaron ante tan rotunda afirmacion,
entre ellos Daniel.

—Debo reconocer que Rodolfo tiene razén con lo que expre-
sa —comenté Camila— claro que de alli a descartar el texto de
Baldor me parece mucho.

—Es que estos profesores jovenes creen que se las saben to-
das y quieren prescindir de todo lo antiguo, como si lo escrito
anteriormente no sirviera para nada. —refunfufié dolido Daniel.

La verdad es que la reuniéon habfa caido en una zona densa

donde solo la palabra clarificadora de la expositora podria enmendar
rumbos.
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—Estimados colegas —dijo Javiera sonriente—, me alegra ver
el camino que ha tomado nuestra discusion, porque es el momento
de despertar de nuestro letargo pedagdgico y analizar cada una de
nuestras practicas, de nuestras metodologfas, de nuestro material de
apoyo y hasta de nuestra relacion con los alumnos.

—Cuando hablamos de resoluciéon de problemas, nos referi-
mos a problematicas que ayudan al desarrollo de actividades
intelectuales, que responden a los intereses de los alumnos, que le
son significativos, con una variedad de estrategias para su solucion y
con un nivel lingtiistico contextualizado y al alcance de ellos.

—De seguro ustedes conocen la clasica formulaciéon que hizo
Polya de las cuatro etapas esenciales para la resolucién de un proble-
ma —continué Javiera—. Considero de gran importancia recordarlas,
analizarlas y hacer paralelos entre su formulacion y la de otros investi-
gadores.

Les voy a dejar un material para alguna de sus reuniones de
departamento y les aseguro que con el tiempo todo se clarificara.
Para finalizar, construyamos una recopilacién de las estrategias mas
frecuentes que ustedes suelen utilizar en la resolucion de problemas.

Y comenzdé a pedirles a los presentes que describieran una es-
trategia que generalmente recomendaban a sus alumnos.

—Yo siempre les insisto en que un buen esquema, una tabla o
un dibujo, del problema planteado, puede darles claridad en el pro-
cedimiento a seguir —aportd un primer colega.

—Una sugerencia que siempre les hago, es que reduzcan el
problema a otro mds pequefio o que lo asemejen a problemas simila-
res ya trabajados. También que lo reformulen me da buenos
resultados —agrego otro.

En su turno Camila relat6: —Nunca dejo de sugerir la correcta
lectura del problema, insisto en que lo entiendan, que no dejen pasar
palabras o conceptos que no sepan y que practiquen el método en-
$ayo y errof.

—A mis alumnos —dijo Daniel— les resulta bastante positivo en
la resolucion de problemas efectuar la reduccion al absurdo y también,
empezar por el final, como si el problema estuviese resuelto.
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—Yo, recomiendo empezar siempre por lo mas facil —expreso
Rocio— lo cual parece algo muy logico, pero no es tan asi. La idea
que les propongo es que resuelvan un problema similar pero mas
facil, mas sencillo.

—Bien —sefal6 Javiera—, me parece que ya hemos hecho un
buen listado de estrategias que espero consideren en el trabajo con
sus alumnos. No se olviden que siempre, independiente del curso en
que el alumno esté, manipular y experimentar, puede aportarle gran-
des beneficios y darle una mayor claridad sobre lo que debe realizar.
Tampoco hay que olvidarse de algunos de los métodos que han su-
gerido grandes matematicos, tal como el Principio del Palomar, el
analisis de casos limites, 1a utilizaciéon de la simettia, etc.

—iMuchas gracias por su participacion en esta charla! —finaliz6
Javiera. Espero que en sus futuras practicas consideren las situaciones
analizadas este dfa.

Un gran aplauso agradeci6 el trabajo de la expositora.
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CONVERSANDO CON DIO0S

Habia llegado el dltimo dia del curso. La exposicion de ese dia
abordarfa un tema polémico, por la variedad de puntos de vista que
existen al respecto: la evaluacion.

“cQué es evaluacion? —comenzo6 diciendo el profesor Raul
Jiménez, Licenciado en Matematica y Magister en Educacién—. ¢Pa-
ra qué evaluar? ¢Como evaluar? ;:Cémo realiza usted la evaluacion de
sus estudiantes? Para responder estas interrogantes, regresemos en el
tiempo”.

Dio algunos pasos y dirigiéndose a Daniel le pregunto:

—Usted colega... —leyendo el nombre en su credencial de
participante— Daniel. ¢Nos podria contar cual ha sido su experiencia
respecto de la evaluacion?

—Lo primero que deseo sefialar —contesté Daniel—, es que en
mis tiempos de estudiante, evaluar y calificar eran lo mismo, al me-
nos asf lo vefa yo y no recuerdo que alguien nos hubiese aclarado la
diferencia. Ademas, el profesor era “un intocable”, siempre tenfa la
razén y rara vez los alumnos o apoderados pedfan explicacion por
alguna nota. Sin embargo, el periodo que mas me marco, respecto
de lo que me consulta, es el universitario, mientras cursaba mi carre-
ra de pedagogia. Existia una creencia, que entre paréntesis todavia
perdura en algunas universidades, institutos y centros de formacién
superior, que cuanto mas alumnos se reprueban, mejor profesor se
es. LLa exigencia en cada prueba alcanzaba niveles que iban mas alla
de la excelencia, era como querer subir una escalera del conocimien-
to en la que nosotros, los estudiantes, estibamos ubicados en el
tercer peldafio, las pruebas que nos hacfan preguntaban sobre el
séptimo peldafio y el profesor se ubicaba en el ultimo peldano, el
mas alto, conversando con Dios.
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Las ultimas palabras de Daniel, provocaron un comentario
generalizado en la sala. El profesor Jiménez permanecié en silencio.
—Ese hecho —continué Daniel—, era evidente en todas las carreras
de la universidad; las asignaturas de matematica eran los “coladores”,
como se les llamaba, ya que, segun los profesores, necesitaban dis-
criminar entre los “buenos” y los “malos” alumnos. Recuerdo muy
bien el ingreso a mi carrera; éramos cuarenta estudiantes, en segun-
do afio sélo quedabamos trece y al final, logramos terminar la
carrera solo cuatro.

Daniel terminé su relato, pero el profesor Jiménez, ahora muy
interesado, querfa saber algo mas y le pregunto:

—Y cuando usted comenzo6 a impartir clases, ;como evaluabar

—Como la universidad me habfa ensefiado —respondié Da-
niel— con el mismo esquema, pero obviamente en un nivel mas
bajo.

—Es decir, usted se instal6 en la mitad de la escalera —acoto el
profesor Jiménez, sonriendo.

—Exactamente —dijo Daniel, también sonriendo— se podtia
decir que si, pero no tan lejos de Dios.

Todos se rieron ante la espontanea respuesta de Daniel.

—Y en qué ha cambiado usted desde esa época hasta hoy?
—volvié a preguntar el profesor Jiménez.

Daniel se movié en su asiento tal vez un poco incomodo ante
una nueva pregunta; entretanto, todos pensaban que era la primera
vez que lo escuchaban hablar tanto sobre si mismo.

—Creo que mucho —contesté Daniel—; ahora elaboro mis
evaluaciones de tal modo que el alumno que se preparé logre alcan-
zar un resultado 6ptimo. Ademas, me fijo en los procedimientos que
realizan mis alumnos. Asi, puedo determinar claramente los errores
y asignar puntajes justos. Esos errores son los que revisamos la clase
posterior a la prueba y que le permiten al alumno ir creciendo ma-
tematicamente y mejorar su rendimiento a futuro. Y si un resultado
general no es satisfactorio, antes de acusar a mis alumnos de flojos,
analizo qué puede haber fallado y aplico planes remediales.
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—iMuchas gracias Daniel! Tu participacién fue muy ilustrativa.
—Brindémosle un gran aplauso al colega —insisti6.

—iBravo! {Bien Daniel! —vociferaba Camila mientras aplaudia
orgullosamente.

“La evaluaciéon —reinicié diciendo el profesor Jiménez—, es
uno de los elementos centrales en el proceso de ensefianza aprendi-
zaje, por lo que debe entregar sefiales claras a los alumnos y a los
docentes de lo que se considera relevante.

La evaluacion debe informar sobre los avances y las dificulta-
des, constituyéndose en una base esencial para redefinir las vias de
mejoramiento o reforzamiento que han de seguirse y aqui vamos a
diferenciar los tres tipos de evaluacién necesarios, para la toma de
decisiones orientada a producir mejoramiento en la educacion”.

El profesor Jiménez, activé el proyector, cargd sus diapositi-
vas de apoyo y comenzé su exposicion.

“Primero, la evaluacion inicial, que es la que nos proporciona
informacién sobre los alumnos y alumnas al comienzo del afio esco-
lar, de un nivel o ciclo. Informacién sobre el nivel de conocimientos,
las habilidades, las destrezas, las actitudes, los valores, etcétera. Es
muy importante su aplicacién y ustedes deben sacarle el maximo de
provecho, construyéndola a conciencia y analizando los resultados
obtenidos y como decia Daniel, determinar los planes remediales
correspondientes.

En segundo lugar, la evaluacion formativa, llamada también
de proceso.

Se trata de hacer un seguimiento que proporcione informa-
ci6én sobre los progresos y las dificultades que van presentando los
alumnos. Al mismo tiempo, da elementos a los profesores para re-
ajustar sus métodos y estrategias pedagogicas y es, sin lugar a dudas,
la caracteristica mas acorde con el modelo curricular actual.

Finalmente, la evaluaciéon sumativa o evaluaciéon de producto,
que es la que se efectda al término de una fase del proceso de apren-
dizaje. Nos proporciona informacién sobre hasta qué punto se
cumplen los objetivos o si se producen los efectos previstos en
cuanto al grado de aprendizaje de los alumnos”.
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—Profesor —dijo Camila. En general es eso lo que hemos
hecho siempre para evaluar, tal vez lo mas novedoso sea la evalua-
cién de proceso. ¢Podria explicarme un poco mas acerca de esta?
Agrega—, porque generalmente a uno le exigen resultados, por
ejemplo en el SIMCE.

—Por supuesto —le respondio el profesor Jiménez.

“Tradicionalmente el énfasis del proceso evaluativo estaba en
los resultados. Ahora, si se quiere alcanzar resultados 6ptimos, es pri-
mordial la preocupacion por el proceso, revisando continuamente qué
esta pasando con el aprendizaje de los alumnos, pero también con la
propia practica docente. Esto no significa restarle importancia a los
resultados ya que lograr los aprendizajes esperados es lo fundamental.
Un profesor no podria decir que sus resultados son deficitarios pot-
que se ha preocupado principalmente del proceso”.

—En las diapositivas que nos muestra —acota Marta, profesora
de Educacion Basica—, esta destacado que se deben evaluar habilida-
des, pero ¢qué pasa con los conocimientos?

—Ustedes saben, porque lo vivieron —explic6 el profesor Ji-
ménez—, que tradicionalmente la clase mas frecuente era la frontal y
que la habilidad fundamental a desarrollar era la memorizacién de
conocimientos. La reforma, pone énfasis en procesos cognitivos, en
disposiciones, en habilidades que van mas alla del conocimiento. Es
decir: saber, saber-hacer, sabet-ser y saber-convivit.

—En una exposiciéon anterior hablamos sobre los Objetivos
Transversales. ¢ También hay que calificarlos o evaluarlos? ;:Como se
evalian, y quién los evalia? —consulté Rodolfo.

—Aclaremos algunos puntos —dijo el profesor Jiménez—. Ob-
jetivos transversales referidos a conductas escolares han existido
siempre y seguro que ustedes recordaran que en sus informes de notas
venfan evaluados aspectos tales como conducta, aplicacién escolar,
orden, aseo, responsabilidad, etc., que tenfan el fin de lograr una bue-
na convivencia escolar y la formacién de habitos. Los profesores
siempre han evaluado esto y estoy seguro que nadie se complica con
seguir haciéndolo. El otro ambito y que incluye a todos los sectores y
subsectores, esta referido a lo cognoscitivo, a la capacidad de analisis,
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de sintesis, de resolucién de problemas, de expresion oral y tampoco
deberfa haber dificultades en su evaluacién ya que son aprendizajes
propios de sus mismos campos disciplinares. Los que si son nuevos
son los actitudinales y las valoraciones, como la autoestima, el cuidado
del medio ambiente, etc. Estos, deben ser monitoreados por la escue-
la, basandose en un conjunto de medidas que apoyen los valores de la
institucion, en especial, estipulados en su proyecto educativo.

Por lo tanto, mas que instrumentos de evaluacién sobre estos
aspectos, hay que crear situaciones dentro y fuera del aula que favo-
rezcan la internalizacién de las conductas afectivo-valéricas que ha
priorizado la institucion.

—A mi me complica la autoevaluacién —replicé Daniel—,
porque estoy seguro que los alumnos se van a colocar sélo notas
buenas.

—Ustedes deben tener claridad con respecto a este punto, sa-
biendo que la autoevaluacién no es aplicable a cualquier edad ni en
cualquier ambito, por lo tanto no es algo que se deba hacer sélo para
que te reconozcan como un profesor o profesora reformista. Si, es
muy importante, instalar en los alumnos la capacidad de autoevaluar-
se, que sean capaces de juzgar si estan avanzando hacia el objetivo
propuesto y que identifiquen los obstaculos y las fortalezas. No crean
que eso implica traspasarles a ellos la responsabilidad de la evaluacion,
ésta sigue siendo una responsabilidad del profesor. Ademas no tiene
por qué estar referida a aspectos cognoscitivos, sino a disposiciones y
comportamientos, como el trabajo en equipo, el respeto a las opinio-
nes de los demas, el cumplimiento de los compromisos adquiridos,
etcétera.

—:Hay que considerar esa nota en el promedio? —pregunto
de nuevo Daniel— ¢hay que ponderarla?

—No hay que confundir evaluar y calificar. Aqui estamos
hablando de evaluar y yo sé que su primera inquietud sera, que tal
vez los alumnos no le daran importancia a la autoevaluacion si no es
calificada. Los profesores y profesoras debemos lograr esa capacidad
de metacognicién, por lo que es fundamental no desfallecer en su
aplicacion hasta que sea parte de la vida escolar.

_ 43



—Profesor, en mi colegio iniciamos el proceso de reforma el
afio pasado —cont6é Rodolfo— y una de las principales dificultades
en el proceso de evaluacién fue cambiar las pruebas por trabajos de
investigacion, el famoso portafolio o carpeta, debates, proyectos, etc.
¢Es obligatorio tener que hacer esto?

—Lo que la actual reforma propone es ampliar el uso de ins-
trumentos y procedimientos de evaluacion. Las pruebas no siempre
permiten evaluar todas las habilidades y capacidades requeridas, pero
no significa que éstas deban desaparecer. Al contrario, deben ser me-
joradas para que su aplicacién enfrente al alumno o alumna a
situaciones de desafio, de esfuerzo, que favorezcan su preparacion
para la vida adulta. Y como nombraste las carpetas o portafolio, apro-
vecho de decitles que este instrumento debe estar destinado a evaluar
aprendizajes predefinidos. Un portafolio o carpeta no debe convertir-
se en una coleccion de trabajos sin objetivo. Si se utiliza, los alumnos
deben saber para qué, cuando incluir un trabajo en ella y si llevara
nota o sera parte de su autoevaluacion. sAlguna otra pregunta?... Bien.
Si no hay més preguntas, dejamos el tema de la evaluacion hasta aqui.
La idea es darles un barniz y la responsabilidad de ustedes es seguir
conversando, profundizando y tomando acuerdos para mejoratla.
Con este tema tan simple y tan complejo a la vez, damos por finaliza-
do el curso, sobre los nuevos planes y programas de estudio,
metodologias y evaluacion. Les deseo un exitoso afio escolar y mu-
chas gracias por su atencion.

Un gran aplauso corond una semana de arduo trabajo y pro-
fundos aprendizajes facilitadores de cambio.
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UN MUNDO SIN NUMEROS

Después de una semana intensiva y de mucho andlisis sobre el
quehacer educativo, a Daniel, aun le rondaba en su cabeza el “abajo
Baldor”. Habfa llegado el momento de llevar a la practica todo lo
aprendido en el curso. En los proximos dias se daba inicio a las clases
y debfan prepararse para ese profundo cambio.

—¢Cudl es la primera unidad en primero medio? —pregunté
Daniel.

—“Numeros” —respondié6 Camila— En esta unidad tenemos
que incorporar los nimeros racionales e irracionales.

—Y de qué forma vas a iniciar la unidad? —pregunt6 descon-
certado Daniel—, porque después del curso, todo el material que
tengo y que he acumulado durante afios, me parece que no corres-

ponde.

—Nunca tanto Daniel —respondié Camila con una sonrisa—,
lo que tenemos que hacer es adaptar nuestro material. Incorporatle
vida y actualidad.

—Linda tu frase, pero no lo veo tan facil —dijo desanimado
Daniel.

—Planifiquemos las primeras clases, dfa a dfa —dijo con deci-
sion Camila— y veras como todo se va a ir dando como queremos a
medida que transcurra el afio escolar.

—Esta bien —respondié Daniel, no muy convencido, pero
dispuesto a intentarlo.

—Las primeras clases tenemos que conocer a nuestros alum-
nos y ver el nivel matematico que traen —comenz6 Camila—.
Sabemos que siempre en primero medio se incorporan muchos
alumnos nuevos y debemos tratar de nivelar una base que nos per-
mita trabajar a futuro sin dificultades. Independientemente de la
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prueba de Diagnéstico, podemos plantear en clase algunas situacio-
nes matematicas que nos den luces sobre los aprendizajes previos de
nuestros alumnos.

—cTe refieres a darles algunos problemas para que ellos los
resuelvan? —pregunté Daniel.

—Si, pero problemas motivadores que apunten hacia lo que
queremos evaluar.

Y ambos pusieron todo su empefio y conocimientos en esta
planificacién inicial.

Aquel dia serfa inolvidable para Daniel, iba hacia la sala con su
Libro de Clases bajo el brazo y con un sinfin de ideas rondandole la
cabeza. Esperaba que lo planificado con Camila diese resultado; ¢l
aun no estaba muy convencido, pero sabia que tenfa que intentarlo.

Después de la presentacion y de pasar la lista, inicié su activi-

dad diciendo:

—Mis queridos alumnos y alumnas. Hoy iniciaremos un mara-
villoso viaje por el mundo de las matematicas. Y cuando digo esto,
muchos pensaran en un mundo lleno de numeros, simbolos, pro-
blemas y dificultades, pero enseguida les digo que se equivocan.

Los alumnos estaban desconcertados. No lograban compren-
der a qué queria llegar con esa afirmacion.

—Miren a su alrededor —continu6—, la sala, las mesas, sus
cuadernos, las baldosas del piso, el pizartén, ete. ¢Saben donde se
encuentran todas esas cosas? La respuesta fue un completo silencio.
Nadie parecfa comprender la pregunta del profesor.

—En el mundo de las matematicas —afirmé muy seguro de lo
que decia, Daniel. Un mundo hermoso que los invito a conocer y a
vivir. Un mundo donde la magia matematica te acompana cada dia,
te desafia y te motiva a crecer, donde los nimeros son nuestros ami-
gos, nuestros aliados.

—Imaginense un mundo sin nimeros. Imaginen que cierto dia
se decide colocar todos los nimeros en una nave espacial; los teore-
mas, los libros de matematicas, las calculadoras y hasta los profesores
de matematica. Sonri6 al decir esto ultimo. En un primer momento
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muchos dirfan: “por fin”; “adiés fracaso escolar”. Las noticias anun-
ciarfan “se acabaron los rojos en las escuelas” o “el mundo libre de los
nimeros”. Pero a los pocos dias, comenzarfan muchos problemas; al
levantarte en la mafiana nadie sabria qué hora es para irse al trabajo, ni
la fecha en que estamos, los billetes no tendria su valor indicado, las
casas sin un numero que las identifique, no habrfa Kino ni loterfa para
jugar, no podriamos saber la temperatura exacta, menos pagar una
cuenta, ni comprar en el supermercado. Los cientificos ya no podrian
calcular nada, se pararfan las industrias y los gobiernos no sabrian c6-
mo calcular el costo de 1a vida, el IPC, etc., etc., etcétera.

—No podriamos sacar nuestros promedios —aport6 Ester.
—Y los carpinteros no podrian construir nada —agregd Elena.
—Y ya no habrian competencias deportivas—dijo Andrés.

—Exactamente —confirmé Daniel—, les aseguro que en me-
nos de un mes estarfan todos pidiendo que la nave espacial volviera
con todo su cargamento matematico. Y gracias a eso podriamos
volver a la magia de los nimeros y de las matematicas.

—Y yo —dijo Daniel— podtia escribir en la pizarra el numero
19.998 y saber que con ¢l puedo hacer magia.

—Nunca tanto —dijo Angel riendo.

—No crees que pueda hacer magia con este numero?
—replicé Daniel. —Espera y veras.

Se dirigi6 a Ricardo y le dijo: —Ricardo, jdime un nimero
cualquiera de 4 cifras!

— 5.724 —respondio Ricardo.

—iMuy bien! Yo voy a colocar, bajo él, otro cualquiera —y
anoto 4.275.

—T1 Nicol, {Dime otro nimero de cuatro ciftas.
—1.849 —respondi6 Nicol.

—Bien, yo agregaré otro mas y escribi6 rapidamente el nime-

ro 8.150.

—Ahora, los invito como primera actividad matematica a que
sumemos estos nimeros.
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Y entre todos fueron sumando columna a columna, en la
forma tradicional, y finalmente obtuvieron el resultado 19.998, para
sorpresa de todos, era el mismo nimero que Daniel habia escrito en
la pizarra al inicio de la actividad.

El asombro inundé la sala y se escucharon las primeras inter-
rogantes.

—:Cémo lo hizo sefior?

—Seflot, jenséfienos como se hacel!

—iNo tengo problemas en decirles como se hace! —respondioé
Daniel—, pero me gustarfa mucho mas que ustedes mismos descifra-
ran el misterio.

Todos se involucraron en el dilema y comenzaron a extraer
algunas conclusiones.

—iSefior! —dijo Angel, alzando la mano— jcreo saber la res-
puestal

—Cuando Ricardo dijo 5.724, usted colocé el siguiente nime-
ro de modo tal que la suma de cada columna fuese dando 9. Lo
mismo ocurrié cuando Nicol le dijo el segundo nimero. Por eso al
sumar todo, siempre nos iba dando 18 y con la reserva 19.

—Excelente Angel, ¢comprendieron todos la explicacion?
—pregunt6 Daniel

—;Siii! —respondieron a coro los alumnos.

|

—Ahora, —prosiguié Daniel—, quiero que resuelvan un nuevo
desaffo que tiene que ver con la operatoria de 7° y 8°. Formen, utili-
zando 4 cuatros y las operaciones basicas, los numeros del 0 al 9, sin
olvidar que existe en matematica un orden para operar. ;Se acuerdan
cudl es?

—Primero las multiplicaciones y divisiones, luego las sumas y
restas —respondié Estefania.

—¢Y sila expresion tiene paréntesis? —dijo Daniel.

—iEntonces se resuelven los paréntesis primero! —aclaré Es-
tefanfa.
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—Para que quede mas claro ain, yo iniciaré este desafio, for-

mando el nimero 2 y anot6 en la pizarra 4:4+4:4 Con ese
ejemplo fue suficiente y todos comenzaron a formar los restantes
numeros.

—iSenor! :Se pueden utilizar paréntesis y potencias? —pregunto
Ester.

—Si te sirven para obtener algunos de los nimeros no hay
problema, pero no te olvides de la condicion. Sélo debes usar 4 cua-
tros —le respondié Daniel, mientras iba observando uno a uno el
trabajo que estaban realizando sus alumnos.

Un rato mas tarde, habfan terminado la actividad con algunas
dificultades para encontrar el 4 y el 5. Para revisar sus procedimien-
tos, fueron pasando a la pizarra y anotando la expresion matematica
que habian encontrado para cada nimero. Algunos de estos, incluso
tenfan mas de una expresion correcta.

—Para finalizar la clase —agregd Daniel—, quiero dejatles el
siguiente desafio.

Dibujé en la pizarra una letra M de gran tamafio y luego trazé
en ella tres lineas rectas y marcé con nimeros los triangulos que se
habfan formado, descartando los sobrepuestos, siendo un total de 6
triangulos.

Se dirigi6 al curso y dijo:

—El desafio es formar 9 triangulos, utilizando la M y esas tres
rectas —sefialando la figura recién dibujada. —La préxima clase me
dan su respuesta.

Daniel, terminé su clase y se retir6 a la sala de profesores, a
disfrutar su acostumbrado café. Alli, se junté6 con Camila e inter-
cambiaron las primeras impresiones.

—:Cémo te fue? —pregunté Camila, con una ligera ansiedad.

—Bastante bien —dijo Daniel—; los alumnos participaron en
todas las actividades propuestas y manifestaron que la clase estuvo
entretenida.

—Pero?...
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Camila conocia muy bien a Daniel y sabia que él no estaba
conforme.

—iExtrafio mi clase tradicional! —exclamé Daniel. Me da la im-
presion de haber perdido una clase en la que podriamos haber
comenzado con un nuevo contenido y haber hecho muchos ejercicios.

—S8i, jmuchos ejercicios! Pero... ¢Para quién? ¢Para los diez de
siempre? ¢Para los que saben y les gusta la matematica? ¢Y los de-
mas?... ¢No te das cuenta que estas sembrando en ellos el bichito de
las matematicas y que el comienzo va a ser lento y tal vez dificil,
pero los beneficios, enormes? Te aseguro que en un tiempo mas, ya
no tendras alumnos que odien la matematica y que vayan con des-
agrado a tu clase, y esos diez que saben hacer muchos ejercicios, mas
los otros veinticinco, sabran por qué y para qué lo estan haciendo, es
decit, una matematica con sentido...

—Veo que estas impregnada de renovacion —le expresé Daniel.

—Es que he estudiado y analizado mucho la nueva propuesta
para el aprendizaje de la matematica y estoy totalmente de acuerdo
con ella.

—Creo que con lo que me sugieren que haga, mas mi expe-
riencia, la tuya y la de todos mis colegas, tendré las armas para
ayudar a mejorar el deficiente aprendizaje en matematica que existe
hoy dia.

—iBien, Camilal Te felicito por tu buena intencién. Yo tam-
bién lo intentaré y espero que todo resulte como queremos.
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TEMOR, MONEDAS, DADOS Y AZAR

Camila lleg6 acelerada esa mafiana. Firmé el libro de asistencia
y busco rapidamente el material que necesitaba, dirigiéndose a la sala
de trabajo que le habian asignado al Departamento de Matematica.

—iHola Daniel!
—iHola! :Qué pasa? Te noto un poco intranquila.

—Lo que pasa, —comenté preocupada Camila—, es que ano-
che estuve revisando el programa del MINEDUC y el contenido que
nos corresponde, en segundo medio, como primera unidad es nada
menos que probabilidad. Yo pensé que venia mas adelante.

—Ahora te entiendo —respondié pensativo—. Francamente, es
primera vez que siento temor al comenzar un afio escolar. Me siento
como profesor principiante y creo que tiene que ver con el poco do-
minio que tengo de algunos temas nuevos incorporados a los planes y
programas, tales como las probabilidades o las transformaciones iso-
métricas. Jamas habia escuchado de estas ultimas y por supuesto que
no me las ensefiaron en la universidad.

—Pues yo, tengo la misma dificultad. Durante mi carrera tuve
que aprender limites, derivadas, integrales dobles, triples y un mon-
ton de cosas mas que jamas he tenido que ensefiar en la Media. Y lo
mas curioso, es que nunca tuve asignaturas que me preparan real-
mente para lo que iba a tener que ensefiar.

—Bueno, también yo pasé por la misma situaciéon —treconocio
Daniel—. Cémo sera, que ni siquiera tuve geometria plana, pero deje-
mos de quejarnos que eso ya no tiene remedio y preparemos nuestras
clases.

—Tienes razén —rezong6 Camila—, mientras buscaba algunos
apuntes. Pero serfa bueno que las autoridades educacionales, asi co-
mo nos hacen involucrarnos en una reforma, también la hagan
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extensiva a las universidades, ya que no veo légica a que un nivel se
haga parte de un cambio tan profundo y otro no.

—Tranquila mujer. Estoy seguro que eso se dara con el tiempo.
Lo importante, por ahora, es basarse en las orientaciones del MINE-
DUC, ya que eso nos permite movernos en un area cierta y segura, al
menos hasta que ocurran los cambios que esperamos.

Recuerda que debemos explicar uno de los conceptos funda-
mentales, el de variable aleatoria, que son cantidades o magnitudes
susceptibles de variar al azar. Es decir, cuando se asocia un nimero x
a cada resultado posible de un experimento aleatorio, este numero
recibe el nombre de variable aleatoria.

—Lo sé —sefial6 Camila—, incluso lo explica el experimento
de escoger de un arbol, una manzana al azar y pesarla. El peso sera
una variable asociada a cada manzana y como la manzana fue esco-
gida aleatoriamente, su peso sera una variable aleatoria.

—Y también nos aclara —completé Daniel— que una vez es-
cogida una manzana especifica, su peso ya no es aleatorio. Y que el
mismo experimento aleatorio permite definir diferentes variables
aleatorias. En lugar del peso de la manzana, podria determinarse su
volumen.

—Ayer, buscando material para la clase de probabilidades, en-
contré unos apuntes que nos pueden servir.

Camila cogi6é uno de sus apuntes y se lo pasé a Daniel. Este
comenzo a leerlo en voz alta: “El primer libro sobre teorfa de la
probabilidad es el “Manual sobre juegos de azar” de Girolamo Car-
dano alrededor de 1550, que esta basicamente dedicado al juego del
dado y que fue publicado unos cien afios después de su muerte. Ga-
lileo también se interes6 por los juegos de azar y escribié un folleto
titulado “Descubrimientos sobre los juegos con dados” publicado en
1718.”

—Veo que los primeros estudios estan relacionados con los
dados —dijo Daniel— luego, lo mas légico seria partir de esa manera
en clases. ¢Qué te parece?

—Muy bien —apoy6 Camila— y lo podemos hacer basado en
el problema del Duque de Toscana.
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—Y de qué trata eso? —pregunt6 Daniel frunciendo el cefio.

—Te cuento —dijo sonriendo Camila por la cara que habia
puesto su compafiero de labores.

—El duque de Toscana fue un jugador empedernido, espe-
cialmente con los dados y observo que en un juego en el que se tiran
tres dados y se suman las pintas obtenidas, siempre se obtenia mas
veces 10 que 9. Lo que le extrafiaba era que ambas sumas se pueden
obtener siempre de 6 maneras: el 9 como 1+2+6; 1+3+5; 1+4+4;
2+2+5; 2+3+4; 3+3+3, mientras que 10 se obtiene por 1+3+0;
14+4+5; 242+06; 2+3+5; 2+4+4; 3+3+4.

—Muy interesante y motivador —coment6 Daniel.

—LEsto le fue consultado a Cardano —prosiguié Camila—, pe-
ro no dio una respuesta satisfactoria y se tuvo que esperar 50 afios
mas para que Galileo diera con la solucién, considerando, por ejem-
plo, que 1+2+6 era distinto a 1+6+2 y a 2+1+6, etc. En conclusion,
Galileo determiné que hay 25 maneras distintas de obtener 9 y 27
maneras distintas de obtener 10.

—En conclusién —afirmé Daniel—, es normal que dé 10 con
mas frecuencia que 9.

—Exactamente —apoy6 Camila— y ese puede ser nuestro pun-
to de partida en probabilidades. Es cosa de peditle a nuestros
alumnos que traigan 3 dados por grupo y que realicen algo similar al
problema del duque de Toscana.

—Excelente —exclamé Daniel y le gusto el rumbo que estaba
tomando la preparacion de clases.

—Otra situaciéon que podemos considerar, es el trabajo con
monedas, que también tiene que ver con un error histérico —Camila
buscé entre sus apuntes.

—Ese hecho es conocido como el error de D’Alembert —dijo
Daniel mientras se acomodaba en su silla para explicatlo.

Jean D’Alembert fue un famoso matematico francés del siglo
XVIII y que en el afio 1754 planted el problema: ¢cual es la probabi-
lidad de obtener cara por lo menos una vez al lanzarse dos
monedas?
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—Pero... jyo no veo dificultad en determinar eso!l —expreso
Camila.

—Es porque ahora ya lo tenemos muy claro, pero en ese
tiempo no habfan muchos estudios sobre esas situaciones. Segun
D’Alembert, las posibilidades eran que saliera cara en el primer lan-
zamiento, cara en el segundo lanzamiento o ninguna cara, por lo que
tenfa 3 casos posibles, de los cuales 2 eran favorables, es decir, de-

terminé que la probabilidad buscada era —

—Pero eso es un error —senalé Camila. Tomé un papel y es-
cribio:
Cara-Cara, Cara-Sello, Sello-Cara, Sello-Sello

3
Es decir, la probabilidad es 4

—As{ es —confirmé Daniel— pero son los errores esperados
cuando se inicia el estudio de un conocimiento, en este caso, las

probabilidades.

—Por lo tanto, en ese error tenemos otra actividad para hacer
en clases. Podemos partir haciendo que en grupos de dos, lancen
una moneda 50 veces y que vayan anotando la cantidad de caras y
sellos obtenidos. Luego, sumar el total de todo el curso y sacar con-
clusiones. Posteriormente, pasar al lanzamiento de dos monedas.

—Y con eso, mas algunos ejercicios que aparecen en el texto,
ya tenemos cubierto lo que se refiere a la definicién de probabilidad
—dijo Daniel.

—Incluso podemos datle como investigacion que determinen
la probabilidad de ganarse el Kino.

—iEstupenda ideal —exclamé Daniel—. Definiéndoles primero
factorial de un nimero y la férmula de combinatoria. Claro que para
revisarlo posteriormente tenemos que obtener el resultado nosotros
primero.

—Y qué esperamos? —sefial6 Camila sonriendo y sacando su
calculadora.
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—Como cada cartéon tiene 15 ndmeros impresos entre los
nimeros 1y 25, entonces debemos resolver. ..

i1 10159
25 25 25
15) 10:19

10-19

25-24.23-22:21.20-19-18-17-16-15
10-9-8-7-6-5-4-3-2-1
25-24.23-22-21-20-19-18-17-16
—Simplificando y multiplicando — dijo Camila— resulta...
1
3.268.760

—Esa es la probabilidad de ganar el Kino —coment6 satisfe-
cho Daniel.

= 0,00000031

—Y podemos afirmar este conocimiento, pidiéndoles que sa-
quen la probabilidad de obtener 14 aciertos, 13 aciertos y 12
aclertos. ¢ Te parece?

—Correcto y podemos iniciar la proxima clase con los pro-
blemas planteados por el Caballero de Meré el afio 1650.
—iEstupendo! Es la introduccién perfecta para iniciar el estu-

dio de la probabilidad condicionada.

—Aqui tengo el enunciado:

Dos personas, Alberto y Berta, participan en un juego donde
las dos tienen la misma probabilidad de ganar. El primero que gane
cinco veces, cobra el premio de 4.200 francos franceses.

Desgraciadamente, después de lanzar la moneda siete veces
hay que suspender la contienda; en ese momento A, ha ganado 4
veces y B, ha ganado 3 veces. ¢Cémo tiene que dividirse el premio
entre los dos jugadores?

—ilLa jornada ha sido muy beneficiosal —exclamé satisfecha
Camila.

— 55—



—Por supuesto —afirmé Daniel— trabajando en equipo todo
se hace mas facil.

—Me parece que antes no opinabas lo mismo —dijo malicio-
samente Camila.

Daniel se puso de pie, sonrié y se retiré cantando: “Cambia,
todo cambia...”
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LLAS AGUJAS Y UN ENIGMA

Aquella mafiana, Daniel, estaba bien preparado para realizar
una actividad novedosa, que a la vez permitiria a los alumnos con-
cluir algunas situaciones matematicas.

“Ya que estamos trabajando con las probabilidades —comenzo
Daniel— hoy, vamos a realizar un experimento que estoy seguro les va
a interesar. Se relaciona con un naturalista y matematico francés lla-
mado Georges Louis Leclerc de Buffon, quien nacié el afio 1707 y
murié en 1788. El, fue uno de los primeros en trabajar el concepto de
probabilidad geométrica y ademas escribié un monumental tratado
llamado ‘Historie Naturelle’ que consta, nada menos, que de 44 vold-
menes.

Para realizar esta actividad —continu6é Daniel— quiero que di-
bujen en su cuaderno una rejilla de 7 lineas horizontales de unos 10
cm de ancho, separadas por 1,3 cm”.

Y mientras los alumnos hacian los respectivos rayados, Daniel
comenz6 a repartir unos palillos a cada uno.

—cListos? —pregunt6 Daniel.
—Siiii —respondieron como siempre los alumnos.

—Les acabo de entregar a cada uno 4 palillos iguales. Van a ti-
rar estos palillos sobre el enrejado que hicieron y si un palillo cae
sobre una linea o atraviesa una linea se anota un punto. Efectien el
lanzamiento 25 veces y cuando tengan el total de puntos, vamos a
juntarlos todos anotandolos en la pizarra y sacaremos la relacion
entre el total de palillos lanzados y el total de puntos obtenidos.

Durante algunos minutos, todos se dedicaron a lanzar sus palillos
sobre las lineas que cada uno dibujé. Una vez que todos terminaron y
contabilizaron los puntos obtenidos se llegé al trabajo final.
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—Bien, ¢Cuanto nos da la suma total de todos los puntos?
—pregunt6 Daniel.
—Da 1.157, sefior —respondieron varios alumnos.

—Cada uno realizé 25 lanzamientos lo que hace un total de
100 palillos lanzados —calcul6 Daniel.

—Y como somos 36 alumnos, en total se lanzaron 3600 pali-
llos —concluyé Mario.

3600

—Efectien la division —sugirié Daniel.

—Da 3,111495...—respondi6 Sofia.

—¢Qué numero les recuerda el resultado obtenido?
—pregunt6 Daniel.

—Se parece al valor de Pi —respondié Mario.

—Exactamente —dijo Daniel—, a eso queria que llegaramos.
Que a medida que el nimero de lanzamientos crece, la razén entre
los lanzamientos y el nimero de veces que la aguja toca alguna de las
lineas se aproxima cada vez mas al nimero Pi.

—Profesor —dijo Alvaro—, los palillos que nos repartié son
todos iguales, ¢Resultarfa lo mismo sin son distintos?

—No darfa el mismo resultado —respondié—, todos los pali-
llos deben ser de igual tamafio y su medida debe corresponder a la
mitad de la separacion entre las lineas.

—O sea, que dibujamos lineas con una separacién de 1,3 cm
entre si, porque los palillos que usted nos dio miden la mitad, es
decir, 0,65 cm —senald Matrio.

—Correcto Mario —afirmé Daniel—. Asi que si quieren repetir
el experimento deben considerar las relaciones de medidas que Ma-
rio acaba de concluir.

—Y la pregunta del millén: jsefior! —dijo Raquel—, ¢Lo que
hicimos tiene alguna aplicacion en la vida real?

Y como siempre, tras esa temida pregunta a los profesores, el
curso hizo un expectante silencio.
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—Es dificil de creer, pero si y no una sola —respondié Daniel—.
Tiene aplicacion en la Cartograffa. Por ejemplo, para determinar la
longitud de un rio, aunque para ello se debe aplicar una matematica un
poco mas avanzada. Pero si alguien quiere ejemplos especificos, les
recomiendo el libro “La Probabilidad y sus Aplicaciones” que esctibié
un famoso matematico llamado Luis Santalo.

—Y no sélo eso —finalizé6 Daniel— el problema de la aguja de
Buffon es la esencia de dos ramas de la Matematica; la Geometria
Integral y la Estereologfa, contenidos que se trabajan a nivel univer-
sitario.

—Y qué es la Estereologia? —dijo Sofia.

—La estereologfa —explicé Daniel—, comprende un conjunto
de métodos para la exploracion tridimensional del espacio, y permite
conocet, por ejemplo, el numero de particulas o la curvatura total de
una superficie. Tiene una relacién muy estrecha con aquellas disci-
plinas cientificas que utilizan un microscopio para su desarrollo. Por
ejemplo, para saber si una determinada droga es la causante de la
pérdida de células de un 6rgano. La estereologia también sirve de
ayuda en el diagnostico basado en imagenes obtenidas mediante
resonancia magnética u otras técnicas, para averiguar cuanto ha cre-
cido un 6rgano o tumor.

—Seflor, ¢y dénde aprendié todo eso? —pregunt6 Sofia sor-
prendida.

—Preparando esta clase encontré toda esa informacion, mas
otros aportes de la profe Camila.

Como pueden ver —concluyé Daniel— algo que parece intras-
cendente como lanzar unos palillos a unas lineas, ha pasado a ser de
vital importancia en la ciencia de hoy.

Bien, espero que les haya gustado la actividad de hoy y hayan
aprendido algo mas de la matematica.

—Si profe, super entretenido —dijo Raquel.

—Quiero terminar esta clase, planteando un desafio para que
lo traigan resuelto la préxima semana. Esta referido a un gran enig-
ma, un verdadero rompecabezas que Alberto Einstein escribid
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siendo muy joven. Segun el cientifico aleman, el 98 por ciento de la
gente del mundo es incapaz de solucionatlo.

—Tan dificil es? —pregunt6 Lorena,
—Es de mucha légica y para solucionarlo, se debe seguir un

procedimiento ordenado —respondié Daniel—. El problema es el
siguiente:

Hay cinco casas y cada una de ellas es de diferente color. En
cada casa vive una persona de nacionalidad diferente. Estos cinco
propietarios son adeptos a un cierto tipo de bebida, fuman una marca
de cigarros en particular y tienen un animal caracteristico como mas-
cota. Ninguna de estas personas tiene la misma mascota, fuma la
misma marca de cigarros o gusta de la misma bebida. Y la pregunta
final es ¢Quién es el duefio del pez?

Un signo de interrogacion se dibujaba en la expresion del ros-
tro de sus alumnos al terminar de leer el problema. Daniel no pudo
resistir la tentacién de reirse y mientras lo hacfa, repartié a cada uno
una hoja impresa.

—En la hoja que les estoy entregando —explica— esta el enun-
ciado del problema y las pistas que les ayudaran a resolver este
interesante enigma.

—Esteban, ;Podrias leer las pistas por favor?
—Si sefior —dijo Esteban, en voz alta y clara:
1. El hombre inglés, vive en la casa roja.

2. El sueco tiene perros en su casa.

3. El danés, bebe té.
4

. Lia casa verde esta situada a la izquierda de la casa de color
blanco.

. El duefio de la casa verde, bebe café.
. La persona que fuma cigarros Pall Mall, cria pajaros.

. El duefio de la casa amarilla, fuma Dunhill

o N1 &N !

. El hombre que vive en la casa ubicada exactamente a la mi-
tad de las demas, bebe leche.

9. El noruego, vive en la primera casa.

— 60—



10. El hombre que fuma Blend, vive al a lado del que tiene ga-
tos.

11. El hombre que tiene caballos, vive al lado del tipo que
fuma Dunbhill.

12. El individuo que fuma Blue Master, bebe cerveza.
13. El aleman, fuma Prince.
14. El noruego, vive junto a la casa azul.

15. La persona que fuma Blend, tiene un vecino que bebe

agua.

—iGracias Esteban! Espero que pasen “unos dias muy entre-
tenidos, solucionando este problema”. —Estoy seguro que lo
lograran.

Se despidi6 del curso y se retir, mientras ya algunos comen-
zaban a darle las primeras vueltas al enigma.
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CONOCIENDO LA PSU

El cuarto afio medio plantearfa a Daniel y Camila nuevos de-
saffos. La planificacién no sélo debe cubrir el curriculo sino también
la preparacion para la Prueba de Seleccion Universitaria, preocupa-
ci6n anual de alumnos padres y colegio en general.

—:Como vamos a preparar a los chicos para la PSU, este afio?
—pregunt6 Daniel a Camila.

—No lo sé todavia —respondié Camila—, pero tenemos que
ponernos de acuerdo, respecto de cémo, cuando, qué contenidos
vamos a priorizar y si haremos so6lo ensayos o también repasaremos
las materias.

—Pienso que podriamos recortar una hora al plan de estudio
el primer semestre, para hacer repasos, ampliar a dos el segundo
semestre y coordinar los ensayos mensuales con el Departamento de
Lenguaje.

—Afortunadamente el plan de cuarto es breve, por lo que no
tendremos problemas para hacer las adecuaciones —record6 Camila.

—Podriamos comenzar, detallando a los alumnos las caracte-
risticas de la Prueba, tales como cuantas preguntas de cada materia
contiene, cuales ocupan mas tiempo, qué materia requiere una ma-
yor y mejor preparacion dada su dificultad, etc. —sugirié Daniel.

—Pero..., el nimero de preguntas no es fijo, —asegurd Camila.

—No, pero la variacién es muy minima y si quieres, podemos
verificarlo en los ensayos anteriores.

—Esta bien, ti eres el de la experiencia, estds mas informado
que yo, asi que jdime! —y Camila se dispuso a anotar.

Daniel entreg6 a Camila la siguiente clasificacion de preguntas
de PSU:
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Numeros y Proporcionalidad, 10 preguntas; Algebra y Fun-
ciones, 29 preguntas; Geometrfa, 21 preguntas; Estadistica y
Probabilidad, 10 preguntas.

—Podrfamos desmenuzar un poco mas estos temas para de-
terminar la cantidad de preguntas por cada contenido —sefial6
Camila.

—Eso ya es algo mas dificil —dijo Daniel pensativo—, pero
podriamos intentarlo porque en algunas materias se mantiene casi
fijo, como en logaritmo que aparece generalmente una pregunta,
maximo dos. Lo mismo ocurre con la exponencial y con preguntas

que son tipicas, como, si 3°+ 37 = M, determinar 9 + 9.

—Y cémo haces para estar tan informado de esos detalles?
—pregunto curiosa Camila.

—Leyendo o escuchando todas las informaciones que aparecen
respecto a la prueba. También, analizando cada facsimil oficial, pregun-
ta a pregunta y a través de la informacién de mis alumnos. Tt has visto
que después de rendir la PSU de matematica la mayorfa de los alumnos
viene al colegio y nos juntamos en una sala, alli me dan a conocer las
preguntas que les aparecieron y nos dedicamos a reconstruir el ensayo,
generalmente logramos armar unas 60 preguntas de las 70.

—Es bueno saber cémo trabajas —dijo Camila— yo, s6lo llevo
dos afios preparando alumnos para la PSU y necesito el maximo de
apoyo.

—Por supuesto y en eso estamos.

—FEI tema que debemos preparar muy bien, es el de probabili-
dades ya que aparecen entre 4 y 5 preguntas en la prueba y ya sabes
que a los alumnos les cuesta entenderlo.

—No sélo a ellos —reconocié Camila—. Por lo mismo, lo es-
toy estudiando mucho. En probabilidades, me cuesta visualizar la
forma de abordar algunos de los problemas para resolverlos. ¢Te
paso a ti lo mismo, cuando comenzaste a estudiarlos?

—iExactamente lo mismo! —respondié Daniel—. Los contenidos
de probabilidades no son muchos, pero cuando se ejercita, la variedad y
cantidad de problemas que surgen requieren de mucho analisis.
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—:Qué otro tema tiene un nimero importante de preguntas?
—inquirié Camila.

—Son varios, pero hay que tener especial cuidado con Trans-
formaciones Isométricas. Recuerda que nuestros alumnos que ahora
estan en cuarto medio, no vivieron la reforma curricular en primero,
porque en ese tiempo, aun no se habfan incorporado. Eso significa
que no tienen conocimiento sobre el tema.

—Entonces, probabilidades y transformaciones isométricas debi-
eran ser las primeras materias en tratarse este afo —concluyé Camila.

—No necesariamente —respondié Daniel—, debemos planifi-
car nuestro trabajo y podemos hacerlo siguiendo el mismo orden en
que se pasaron los contenidos durante la educacién media. Lo im-
portante es asegurarles a los alumnos que todos los contenidos van a
ser repasados.

—¢Qué férmulas utilizas para determinar los puntajes?
—pregunt6 Camila, cambiando de tema.

—Si aplico un ensayo de 70 preguntas utilizo la férmula
|
C- a) 8,6+ 248

donde C corresponde a las preguntas correctas e I a las inco-
rrectas.

—¢Esa es la formula oficial? —pregunté Camila.

—No existe una férmula oficial —le respondié Daniel— existe
una tabla, elaborada por el DEMRE, que se basa en las preguntas
correctas y en las incorrectas, que asignan al puntaje corregido, un
determinado puntaje final.

—Tenemos claro —coment6é Camila— que los contenidos que
se pasan en tercero y cuarto medio del plan diferenciado de matema-
tica, no entran en la PSU.

—S6lo los del plan comun, ademas es conveniente saber los
tipos de preguntas que no apareceran jamas en una PSU.

—:Coémo cuales? —volvid a preguntar Camila.
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—Como el cubo de un binomio, o numeros complejos, o tri-
gonometria avanzada, o matrices, determinantes y muchos mas.

—Entonces si no entran en la PSU podriamos ocupar las
horas del plan diferenciado de cuarto, en prepararlos para la prueba
—opiné Camila.

—No, ese serfa un grave error, ya que los alumnos que optaron
por ese plan, pretenden seguir con una carrera relacionada con matema-
tica, lo que significa que en algin momento, van a necesitar esos
contenidos. Serfa muy irresponsable de nuestra parte no ensefarselos,
ya que su futuro depende de esta decision. Ademas, sabemos que la
PSU no lo es todo y no debemos datle mas importancia de la que tiene.

—Ahora que lo dices, tienes toda la razén —reconocié Cami-
la—. Me habia entusiasmado mas de la cuenta.

—Eso creo —respondié Daniel con una sonrisa— Esta bien que
queramos obtener un buen puntaje para nuestro colegio, pero no a costa
del futuro de nuestros alumnos. Es fundamental, que al cuarto diferen-
ciado le pasemos una introduccién al calculo que considere lo basico de
los limites, las derivadas y si alcanza el iempo, de las integrales.

—Para que no sufran tanto con el ramo de Célculo en la uni-
versidad —comenté Camila.

—Exactamente y si es posible, desde el punto de vista de la
aplicacién y de la geometria, para que comprendan mejor esos com-
plicados temas —sugirié Daniel.

—:Qué tipo de preguntas aparecen en los contenidos como
raices, sistemas de ecuaciones, ecuacion de segundo grado, etcétera?
—pregunt6 Camila.

—A veces, en clase nos “volamos”, como dicen nuestros
alumnos, con enormes y extensos ejercicios y no le damos prioridad
al entendimiento basico de cada propiedad ni a su aplicaciéon que
sera en definitiva lo que afianzara el conocimiento del alumno. Y
cuando uno revisa un ensayo oficial de la PSU se da cuenta que las
preguntas tienen otro enfoque con respecto a lo que uno trabaja en
clases, un enfoque mas simple. Por ejemplo, en raices preguntan

algo como (5\/§ - x/EX\/g + 5\/5), es decir, una suma por su dife-
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rencia con rafces. Estoy seguro que en clase se han resuelto ejerci-
cios diez veces mas complicados que este.

—Pero si es asi, sgpor qué a los alumnos les va mal? —pregunto
intrigada Camila.

—Porque no ha habido suficiente comprension del tema, porque
los ejercicios que les damos, son resueltos y comprendidos por la terce-
ra parte del curso. Los otros dos tercios toman apuntes y memotizan
para las pruebas, y con eso les basta para ir aprobando, pero como se
dice “la memoria es fragil” y cuando llegan a cuarto medio y deben
enfrentarse a la PSU, se dan cuenta que no saben nada de matematica.

—Bastante lapidario tu comentario —senalé Camila.

—Bastante realista —le corrigié Daniel— y eso es lo que la edu-
cacién matematica actual pretende cambiar y de lo que nos hablaban
los profesores del curso que hicimos al inicio del afio escolar.

—Un gran tema —dijo Camila.

—Por ejemplo, en ecuaciones de segundo grado, hay que re-
solver ejercicios como X° +1=X+1; en ecuaciones de primer
grado, algo como 5-3- (2X+ 4) =30 y en sistemas de ecuaciones
nos dicen que X+ Yy =7a+30 yque X—y =7a—-3b, etc.

—Preguntas muy simples —reconocié Camila.

—Hasta en probabilidad, que nos preocupa tanto, se pueden
encontrar preguntas que podriamos denominar como “faciles”. Por
ejemplo: Si en tres lanzamientos de un dado sale un 5, ¢cual es la
probabilidad de que en el préximo lanzamiento salga un 5?

—Y de valor absoluto, ¢sale alguna pregunta? —consulté Camila.

—Una pregunta, que puede estar basada en la operatoria con
signos donde basta saber la definicién para resolverlo correctamente
—respondi6 Daniel. Por ejemplo —continué— dado:

fx)=3]1-x|-x
determinar f(-2)+£(-1). También la pregunta puede referirse a

la representacion grafica de la funcién valor absoluto, en especial
sobre su ubicacion en el sistema de coordenadas.

—De geometria, squé me puedes contar? —inquirié Camila.
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—Lo mismo que en lo algebraico, preguntas sencillas que bus-
can el conocimiento basico del alumno de los contenidos abordados
en la media. El Teorema de Thales, con la aplicacion de la misma
proporciéon que salfa antes en las pruebas especificas, por ejemplo
—dijo Daniel, dibujando en una hoja la tipica figura de Thales—, se
dan los valores de AP, AB, AC y nos piden determinar CD.

A
L
/ N

—Que es muy facil de determinar —sefialé Camila.

—Pero que también es el tipo de pregunta en el que mas se
equivocan los alumnos. Aunque que cada afio les advierto que esta
relacion de Thales va a salir en la prueba, algunos alumnos recono-
cen, que a pesar de las reiteradas advertencias, igual la tuvieron mala.

—¢Y por qué sera eso? —pregunté Camila.

—Ahora sé por qué —le respondié Daniel con firmeza en sus
palabras—. En el curso que tuvimos comprendi que mi unico objeti-
vo era que memorizaran el Teorema de Thales y jamas lo aplicamos
en alguna situaciéon problematica significativa para ellos, obviamente,
esta falta de aplicacion, hizo que lo olvidaran.

—En algunos ensayos vi varios ejercicios de circunferencia
—sefial6 Camila.

—Si —sefalé Daniel—, aparecen algunos referidos a los angu-
los inscritos y del centro. También sobre la proporcionalidad de
trazos en la circunferencia.

—Ufl Que tarde es—interrumpié Camila, mirando su reloj—,
la proxima reunion planificamos en detalle y gracias por ayudarme
en esto que es relativamente nuevo para mi.

—Cuando gustes —respondié Daniel despidiéndose de Camila.
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CALCULOS Y TEMBLORES

—iMe pillaron! —dijo Daniel cuando entré a la sala de profe-
sores y todos se miraron algo preocupados. {Me pillaron! —volvié a
repetir.

—:Qué te pasa Daniel? ;Algin problema? ¢ Te paso6 algor —las
interrogantes llovieron.

—Para ustedes, tal vez no signifique mucho, pero estoy mu

> gnitiq > P y muy

molesto.

—Seguramente mis alumnos de cuarto medio no se estin
comportando como debieran —expresé Sandra, la profesora jefe—.
Voy a tener que conversar con ellos.

—No, Sandra... el problema soy yo. jImaginate! Llevo como
veinte aflos ensefiando matematica y en medio de la clase un alumno
me pregunta... spara qué sirven los logaritmos? y apenas pude darle
una vaga explicacién.

Daniel, seco sus transpiradas manos y continué el relato.

—Todo el curso se dio cuenta que no sabfa mucho sobre el te-
ma —suspiré mortificado Daniel—, claro que me comprometi a
tenerles la informaciéon para la proxima semana, pero me duele no
haberlo investigado antes ya que esa es mi responsabilidad como edu-
cador. Piensen ustedes... Veinte afios trabajando con un contenido
del que manejo todas sus propiedades, tipos de ejercicios, graficas,
pero tengo escaso conocimiento sobre su utilidad.

Ya un poco mas tranquilo, se sentd y prepar6é un café y su
mente comenzé un viaje que nadie se atrevio a interrumpir.

Esa tarde se reuni6 con Camila y le contd todo lo sucedido.

—Lo que pasa Daniel —coment6 Camila— es que los jovenes
de hoy dia expresan su opinién sin temor y siempre quieren saber
los por qué y los para qué de las cosas. Afios atras, estoy segura que
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existfan las mismas dudas, las mismas ganas de preguntar, pero el
sistema tradicional de ensefianza no lo permitia.

—Lo peor es que yo tampoco me lo preguntaba —reflexioné
Daniel.

—Pero Daniel, si ta eres un producto de la educacion tradi-
cional, donde la memorizacién y el aprendizaje de reglas, eran leyes.
O acaso alguien durante tu educacién en la universidad te explicé el
por qué de cada contenido matematico — escudrifié6 Camila

—Francamente jamas —afirmé categéricamente Daniel.

—Pues a mi tampoco me lo ensefiaron, ni me inculcaron las
ansias de investigar y si algo he hecho, ha sido por iniciativa propia
—confes6 Camila.

—Creo que ha llegado el momento de actualizarse —concluy6
Daniel.

Esa mafana, Daniel lleg6 radiante. Tenia su esperada clase
con el 4° medio y junto a Camila habian investigado y preparado
todo muy bien. Serfa, al menos eso esperaba ¢él, una grata sorpresa
para este curso. Habfan elaborado una presentacion en PowerPoint
y se habfan dividido el trabajo para exponerla entre los dos. Y llegd
el momento.

“Estimados alumnos —comenzé Daniel— Como ustedes ven,
hay algunos cambios respecto a las tradicionales clases que habitual-
mente hacemos. Hoy nos acompafia la profesora Camila Bustamante,
quien me ayudd con esta investigacion que nacié de la pregunta de su
compafiero Héctor, sobre la aplicacion de los logaritmos en la vida
cotidiana. Debo reconocer que mi conocimiento sobre aplicaciones
logaritmicas era minimo y aunque me senti incémodo cuando me lo
preguntaron, me alegra mucho que lo hicieran, porque gracias a ello
he descubierto cosas maravillosas que me hacen amar cada vez mas lo
que hago y por supuesto mi asignatura. Comencemos”.

Y las palabras se hicieron faciles en la boca de Daniel. Una a
una las diapositivas iban apoyando lo que decfa.

—Cuando yo era estudiante...

—Uuuuuh! —bromed inmediatamente el curso y todos se rieron.
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—Bueno, —recomenzé Daniel—, cuando yo era estudiante,
habitualmente tenfamos que efectuar calculos de expresiones bastan-
te complejas tanto en matemadtica como en fisica y quimica. En ese
tiempo, tenfamos una gran salvadora, que no era la calculadora que
ustedes manejan usualmente ahora, si no una tabla de logaritmos. A
través de las propiedades, reduciamos todas las operaciones a otras
mas sencillas, en general a sumas y restas. Por ejemplo, la expresion

03 203
5/—— la resolviamos del siguiente modo: Hacfamos X =% —— lo
15
03
que equivale a2 logXx = logs E Aplicando propiedades de los

1
logaritmos se obtiene 10gX = g(0,3|092—|ogl,5). En nuestras

tablas logaritmicas buscabamos los valores del log2 y log1,5 —Daniel
mostré a todo el curso el ya estropeado libro con tablas logaritmi-
cas—, obteniéndose para nuestro ejemplo, al resolver las
multiplicaciones y divisiones, que log x =—0,01714. Finalmente bus-
cabamos en nuestra tabla ese valor y asi determinabamos que 0,9613
era el resultado de la expresion dada.

—O sea que la gran utilidad de los logaritmos es la posibilidad
de simplificar los calculos —afirmé Héctor desde su puesto.

—Correcto —confirmé Daniel—. Durante el siglo XVI, la reali-
zacion de calculos complicados se presentaba en asuntos mercantiles y
trigonométricos, relacionados con la navegaciéon o la agrimensura.
Entonces, los técnicos y cientificos, cuando tenian la necesidad de
realizar numerosos y complejos calculos, lo hacian utilizando las tablas
de logaritmos.

—Eso significa que los logaritmos ya estan obsoletos hoy, por
los medios tecnolégicos que tenemos —concluy6 Sofia.

—Pues yo también pensaba lo mismo Soffa —reconocié Da-
niel—, pero, al investigar me llevé grandes sorpresas y esto es lo que
les mostraremos con Camila.
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—Primero, es conveniente que ustedes conozcan algunos an-
tecedentes histéricos sobre los logaritmos —indicé Daniel—.

La invencién de los logaritmos se atribuye al escocés John Na-
pier, quien los publicé por primera vez en 1614. Paralelamente a
Napier, los descubria también el suizo Joost Biirgi, un matematico y
relojero suizo, quien elaboré las primeras tablas logaritmicas, conside-
rando la base 1,0001. Afios después, por 1624, Henry Briggs, en
colaboracién con Napier, construyeron una tabla de logaritmos de
base 10, las cuales tenian hasta 14 cifras decimales. En los tltimos
tiempos se emplearon tablas de cinco y cuatro digitos porque los cal-
culos eran mas rapidos y con esos decimales bastaba para la mayoria
de los célculos, como el texto de tablas logatitmicas que hoy traje.

—Ahora, dejaremos que la profesora Camila nos entregue mas
de los antecedentes encontrados respecto de los logaritmos.

—Como bien decfa Daniel —introdujo Camila—, a veces los
profesores nos preocupamos mucho de dominar los contenidos y
los diversos ejercicios que se pueden realizar de cada tema, pero
dejamos de lado lo que quizas mas le interesa a ustedes; como los
origenes y la utilidad de la matematica. Hacia ese punto va, lo que

ahora les voy a mostrar y comentar.

Camila comenzé su exposicion con la proyeccion de unas
diapositivas bastante particulares, que no parecian relacionarse con
matemética. Estas mostraban los efectos devastadores de algunos
terremotos ocurridos en el mundo. Los alumnos y alumnas, a esa
hora estaban muy atentos, sorprendidos y un poco confundidos con
lo que vefan. Y la pregunta no tardé en aparecer...

—Profe... —se escuch6 la voz de Soffa—. Y esto, ¢qué tiene
que ver con los logaritmos?

—Se los aclaro de inmediato —respondié Camila—. Para deter-
minar la ubicacion y la fuerza de un terremoto, los cientificos utilizan
un sismografo, que esta equipado con sensores que detectan el movi-
miento del suelo causado por las ondas sismicas. Estos movimientos
sismicos del suelo se miden en tres direcciones: de arriba abajo, de
norte a sur y de este a oeste. Los sismografos producen lineas ondula-
das que reflejan el tamafio de las ondas sismicas. El registro de estas
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ondas se puede imprimir, grabar, o guardar en un computador. La
intensidad de un terremoto es medido con la Escala de Mercalli,
mientras que la magnitud se mide con la Escala de Richter.

Los alumnos no se perdian detalle de la exposicién y mientras
Camila continuaba con su presentacién, Daniel se daba cuenta que
esa clase era lo que siempre habfa buscado para lograr el interés de
sus alumnos por aprender la matematica.

—Sobre la Escala de Richter les quiero hablar.

Es una escala nombrada asi en honor de Charles Richter, un
sismoélogo estadounidense que vivié entre el 1900 y 1985 y que esta
basada en... —Camila hizo una gran pausa— los logaritmos. Richter
desarroll6 su escala en la década de 1930, donde calculé que la mag-
nitud de un terremoto puede ser medida mediante la férmula

M =log,, A+ 3log,, (8At) — 2,92

En esta féormula, A es la amplitud en milimetros y t, el tiempo
en segundos. Se asigna una magnitud arbitraria, pero constante a
terremotos que liberan la misma cantidad de energia. En algunos
textos también se utiliza la férmula:

a
M =B+log,, T

En esta otra, a es la amplitud del movimiento del suelo en mi-
cras, medida por la estacién receptora, T es el periodo de la onda
sfsmica en segundos y B, un factor relacionado al debilitamiento de
la onda con el incremento de la distancia al epicentro.

— El uso del logaritmo en la escala es para reflejar la gran can-
tidad de energia que se desprende en un terremoto. El logaritmo
incorporado a la escala hace que los valores asignados a cada nivel
aumenten de forma exponencial, es decir con un multiplicador, y no
de forma lineal.

—¢Me permites, Camila? —interrumpi6 Daniel.

—Por supuesto, adelante —respondio la profesora.

—Quiero agregar una informacién que considero importante
para los chilenos especialmente y es que la mayor liberacién de ener-
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gia que ha podido ser medida fue durante el llamado Gran Terremo-
to ocurrido en la ciudad de Valdivia, el 22 de mayo de 1960, el que
alcanzo6 los 9,5 grados en la escala de Richter.

—Gracias Daniel! Excelente aporte —expres6é Camila.

Y para que no tengan confusiones, en 1902 el sismoélogo ita-
liano Giusseppe Mercalli cre6 una escala de intensidad, que en 1932
fue modificada por Harry Wood y Frank Neumann, creando asi la
Escala de Intensidad Modificada de Mercalli, de la que seguramente
han escuchado hablar. Esta escala no tiene una base matematica,
sino que esta compuesta por 12 niveles de intensidad ascendentes,
basados en los efectos observados que van desde el movimiento
apenas perceptible, hasta la destruccién catastréfica. Los grados de
la escala de Mercalli se expresan en nimeros romanos.

—Bien queridos alumnos —dijo Daniel— la clase ha llegado a su
fin. Camila y yo, esperamos que hayan comprendido lo referente a la
aplicacion de los logaritmos y que, gracias a la consulta de su compa-
filero Héctor, salié a la luz. Desde ya, les anunciamos que no es la
unica aplicaciéon que tienen, hay muchas otras, que en algiin momento
conoceran. Estoy seguro que desde este instante ustedes veran los
logaritmos y tal vez la matematica desde otro punto de vista.

Un gran aplauso llené la sala de positivismo y de alegria. Los
alumnos se abalanzaron sobre Camila y Daniel y los cubrieron de
preguntas y de opiniones sobre lo expuesto.

Mas tarde Daniel y Camila se reunieron a tomar un café jun-
tos, en la sala de profesores e intercambiaron opiniones sobre lo
expuesto en la clase y el recibimiento por parte de los alumnos. No
podian ocultar su satisfaccion y resolvieron que en el proximo Con-
sejo de Profesores relatarfan la experiencia a todos sus colegas.
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FRACCIONES CONTINUAS

—Planifiquemos la clase de fracciones continuas —propuso
Daniel

—Si, ese tipo de ejercicios me gusta —expresé Camila—, por-
que aparte de la operatoria con fracciones que hay que ir resolviendo
es fundamental el orden al anotar el proceso. Debemos insistir en
que lo hagan paso a paso y en meticuloso orden.

—Estoy de acuerdo contigo. Siempre que debo pasar este con-
tenido llevo plumones de diversos colores para explicar, marcando el
paso que se esta realizando —explicé Daniel.

—Es una buena idea —reconocié Camila—. Resolvamos algu-
no y nos ponemos de acuerdo en la explicacién que vamos a dar.

—Bien — dijo Daniel y anot6:

-t
2
3
1+
4

—Lo primero es insistir en que el sigho mas o menos va a la
misma altura de la linea fraccionaria —sefalé Camila—. Eso muchas
veces se considera intrascendente, pero para el que esta aprendiendo
es fundamental.

—Tienes razén — apoy6é Daniel — y también, ubicar correc-
tamente el signo igual. Comencemos el desarrollo efectuando 1+ —

lo que nos da:
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1_1+2 i
7

4

—Aqui es donde les insisto a mis alumnos sobre la importan-

cia del signo frente a la linea de fraccion, ya que 1+ = se puede

7

4

prestar para confusiones —aclaré Camila.

—También yo hago lo mismo e incluso les pido que la linea
principal, es decir, la que esta bajo el 2, la hagan mas larga que la otra
o que la remarquen mas. Sigamos:

PNt R
1.8 15 7 15 15
7 7

—Bien, eso es todo. Es importante que este tipo de ejercicios,
queden claros para su posterior aplicacion algebraica —concluyé
Camila.

—Un momento —djijo Daniel— esto atin no termina.
—A qué te refieres? —pregunt6 Camila intrigada.

—A que ahora haremos el proceso inverso —sefial6 sonriente
Daniel.

—¢C6mo es eso, jamas lo he hecho?

—Facil. Démosle una fraccion cualquiera, por ejemplo — y

11

observa a lo que se puede llegar:

4 1 1 1 1 1
1 i 2+§ 2+i 2+11 2+ 11
4 4 — 1+— 1+ —
3 3 2+1
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—Qué hermoso! —exclam¢é Camila— jamas lo habia pensado
ni trabajado de ese modo. Te felicito.

—No, al que tienes que felicitar es a Gauss —sefialé Daniel—,
que fue el primero en preocuparse del estudio de la parte fraccional
en el desarrollo de un nimero en fraccién continua.

—Un excelente aporte —reconocié Camila—. Con esto, mas lo
que contiene el texto, ya tenemos material para nuestra proxima
clase.

—Y ademas les puedes agregar que, una pregunta de la PSU
de matematica del afio pasado, era de fracciones continuas. Hasta se
la puedes dar.

—Y td la tienes? —pregunté entusiasmada Camila.

—No solo la tengo, me la aprendi de memoria, porque es muy
simple.

Daniel cogié un papel y casi sin pensar, anoto.

1
1+ N
1

1+ —
1+1

—:Qué te parece?
—iExcelente! Estoy segura que me van a decir que la PSU es
facil —sefial6 Camila.

—Te aseguro que con una buena preparacion desde primero
medio, eso es cierto —concluy6 Daniel.
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ASESINATOS Y FOSILES

Dos dias después y motivado por la exposicién hecha en el 4°
medio, Daniel decidié hacer la misma labor en el Plan Diferenciado
de 4°, considerando que alli estaban los futuros hombres y mujeres
de la matematica, en especial de la ingenierfa. Con ellos, los conteni-
dos se trabajan con mayor profundidad, pero adoleciendo de la
misma falta de conocimientos historicos y de aplicacion que el plan
comun.

Buenos dias mis queridos matematicos y matematicas —saludé
Daniel— con una amplia sonrisa que denotaba su buen animo.

“Buenos dias profe” —contestaron a coro los alumnos—, pero
no hay que negar que les llamaba la atencion la espontanea alegria
que mostraba su maestro.

—¢Seguimos con la gufa? —pregunto Boris.

—Por el momento, vamos a dejar de lado el desarrollo de esa
gufa y vamos conversar sobre asesinatos.

—:De qué sefor? —pregunté Diana— Escuché mal o dijo ase-
sinatos.

—Exactamente eso dije —confirmé Daniel.

El profesor no cabfa de gozo al ver las caras de sorpresa de
sus alumnos y de cémo se acomodaban en su asiento, preparandose
para escuchar atentamente lo que relatarfa a continuacion.

—Recuerdan que hace algunos dias analizamos el numero e?
—y escribi6 en la pizarra una gran e— En el plan comun dijimos que
e, es el unico nimero real cuyo logaritmo natural es 1 y en nuestro
electivo conocimos a e como el limite de la sucesion de término ge-

neral |14+ = | y que su valor aproximado es 2,71828..., pero en
n
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ambas situaciones jamas hablé de su utilidad practica, que son mu-
chas, ni tampoco del entorno histérico en el que se determiné. Eso
quiero hacer ahora.

—O sea profe, algo similar a lo que hizo en la clase de loga-
ritmos —concluyé Boris.

—Exactamente —respondi6 Daniel.

Las mas variadas expresiones se escucharon en la sala: “qué bue-

25 <<

no”, “que entretenido”, “esto le hacifa falta a nuestras clases”, etcétera.

—El primer estudio sistematico del numero e se divulga en
1748, con la publicacion de “Introductio in Analysin Infinitoruns” de
Euler, en el cual por primera vez se muestra como una suma infinita
que crece mondtonamente se puede usar para definir un nuevo na-
mero real. —comenzé exponiendo Daniel.

—Seflor, ¢la letra e es por Euler? —pregunté Diana.

> ¢ p pregu

—Obvio, si él lo cre6 —le respondié Diego.

—No tan obvio Diego —aclaré Daniel— Se cree que la letra e
fue sugerida por Euler por ser la primera letra de la palabra expo-
nencial. Y aprovecho de contarles que el uso de la letra griega pi, se
debe también en gran medida a Euler, porque aunque esta habia

sido mencionada en una obra antes que Euler naciera, fue él con sus
populares escritos quién extendié su uso en forma universal.

—Qué interesante, eso tampoco lo sabifamos —coment6 Alex.
—Y para mayor conocimiento, les agrego que la letra i, que

representa a la +/—1, también la introdujo Euler, casi al final de su
vida. Y que cuando dibujan un tridngulo y designan sus lados por las
letras minudsculas a, b y ¢; y sus vértices por A, B y C, también es por
Euler.

—Soy un nuevo admirador de Euler —dijo Diana sonriendo.

—Cuando iniciamos la clase —recordé Daniel— lo hice con
una palabra que es muy extrafio que se utilice en una clase de mate-
matica; asesinato. Pues ahora conoceremos como podemos aplicar el
nimero e para determinar el momento de la muerte, ya sea en un
asesinato o en un fallecimiento cualquiera.

—Primero, conozcamos algunas cuestiones previas.
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“La velocidad a la que se enfrfa un cuerpo es proporcional a la
diferencia entre la temperatura del objeto y la temperatura del entor-
no. Esto no es algo que haya inventado yo —dice Daniel, sonriendo—,
sino que corresponde a una ley de Newton sobre el enfriamiento. Por
lo tanto, cuando un objeto esta mucho mas caliente que el aire exte-
rior, se enfrfa muy rapidamente; mientras que cuando un cuerpo esta
un poco mas caliente que su entorno, su velocidad de enfriamiento es
baja y se enfrfa lentamente.” ¢Se entiende lo que estoy explicando?
—inquirié Daniel.

—Si profe, algo de eso hemos visto en fisica —respondié Alex.

“Agreguemos que una persona viva no se enfrfa continuamente
y que la temperatura del cuerpo es alrededor de los 36°C, equivalente
a 98,0°F. Pero una persona muerta deja de producir calor y su enftia-
miento sigue la ley de Newton que se aplica con la férmula
matematica siguiente:”

Tcuer -T,
_ po aire
T - Taire + ek.t

En esta férmula, T es la temperatura, t es el tiempo en horas
después de medianoche y k es una constante.

—¢Qué les parece? —pregunt6 Daniel.
—Muy interesante —expres6 Boris. ¢Nos puede dar un ejemplo?

—Por supuesto —respondié Daniel, ahora bien preparado en
temas de aplicacion. Eso es lo que viene a continuacién, de acuerdo
a mi planificacion.

La policia — comenzé su ejemplo Daniel—, fue llamada por
los vecinos de una poblacién, informandole que se habia encontrado
un cadaver en la via publica. Esa persona habia sido asesinada de
dos disparos y se sospechaba que en un ajuste de cuentas entre nar-
cotraficantes. Al tomarse su temperatura resulté de 84° F y la
temperatura del aire era de 67° F. Con estos datos, la policia logrd
determinar el momento de su muerte.

Daniel hizo pasar a la pizarra a Diana para que hiciese los cal-
culos pertinentes. Y asf los hizo ella:
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cuerpo
aire + k-t

e
840670

0,5207t
e

T

aire

98,6°= 66°+

17°

0,5207t
e

326=

oson _ 17°
- 326°
e = 0,5214
Aplicando logaritmos resulta, —continué desarrollando Diana.
0,5207t Le = L(0,5214)
0,5207t =—0,6512
t=_ 0,6512

=———— =—1,25 horas =—75 minutos

0,5207

—En conclusiéon —expresé Diana—, gracias a la ayuda del
nimero e y los logaritmos la policia sabe que esta persona muri6 75
minutos antes de las doce de la noche, es decir, a las 22:45 horas.

—iMuy bien, Diana! ¢Qué les parece lo que hemos visto?
—iEspectacular! —respondié Diego.

—Ahora, practiquen esta interesante aplicaciéon de la matema-
tica, desarrollando algunos ejercicios similares —ordené Daniel.

—Seflor, no sé si tiene que ver —dijo Emilio—, pero asi como
se calcula el tiempo que lleva muerta una persona, ¢se podria calcular
la edad de los fésiles o de los huesos desenterrados en una excava-
cién arqueologica?

—Si, —afirmé Daniel—, pero no con el mismo método que se
acaba de explicar. Ello se efectia a través del procedimiento de data-
cién por el Carbono-14.

—Seflor, ¢y en ese procedimiento también esta involucrada la
matematica? —pregunt6 Boris.
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—Nunca tanto —le dijo Diana.

—Parece increible Diana, pero si —confirmé Daniel— El pro-
ceso de datacion por Carbono-14, esta relacionado con las funciones
exponenciales y los logaritmos neperianos o naturales.

—Nos podria explicar como se realiza? —consulté Alex.

El carbono-14 o radiocarbono, es un isétopo radioactivo del
carbono —expuso Daniel. —Supongo que han visto esto en quimica
—pregunto al curso casi afirmando que deberfan poseer este apren-
dizaje previo. Todos asintieron con un movimiento de cabeza,
aunque con algo de inseguridad.

Y su caracteristica —continué Daniel—, es que se produce re-
gularmente en la atmoésfera bajo la influencia de las radiaciones
solares. Tiene un periodo de desintegracion de 5.730 afios.

—Profe, ¢qué quiere decir eso? —consultéd Ignacio.

—Que a los 5.730 afios de la muerte de un set vivo, el carbono-
14 se ha reducido a la mitad en los testos fosiles, a los 11.460 afios, a
la cuarta parte, a los 57.300 afios es de tan solo el 0,01% del que tenfa
cuando estaba vivo y asi sucesivamente hasta su total desaparicion
—respondi6 el profesor. Hizo una pausa para que todos interiorizaran
la explicacion y luego continué explicando. —Sabiendo la diferencia
entre la proporcion de carbono-14 que debetfa contener un fésil si
aun estuviese vivo, que es semejante a la de la atmosfera en el mo-
mento en que murié y la que realmente contiene, se puede conocer la
fecha de su muerte de forma bastante exacta.

—¢Y cémo miden los cientificos la cantidad de carbono-14 en
un fo6sil? —volvié a preguntar Ignacio, muy concentrado en el tema,
actitud que no era muy habitual en éL

—Incineran un fragmento pequefio —explic6 Daniel— para
convertirlo en gas de diéxido de carbono. Se utilizan contadores de
radiacion para detectar los electrones emitidos por el decaimiento de
carbono-14 en nitrégeno. La cantidad de carbono-14 se compara con
la de carbono—12, forma estable del carbono, para determinar la can-
tidad de radiocarbono que se ha desintegrado y asf datar el f6sil.

—Y doénde aparecen los logaritmos? —insistié en preguntar
Ignacio.
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—En la férmula que permite calcular la antigiiedad de una
muestra —respondié Daniel y anoté en la pizarra:

()
n N
N,
t=——-1;
~0693
—El simbolo Ln —sefialé Daniel, explicando la férmula— sa-
N
bemos que corresponde al logaritmo neperiano, ——es el

(o]
porcentaje de carbono-14 en la muestra en relacién con la cantidad

existente en el tejido vivo, donde N; corresponde al carbono-14
final del fésil y N, el carbono-14 original del tejido vivo. El perio-
do de desintegracion del carbono-14 se simboliza por 1

2

—Desarrollemos un ejemplo para que nos quede mas claro
—propuso Daniel.

Tenemos un f6sil con un 10% de carbono-14 en relacién con
una muestra viva. ¢Cual serfa su antigiiedad?

—:Quién quiere pasar a hacer los calculos? —dijo Daniel,
ofreciendo el plumén de pizarra.

—Yo sefior —dijo Boris, poniéndose de pie, calculadora en
mano y aceptando el desafio de su profesor.

—Es solo reemplazar los valores —explicé y, con mucha segu-
ridad, anoto en la pizarra:

t= In0.10 .5730anos
~0,693

t=_ 2’303.5730aﬁos
~0,693

t = 3,323 5730anos
t =19.040 afios
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—iMuy bien! La respuesta es correcta y con este ejercicio,
hemos terminado por hoy. Los felicito por el interés con que han
participado. Ha sido una clase muy beneficiosa. Eso se los aseguro
—finaliz6 Daniel.
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PLACAS PATENTES

—Escucharon la semana pasada la informacién sobre las pla-
cas patentes de los automéviles? —pregunté Daniela a instantes de
haber ingresado al aula de 2° medio.

—Yo lo escuché —dijo Pamela—, era sobre un cambio que le
van a hacer a las patentes, agregandole una letra o un nimero, pero
no lo tenfan decidido todavia.

—Y por qué? —pregunté Romina
—Porque ya se les acabaron todas las combinaciones de paten-
tes —respondié Pamela.

—En las noticias —dijo Alvaro— sefialaban que van a empezar
a traer autos de China y muy baratos, por lo que mucha gente podra
comprarse uno, as{ que la cantidad de autos va a aumentar conside-
rablemente, por eso le van a faltar placas patentes.

—Pues la clase de hoy —sefial6 Daniel— trata sobre ese tipo
de problemas y muchos otros que son de clara aplicacion en la vida
cotidiana. Me refiero a la Combinatoria.

—Suena interesante —sefialo Esteban.

—Y lo es —respondié Daniel— Ya veran por qué. Esperd que
todos se sentaran hasta que el silencio anuncié la hora de empezar la
clase.

Un grupo de 7 amigos —comenz6 diciendo Daniel—, va a un
restaurante a cenar. Una vez que estan ubicados en una mesa, llega el
garzoén y antes de ofrecerles el mend, les dice que anoten en un papel
el orden en el que estan y que el proximo mes vayan nuevamente a
cenar y que se sienten a la mesa, pero en otro orden y que vayan el
tercer mes y que se sienten en un orden distinto a los meses anteriores
y asf sucesivamente. El garzon les dijo que una vez que cada uno se
haya sentado en todos los puestos posibles, podrin pedir todas las
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exquisiteces que quieran, porque las cenas de ahi en adelante, seran
totalmente gratis. L.os comensales aceptaron y se fueron felices pen-
sando en que muy pronto podrian comer sin pagar un peso.

Daniel tomé un respiro y ante la expectativa de todos lanzoé la
pregunta:

—:Cuanto tiempo transcurrira para que los 7 amigos puedan
empezar a comer gratis?

Los alumnos, comenzaron a calcular mientras Daniel respondia
individualmente las consultas sobre los diversos procedimientos que
estaban realizando.

—Seflor, creo que van a tener que ir en silla de ruedas a la cena
—dijo Maribel sonriendo—, me sali6 como en 60 afios mas. Claro que
ocupé una hoja completa con sumas y multiplicaciones, espero no
haberme equivocado.

—Dejen hasta allf sus procedimientos —sefial6 Daniel— es su-
ficiente con todos los esfuerzos que han hecho para tratar de
resolver el problema. Este problema se resuelve, siguiendo un méto-
do de calculo, igual que el de las patentes que se comentaba al inicio
de clases. Y estos “métodos que simplifican los calculos” son los que
vamos a estudiar ahora.

—De Punta Arenas a Puerto Montt —dijo Daniel— hay 3 empre-
sas aéreas y 5 de transporte terrestre. Si quiero enviar una encomienda
por via aérea o terrestre, scuantas posibilidades tengo para enviarla?

—Eso es facil —dijo Romina— son 3 + 5, o sea 8.

—Correcto —le confirmé Daniel— y esto se llama “Principio de
Adicion”; el cual afirma que si dos operaciones son mutuamente ex-
cluyentes, es decir, si s6lo una de ellas puede ocurrir y, si la primera se
puede hacer de m maneras diferentes y, la segunda operacion se pue-
de hacer de n maneras diferentes, entonces hay m-+n maneras de
realizar la primera o la segunda operacion.

—Consideremos la siguiente situacion —prosiguié Daniel—: De
Valdivia a Temuco hay 2 carreteras por las que se puede viajar y de
Temuco a Santiago 5 carreteras. ¢Cuantos caminos puedo tomar si
quiero ir de Valdivia a Santiago?
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—7, sefior —respondié Mario.
—Piensa un poco mas tu respuesta Mario —aconsej6é Daniel—,

no es la misma situacion anterior.

—Ya lo tengo sefior —dijo Sofia— Hice un dibujo, como usted
siempre nos recomienda, y fui tirando lineas de V a T y luego de T a
S. Me resultaron en total 10 caminos.

—Perfecto —dijo Daniel. ;Mario, entendiste lo que explico tu
compafiera?
—Si sefor, también me hice un dibujo.

—Anoten entonces —seflal6 Daniel— Si un hecho se puede
realizar de m maneras diferentes y si en cada caso, un segundo

hecho se puede realizar de n maneras diferentes, entonces hay
maneras de realizar ambos.

—Volvamos a nuestra noticia —dijo Daniel. Supongamos que
Chile decide hacer patentes que contengan 2 letras y 2 numeros,
¢cuantas placas patentes podrian hacerse?

—c:Cuantas letras debemos considerar? —pregunté Esteban
—26 letras —le respondié Daniel.
—¢Se pueden repetir las letras y los digitos? —consult6 Lorena.

—Si —respondié Daniel— y consideren que una placa patente
puede tener un numero que sea 05, por ejemplo.

—Listo sefor, salen 67.600 placas patentes —concluyé Pame-
la—, pero son muy pocas para un pafs.

—Exactamente —dijo Daniel— Por eso el afio 1985 se dicta
una Ley del Transito, la que dispuso la creacién de un Registro Na-
cional de Vehiculos Motorizados, donde se determina que las
patentes constarfan de 2 letras y 4 nimeros. Calculemos entonces,
cuantas placas patentes se pueden elaborar con ese formato.

—Como hay que multiplicar 262610101010 —dijo Ra-
quel— basta con agregar 2 ceros al resultado del ejercicio anterior.

—O sea 6.760.000 placas patentes —agreg6 Esteban.

—Segun lo que anunciado en las noticias, se evalian varias al-
ternativas —informé Daniel— Una de tres letras y cuatro numeros,
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otra con cuatro letras y dos numeros y otras mas. Calculemos la canti-
dad de placas patentes que consideran 3 letras y 4 numeros, que al
parecer tiene la mayor opcién de establecerse.

—Ah{ s que aumenta la cantidad de placas patentes —coment6
Romina— me dio en total 175.760.000.

—Por eso se quiere elegir ese formato —agregd Daniel—, por-
que sus combinaciones duraran, por lo menos, unos 20 afos y es
mas facil recordatlas.

—Seflor, st yo fuera la encargada no elegiria la opcion de 3 letras
y 4 nimeros, optarfa por la de 4 letras y 2 nimeros —sefialé Soffa.

—Podrias explicar tu punto de vista? —pregunté Daniel

—Al multiplicar 26 *26 26 -26 10 - 10 resultan 45.679.600.
Eso si, —acot6 Soffa— eliminarfa las vocales para evitar en alguna
patentes palabras inadecuadas.

—Excelente tu analisis, Soffa —felicité Daniel.

—Seflor, ¢usted sabe cuintos autos piden su placa patente al
afio? —pregunt6 Esteban.

—Por ahi lef que anualmente se inscriben unos 150.000 nue-
vos vehiculos.

—Como el nimero de letras va a variar —dijo Romina—, giran
a cambiar el tamafio de la patente?

—Por lo que escuché, creo que no. Se mantendra el tamafio de
la placa, que para su informaciéon es de 37,5 centimetros de ancho
por 13 centimetros de alto.

—¢Y cémo sabe eso, senor? —pregunto6 sorprendido Alvaro.

—Pues midiéndolo —respondié sonriente Daniel— o ¢nunca
les habia entrado la curiosidad por saberlo?

—Francamente no, seflor —respondi6 Alvaro.

—Antes de continuar —dijo Daniel— les voy a explicar un con-
cepto que utllizaremos mucho en los contenidos que vienen a
continuacion, se trata del concepto de factorial. Este se define de la

siguiente manera, consideremos un entero n > 0, entonces n factorial,
expresado nl, se define por:
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nl=n-(n—-1)-(n-2)-(n-3)-...-3-2-1

Por ejemplo, 4! =4 -3 -2 -1 = 24. Resuelvan ustedes 5! —les
pidié Daniel—. Bien, ahora vamos al siguiente tema —anuncié Daniel.

Inici6 el tema, motivando con una pregunta.

“¢Cuantas palabras distintas, con o sin significado, se pueden
formar con las letras de la palabra ROMA?”

Los alumnos comenzaron a escribitlas, mientras Daniel reco-
rrfa la sala viendo las palabras que formaban. Roma, Amor, Mora,
Roam, etc.

—:Cuantas formaron? —pregunt6 en general Daniel.
—24 sefior —respondi6 Lorena.

—Y se puede determinar de otra manera para no tener que
estar escribiendo una por una? —pregunté Soffa.

—Por supuesto que si —dijo Daniel— Por eso les defini el con-
cepto de factorial, porque lo que acabamos de hacer se llama una pet-
mutacion y el calculo de todas las permutaciones posibles de un conjun-
to de n elementos, esta dada por la expresion. ..

Y en silencio recorria e interrogaba con su mirada al curso.
—n factorial —respondié Sofia.

—iExcelente! n factorial. Por consiguiente, scuantas palabras
se pueden formar con la palabra RATON?

—5 factorial —respondi6 Lorena y agregd pensativa— Pero...
qué pasa si hay letras repetidas?

—Analicemos —respondié Daniel— ;Cuantos nimeros de dos
cifras se pueden formar con los digitos 1 y 2?

—El111,12, 21 y 22 —contesté Pamela.
—Es decir, no es 2 factorial —concluyé Maribel.

—Veamos otra situacion. ¢Cuantas palabras, con o sin signifi-
cado se pueden formar con la palabra MAS?

—Me salieron 27, sefior —respondi6é Raquel.

—¢A alguien se le ocurre una conclusion? —pregunté Daniel.
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—Cuando usamos 2 cifras el resultado fue 4 y cuando utiliza-

mos 3 letras, dio 27 —respondi6 Soffa— Eso me recordd de
2 3
inmediato las potencias 2 y 3.

—En conclusion, las permutaciones con repeticion de n ele-
mentos tomados de n en n, se determinan por la expresion

n

PR,,=n"
—Sefior —dijo Lorena—, creo que tomoé mi pregunta por otro
camino. Yo preguntaba qué pasa si queremos determinar cuantas

palabras se forman con AMAR, por ejemplo, donde tenemos un par
de letras iguales.

—Hagamoslo y veamos qué ocurre —respondié Daniel.

Todos comenzaron a escribir las distintas palabras formadas

con la palabra AMAR.
—Salieron 12 —dijo Mario.
—¢Y silo hiciésemos con la palabra ALA? —pregunt6 Daniel.

Nuevamente se concentraron en determinar la cantidad de pa-
labras.

—Salen s6lo 3 —respondié Esteban.

—As{ es —sefalé Daniel—, porque el nimero total de permu-
taciones que podemos formar estd dada por la relacién

nl
=-———— donde a, b, ..., r; son las veces que estd repetido
akbl-...-r!
un elemento. Ejercitemos determinando el nimero de palabras que
podemos formar con la palabra PARALELEPIPEDO.

—Hay 3 letras P —dijo Raquel en la pizarra— 2 letras A, 2 le-
14

223"

tras L, 3 letras E, por lo que al reemplazar resulta P =

pero es muy grande para calcularlo.
—Esta bien Raquel, sélo dejemos la expresada la solucion.

Eso es todo por hoy —finalizé Daniel— La préxima clase con-
tinuaremos estudiando otros problemas de combinatoria.

_90_



VERIFICANDO MI DiGITO

—Profe, quiero hacerle una pregunta —dijo Angel— ;Cémo se
hace para determinar el digito verificador de la Cédula de Identidad?

—¢Y a qué se debe tu curiosidad? —pregunt6 Daniel.

—Es que anoche mi papa me pregunto si yo lo sabia calcular
—explic6 Angel— para ocuparlo en un programa de computacion
que esta haciendo. Yo le contesté que no sabfa, que eso no se pasaba
en el colegio y él me respondio: “eso es lo que deberfan pasar”.

—Creo que tu papa tiene razén —asintié Daniel— y es lo que
hemos iniciado este afio; la aplicacién de la matematica a situaciones
de la vida cotidiana. Y para que se lo expliques a tu papa, hoy voy a
ensenarles de qué modo se calcula.

—Ustedes saben —comenzé Daniel explicando— que el digito
verificador de una Cédula de Identidad puede ser 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7,
8, 9 y k. Para obtenerlo se debe seguir el siguiente algoritmo: En
primer lugar, hay que multiplicar todos los digitos de la Cédula de
Identidad, desde el ultimo, al primero por los numeros 2, 3,4, 5,6y
7, en ese orden. Una vez llegado a 7, se reinicia nuevamente la serie
desde 2 hasta el numero que complete nuevamente los digitos de la
Cédula.

—¢Puede dar un ejemplo, sefior? —pregunté Ester.

—Por supuesto, eso haré ahora y no sélo eso, ustedes van a
calcular el digito verificador de su propia Cédula de Identidad.

Todos comenzaron a buscar su carné.

—Con calma —dijo Daniel—, primero realicemos el ejemplo,
después vamos al de ustedes.

Mi Cédula de Identidad es 7.201.989. Determinemos el digito
verificador. Para eso multipliquemos como les explicaba antetior-
mente, es decir:
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9-2=18
8§ -3=24
9 -4=36
1-5=5
0-6=0
2-7=14

—Como ya llegamos a multiplicar por 7, debemos reiniciar la
serie con el numero 2:

7-2=14

—Con eso, terminamos de calcular todos los productos y aho-
ra hay que sumatlos, entonces 14+14+0+5+36+24+18, lo que nos
da 111. La tercera etapa es dividir la suma por 11.

—¢Siempre por 112 —pregunté Ricardo.

—S8i, asf es —respondi6é Daniel—, al dividir nos queda un resto,
que es 1. En definitiva, para determinar el digito verificador, se debe
encontrar la diferencia entre 11 y el resto de la divisién, en nuestro
caso, 11 — 1 = 10; cuando la resta es 10, como en este caso, el digito
verificador es la letra k.

Daniel pas6 su Cédula de Identidad, la que corrié por todo el
curso para que comprobaran el resultado obtenido. Las bromas no
se hicieron esperar, ya que la foto era antigua.

—Comprobemos otra Cédula de Identidad, ¢quién presta la
suya? —pregunté Daniel.

—Yo —dijo Estefania, pasandosela al profesor.

—EI nimero sin digito verificador —dijo Daniel, anotando en
la pizarra—, es 18.354.726; calculen su digito verificador.

Realizaron el procedimiento aprendido y Maria Paz, que habia
terminado antes que todos, se ofrecié a desarrollarlo en la pizarra.
Lo hizo dialogando con el curso, imitando la forma del profesor.

—Multiplicamos de acuerdo a la serie correspondiente y resulta
6-2=12
2:3=6
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7 -4=28
4 -5=20
5-:6=30
3-7=21
8§ -2=16
1-3=3

—Ahora, se suman los productos —prosiguié6 Marfa Paz— y
resulta 136. Se divide por 11 y da 12 de “cuociente” y 4 de resto. Se
resta el divisor 11 con el resto 4 y se determina que el digito verifi-
cador es 7.

—Correcto Marfa Paz, excepto por un pequeno detalle; segiin
la Real Academia Espafiola de la Lengua, se dice cociente y no “cuo-
ciente” —rectific6 Daniel—. ILa palabra “cuociente” es una expresion
anticuada.

—Sefior —preguntd Ricardo—, en sus tiempos... scémo se en-
sefiabar

—Bueno, jcontinuemos con la clase! —exclamé Daniel- tras la
bromista alusioén a su edad, provocando la risa de sus alumnos.

—Seflor, Jen qué situacion el digito verificador es 07
—consulté Nicol.

—Cuando el tresto de la division es 0, o dicho de otro modo,
cuando la diferencia entre el divisor y el resto es 11 —respondié Daniel.

—¢Hay otra forma de determinar el digito verificador?
—pregunt6 Andrés.

—Si —contesté Daniel—, pero por ahora basta con el que es-
tudiamos. Aprovecho el tema para decir que las patentes que se
asignan a los automéviles en nuestro pais, también se trabajan con el
mismo procedimiento.

—ILLa tnica diferencia —siguié Daniel— es que al determinar la
resta entre el divisor y el resto, el valor obtenido corresponde a una
dupla de letras que deben buscarse en una tabla que posee el servicio
de Registro Civil e Identificacion.
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¢VARIACIONES O COMBINACIONES?

—Resuelvan la siguiente situacion: En una carrera de 400 me-
tros participan 3 atletas. (De cuantas formas distintas pueden ocupar
los tres primeros lugares? ¢Y de cuantas si son 4 atletas?

Los alumnos del Segundo Medio A, se concentraron en el
problema planteado y en algunos minutos ya lo tenfan resuelto.

—En el primer caso, salen 6 posibilidades distintas de ocupar
los tres primeros lugares —contesté Lorena—, mientras que en el
segundo son 24 formas.

b

—Muy bien y ¢cuantas formas habran si son 5 atletas?
—consulté Daniel.

Por un instante todos los rostros se vefan algo pensativos,
después... la mayoria comenzo6 a calcular o a buscar las posibilida-
des, anotando una por una.

—Son 60, sefior —contesté6 Raquel—, pero salié super largo
porque lo hice uno por uno.

—Ya hemos hecho el calculo para 3, 4 y 5 atletas. Ahora quie-
ro que lo calculen para 6, pero utilizando alguna férmula que ustedes
puedan crear para este tipo de situaciones.

Después de varios minutos, comenzaron a aparecer las prime-
ras conclusiones.

—Profe, —dijo Maribel— creo que tengo la respuesta, pero ne-
cesito saber como se llama este tipo de ejercicios.

—Variaciones o Arreglos —respondié Daniel.

—Gracias —dijo Maribel y anot6 algo en su cuaderno—, como si
la respuesta del profesor fuera lo que le faltaba para concluir el ejercicio.

—:Cuantas formas de ocupar los tres primeros lugares te dio?
—pregunt6 Daniel a Maribel, para verificar la respuesta de la alumna.
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—120 formas y con una férmula que inventamos entre Pamela
y yo —respondi6 feliz y orgullosa.
—Pasa adelante y explicanos cémo determinaron la férmula.

—Primero —comenz6 explicando Maribel—, nos fijamos que
en el primer caso daba 6 y pensamos en 3! que es 3 21; vimos que
el siguiente daba 24, que equivale a 4! 0 sea 43 2-1. Ahi ya pensa-
bamos que tenfamos la respuesta, pero al comprobar el siguiente con
5!'nos dio 120 y no 60 como realmente es. Eso significaba que o se
restd algo o se dividié por algo. Después de probar diversas situa-
ciones nos dimos cuenta que se tenfa que ir dividiendo por otro

nl
factorial y alli concluimos la férmula siguiente V,, = m la
’ n—K¢

sefialamos por V por ser variaciones, donde n es el total de elemen-
tos y k el grupo de elementos que se consideran.

—Muy bien, esa es la formula correcta. Andtenla en su cua-
derno —ordené a la clase Daniel—. Felicito a todos por el trabajo
realizado.

—Ahora resolvamos lo siguiente: ;Cuantos numeros de tres
cifras pueden formarse con los digitos 5y 7?

. 3 ~ 12 ,
—Salieron 8, o sea 2” —sefialé Soffa.

—Perfecto. Y ahora, ¢cuantos numeros de 4 digitos se pueden
formar conel 2yel 3?

—106, sefior —contesté Esteban.

—¢Cual es la conclusiéon con respecto a estas variaciones?
—pregunt6 Daniel.

—Estas serfan variaciones con repeticion —explicé Soffa— y
para estos casos ya no se usa la férmula anterior, habrfa que utilizar

VR, =n*

—Me alegra mucho que estén estableciendo las formulas gene-
rales por sus propios medios —les dijo Daniel— Ahora les voy a
plantear una nueva situaciéon problematica y trataremos de llegar a
determinar su férmula general.
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Busco sus apuntes y escribi6 el problema en la pizarra, mien-
tras iba leyendo.

—:Cuantos grupos de 3 alumnos se pueden formar con 5
alumnos? Resuelvan.

Comenzaron a solucionar lo planteado y al poco tiempo ya lo
habfan hecho todos.

—Se pueden formar 10 grupos, sefior —respondié Alvaro.

—De acuerdo —aprobé Daniel—, ¢y si fuesen grupos de 4 con
5 alumnos? ¢Y grupos de 2 con 5 alumnos? Analicen y luego deter-
minen la férmula general.

—Ya obtuvimos los resultados, pero no logramos determinar
una férmula —dijo Raquel.

—Es que no siempre es facil determinar una férmula con tan
pocos ejemplos. Para llegar a ésta, tendriamos que desarrollar mu-
chos mas. En esta parte les voy a ayudar ya que el tiempo también es
un problema. Podemos determinar las combinaciones considerando

nl
la formula: G = ——

kM(n—k)
—No era tan dificil —dijo Mario.

—Seflor, no entiendo la diferencia entre variaciéon y combina-
cién —expresé Lorena.

—Te explico. Cuando trabajamos con permutacion se debian
combinar todos los elementos dados, o sea, con el 1, 2 y 3 forma-
bamos los numeros 123, 132, 231, 213, 312, 321. En los casos que
vimos hoy, se considera una parte de los elementos dados, es decir,
nos dan 4 elementos y hay que juntarlos en grupos de 2, de 3, pero
no de 4, porque entonces pasaria a ser una permutacion. ¢Estd todo
claro hasta aqui?

—S8i, sefior —respondieron.

—Ahora, existe una diferencia esencial entre Variacién y
Combinacion. En las variaciones, los grupos abc, bca, cab, son dis-
tintos; en las Combinaciones, los grupos abc, cba, bac, son el mismo
grupo. Es decir, en las Variaciones, un orden distinto de los elemen-
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tos hace que el grupo sea distinto; en las Combinaciones, no importa
el orden de los elementos.

—:En qué situacion de la vida real se da este caso? —pregunto
Romina.

—En muchas donde los grupos estin conformados por per-
sonas. Supongamos que elegimos 2 alumnos de este curso para ir a
la Direccién a solicitar permiso para una actividad; podemos elegir
varias parejas: Mario-Soffa, Raquel-Mario, Esteban-Romina, etcétera.
Pero no tendria sentido que tuviéramos que elegir entre Mario-Soffa
y Soffa-Mario, porque estariamos eligiendo la misma pareja; en este
caso, estamos hablando de una Combinacion. Por lo tanto, entonces
—reiter6 Daniel—, en las combinaciones, si ya consideré los elemen-
tos a y b para formar el grupo ab, ya no puedo volver a formar otro
grupo con los elemento a y b.

—Para finalizar —dijo Daniel—, en el poco tiempo que nos
queda, voy a definitles las llamadas Combinaciones con Repeticion
de n elementos tomados de k en k, a los distintos grupos formados
por k elementos de manera que los elementos que forman cada gru-
po pueden estar repetidos y dos agrupaciones distintas se diferencian
al menos en un elemento, sin tener en cuenta el orden.

cr. - (n+k=D)
T K(n=-1)!
Por ejemplo, las combinaciones con repeticion de los elemen-

tos a, b, ¢ y d tomados de dos en dos son: aa ab ac ad bb bc bd cc cd
dd. Aplicando la férmula obtenemos

—1NI 4.
CR42:(4+2 )'_ 8 _543_20_,
2T 4= 23 213 2

que comprueba la cantidad de elementos que habiamos en-
contrado.

—Les dejo planteado el siguiente problema: sCuantos equipos de
basquetbol formados por 2 defensas, 2 delanteros y un centro puede
conformar un director técnico si dispone de 6 defensas, 5 delanteros y 4
centros?
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—Seflor, deso es una permutacién, una variacién o una com-
binacién? —pregunté Mario.

Ustedes analicen y concluyan a cual se refiere. Esta es la parte
mas importante de estos ejercicios, determinar qué tipo de procedi-
miento se debe aplicar al problema, por lo tanto piénsenlo
individualmente y la proxima clase lo discutimos. Y recuerden lo que
dijo la brillante matematica Hipatia: “Defiende tu derecho a pensar,
porque incluso pensar en forma errénea es mejor que no pensar’.
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EL MAYOR, POR AHORA

—Sefior —dijo Angel, llamando la atencién del profesor—. Es-
cucho lo de los numeros primos.

—No —respondié Daniel— ¢de qué se trata?

—No lo tengo muy claro, pero en las noticias dijeron que
habfan descubierto el nimero primo mas grande hasta hoy.

—Eso es muy interesante —expresé Daniel— ustedes saben que
no es frecuente que los medios de comunicacion se ocupen de la ma-
tematica.

—Excepto para los resultados del Simce y de la PSU —sefial6
Ester.

—En eso tienes toda la razén —confirmé Daniel— voy a bus-

car la informacién que me comentan y ustedes también hagan lo
mismo. La préxima clase conversamos sobre ello.

La siguiente clase y apenas ingres6 a la sala, los alumnos le
preguntaron si conversarfan sobre el nimero primo recientemente
encontrado.

—Por supuesto —respondié Daniel— ese fue el compromiso.

—Sefnor —llamé Estefania— Encontré todo lo relacionado con
esa noticia, ¢puedo presentarla al curso?

—Adelante Estefanfa, cuéntanos de esa importante novedad
matematica.

Lo primero —comenzé Estefania— es aclarar qué son los nu-
meros primos, para que podamos conversar, manejando el mismo
concepto.

—Eso me parece muy bien —aprobé Daniel.

Los nimeros primos son aquellos que sélo pueden ser dividi-
dos por si mismos y por el numero 1, tales como el 2, 3, 5,7, 11, 13,
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17, etc. Por ejemplo el 12 no es primo porque, aunque es divisible
por si mismo y por 1, también lo es por 2, por 3, por 4 y por 6.

—:Coémo se llaman los que no son primos? —pregunt6 Ele-
na— no me recuerdo.

—Compuestos —respondieron varios.

—Los numeros primos —continué Estefania— son muy apete-
cidos por los matematicos y los siguen buscando debido a que no
hay una férmula que permita determinarlos. Ademas hay una insti-
tucion que va a pagar cien millones de doélares a quien logre
descubrir un nimero primo formado por diez millones de cifras.

—FEI mayor numero primo conocido hasta hoy —siguié Este-
fanfa, ya totalmente relajada en su exposicion— esta compuesto por
9.152.052 cifras por lo que sus descubridores estuvieron muy cerca
de ganarse el millonario premio. Ellos son cientificos norteamerica-
nos, los doctores Curtis Cooper y Steven Boone, de la Universidad
Estatal Central de Missouri. y pertenecen a un grupo virtual mundial,
conocido como GIMPS, Great Internet Mersenne Prime Search, que sig-
nifica Gran Busqueda de Primos Mersenne por Internet.

, . 30402457
El nimero primo encontrado es 2 -1

En la noticia se expresaba que sera identificado como "el nu-
mero 43 de Mersenne". Como no sabia a qué se referfa esto, busqué
en Internet y alli me enteré que existe una féormula inventada en el
siglo XVI, por el monje francés Marin Mersenne, cuyo apellido hoy
da nombre a estos nimeros. Por ejemplo, el siete es un nimero

. 3
Mersenne, ya que se obtiene efectuando 2° —1.

Actualmente, los nimeros primos se usan en la creacién de
sistemas de seguridad para computadoras: cuantos mas altos son,
mas seguridad ofrecen.

—¢Se podra encontrar otro nimero primo usando el compu-
tador de la casa? —pregunt6é Angel.

—¢Quieres hacerte millonario? —le dijo sonriendo Ester.

—Lo siento, Angel —respondi6é Estefania—, pero eso no sera
posible. Por lo que averigiié, necesitarfas cientos de afios para poder
calculatlo.
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Listo profe, eso seria todo.

—Démosle un gran aplauso a Estefania por su excelente trabajo
—sugiri6é Daniel y todos aplaudieron a la compafera con entusiasmo.

—Quiero agregar informacion con respecto a lo ultimo que
mencioné Estefanfa sobre los nimeros de Mersenne —dijo Daniel—.
En primer lugar, que los ocho primeros son 3, 7, 31, 127, 8.191,

131.071, 524.287 y 2.147.483.647. Ademas que el numero anterior al

25964951
2

recientemente descubierto, es el primo —1ylo encontré el

matematico Martin Nowak en febrero de 2005.

—Seflor —pregunté Elena— ¢y cémo saben si hay mas nime-
ros primos?

—Excelente pregunta Elena —respondié contento Daniel— ya
que es una interrogante que muchos se han hecho en la historia de la
matematica. Te cuento que en Agosto de 2005, la revista "Internatio-
nal Journal of Mathematical Education in Science and Technology", de la
Universidad de Leicester, Inglaterra, publicé la demostraciéon que
asegura que existen infinitos nimeros primos de Mersenne. Esta fue
propuesta por el matematico venezolano, Dr. Alberto Duran Meza,
profesor de la catedra de matematica en la Universidad José Maria
Vargas de Caracas.

—:Existe otra férmula aparte de la de Mersenne para nimero
primos? —pregunté Ricardo.

—Hay otra, es de Pierre de Fermat, pero sélo se conocen 5

primos que la cumplen. Es esta —y escribi6 en la pizarra 2 +1— y
los numeros que la cumplen son el 3, para n=0; el 5 para n=1; el 17
para n=2; el 257 para n=3 y el 65.537 para n=4.

—También —prosiguié Daniel— esta la férmula n*—n+41
que alguna vez se penso, que con ella se podian obtener todos los
primos, pero no fue asi y con respecto a esta quiero darles una acti-
vidad de tarea. Encontrar algin valor para n, para el cual la formula
no sea cierta. La proxima clase me cuentan sobre sus resultados.

—Para finalizar quiero pedirle un favor a Estefanfa —dijo Da-
niel mirandola—. Me gustarfa mucho, que la disertacién que hoy
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hiciste, la repitieras como parte del proximo “Viernes Cultural”, ¢ Te
parece?

—:En serio, profe? —pregunté sorprendida y entusiasmada
Estefanfa.

—Por supuesto, lo hiciste muy bien, manejas toda la informa-
cién y es una noticia que todos deben conocer. ¢De acuerdo?

—Claro que sf sefior, no hay problema —respondié Estefania,
teliz con la propuesta.

—Seflor, ¢le puedo hacer una pregunta aunque no tiene nada
que ver con el tema? —dijo Ricardo.

—Dime —respondié Daniel.

—Es verdad que las manchas y rayas de algunos animales tie-
nen relacién con la matematica?

—Sobre eso podria decirte que el matematico Alan Mathison
Turing cre6 un modelo matematico que explica por qué una piel pue-
de tener manchas y otra, rayas. También model6 sobre la concha de
los caracoles las cuales se pigmentan de maneras muy bellas. Mas in-
formacion no tengo, pero si puedo agregar que las ecuaciones
matematicas de Turing y otras aproximaciones, han servido para en-
tender muchos de estos procesos, denominados de morfogénesis. En
todo caso no estarfa mal que investigaras sobre esto y luego nos lo
presentaras en clase.

—Eso voy a hacer —afirmé Ricardo con decision—. Gracias
profe.

—Eso es todo por hoy —dijo Daniel, despidiéndose del curso.
Se retir6é de la clase muy contento, sentfa que estaba yendo por el
camino correcto.
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BELILA Y BRILLANTE

Estaban en la mitad de su quehacer matematico aquella mafiana
los 11 alumnos que conforman el grupo de Matematica de la Forma-
cion Diferenciada del tercer afio medio, cuando un comentario de
Daniel llevo a que las siguientes clases tuviesen una introduccion dis-
tinta a las habituales.

—iLos desafio a que resuelvan el siguiente ejerciciol —plante6
Daniel— y escribi6 en la pizarra:
“Sean a, b y ¢ numeros reales no nulos y a # b. Probar que si

. 2 2 . .
las ecuaciones X“+ax+bc =0y X°+bx+ca=0 tienen una raiz
comun, entonces las restantes raices verifican la ecuacién

2
X“+cx+ab=0".
Todos anotaron el ejercicio y se concentraron en su resolucion.

Un rato después, Monica se puso de pie y llevé su ejercicio resuelto a
Daniel para que lo verificara.

—Listo muchachos, —el ejercicio ha sido resuelto— anunci6 al
curso Daniel. Tenemos una nueva Hipatia.

—Hipa... qué? —preguntaron extrafados los alumnos.
—Hipatia —reiteré Daniel—, la primera mujer matematica.

—Y por qué es reconocida ella en el mundo de las matemati-
cas? —interroga Ramon.

—Ya les cuento, pero primero veamos la solucién al problema
planteado. Adelante Hipatia... perdén, Moénica, —dijo Daniel, son-
riendo con satisfaccion.

—Lo primero —comenzé explicando Ménica— fue considerar

X, X, como las raices de la ecuacion x*+ax+bc=0 y X, X3 las

raices de X* +bx+ca=0
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La solucién comin X verifica la ecuacion:
X% + ax+bc— (X +bx+ca)=0
de donde resulta (a—b)x = (a-b)c y x, =¢

Se sigue que X, =b y X =4, con lo que X, y X; son las

raices de la ecuacién

x* —(a+b)x+ab=0

Pues X =C es rafz de x2+ax+bc=0, tenemos
02+aC+bC=O,dedondea+b+C=OyC:—a—b.

Sustituimos este valor de —a—Db en X° — (a+ b)X+ ab=0
y listo.

—Perfecto Moénica —dijo Daniel sintiéndose orgulloso de su
trabajo.

—Y ahora profe, nos va a contar sobre Hipatia? —pregunto
Mbonica, curiosa por saber qué habfa hecho esta matematica que la
habia hecho pasar a la historia.

—El matematico Te6n de Alejandria —comenzé Daniel— de-
be su fama principalmente al haber editado y comentado el libro
“Los Elementos” de Euclides, pero mas, por su hija Hipatfa, consi-
derada la primera mujer matematica de la historia. Naci6 el afio 370
en Alejandria, Egipto.

—Su fama proviene —continué Daniel— principalmente por
haber reemplazado a su padre en su catedra en la escuela de Alejandria
y también por haber hecho importantes comentarios sobre la obra de
Arquimedes situacion casi imposible para una mujer de la época.

Esto que acabo de decir, era sumamente inusual en un sistema
en el que las mujeres no tenfan derecho a la educaciéon y sus vidas
transcurrfan en los espacios privados de sus casas, sus familias, sus
amigas y de "las tareas femeninas".

La belleza, inteligencia y talento de esta gran mujer, fueron le-
gendarias. Llevaba un ordenado tren de vida ya que cada mafiana

— 108 —



dedicaba varias horas al ejercicio fisico, después tomaba bafios que la
relajaban y le permitian concentrar la mente para dedicarse, el resto
del dfa, al estudio de las ciencias, la musica y la filosoffa.

Daniel tomé un respiro y continué su relato ante el atento oi-
do de todos.

—Hipatia, no sélo sabfa de matematica, también Astronomia,
Logica, Filosoffa y Mecanica. en el Museo, instituciéon dedicada a la
investigacion y la ensefanza fundada por Tolomeo, del cual formé
parte hasta su muerte, incluso, alrededor del afio 400, fue ella quien lo
dirigi6. Su catedra correspondia a la de Filosofia platénica y por esto
la lamaban “la fil6sofa”.

Escribié un trabajo titulado “El Canon Astronémico”, y co-
ment6 las grandes obras de la matematica griega como la “Aritmética”
de Diofanto, “Las Coénicas” de Apolonio y el libro IIT del “Almages-
to”” de Tolomeo.

—Pero la vida de Hipatia de Alejandria —dijo Daniel con voz
baja y un aire de misterio— no fue facil ya que ella no era cristiana su
tradicion era la del helenismo pagano. El obispo Cirilo de Alejandria
trat6 en varias oportunidades de convencerla para que profesara la fe
cristiana, pero ella la rechazé. Hipatia comenzé a tener influencia en
los medios cientificos, literarios y politicos y esto no le agradé a mu-
cha gente que empezé a ver en ella a una mujer con cualidades de
hechicera.

—Por si acaso, te dije Hipatia por tus cualidades matematicas
Mbnica, no por bruja —dijo Daniel, provocando la risotada de todos.

—Prontamente —prosiguié Daniel— la acusaron de influenciar
al gobernador de la ciudad, Orestes, para que este actuara en contra de
la cristiandad. Fue tanto el convencimiento de que ella usaba la hechi-
cerfa para tener dones matematicos y de convencimiento de los otros
que el afio 415, una muchedumbre incitada por un grupo de monjes,
detuvo su carruaje en el que viajaba, la hicieron descender, la golpea-
ron y tasajearon la piel y las carnes con caracoles afilados, hasta que
muri6. Y esa es la historia de esta gran matematica.

—Me dio pena lo que le pasé a Hipatia —coment6 Monica.
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—Se me ocurre algo —dijo Javier exaltado por su idea—. To-
memos, cada uno de nosotros, el nombre de un matematico que nos
identifique o porque nos guste su obra y comencemos a llamarnos
de esa manera, al menos en esta clase.

—Si todos estan de acuerdo, me encantaria —asintié Daniel.
Eso si —dijo con el rigor pedagégico que lo caracterizaba—, cada
uno debe presentar una breve biografia del matematico que eligi6 al
inicio de cada clase, digamos de unos 10 minutos. ¢Qué les parece?

Todos estuvieron de acuerdo, con la actividad surgida y co-
menzaron a organizarse.

—Yo quiero ser el primero —dijo Javier— por ser el de la idea.

—Perfecto, de aqui en adelante en cada clase comenzaremos
con la biografia de un matematico.

—Y usted también Sefior —sefialé Pedro.
—Por supuesto, yo también.

Finalizada la clase, Daniel se apresuré a buscar a Camila. Es-
taba impaciente por contarle sobre su clase y en lo que habia
derivado su comentatio de Hipatia.
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MI NOMBRE ES CARL FRIEDRICH GAUSS

A la semana siguiente, la clase del 3° medio del plan diferen-
ciado, comenzé con lo planeado en la clase anterior. Y tal como
estaba acordado, Javier dio inicio a su disertacion y lo hizo de modo
tal, que dio una pauta para las futuras presentaciones.

—Mi nombre es Carl Friedrich Gauss —comenzd narrando
Javier— y voy a contarles mi historia.

Cuando tenfa diez afios, mi profesor solicit6 a la clase que en-
contraramos la suma de todos los numeros comprendidos entre uno
y cien. El maestro, pensando que con ello mantendria ocupados a
los alumnos algin tiempo, quedé asombrado cuando enseguida le-
vanté la mano y le respondi 5.050. Me pidi6 que pasara a la pizarra y
que explicara mi procedimiento. Le expliqué que habia considerado
los nimeros en duplas y los habfa sumado ast:

1+ 100 = 101
2+ 99 =101
3+98=101
50 + 51 =101

—Como se forman 50 pares de nimeros que dan 101, enton-
ces multipliqué 50 101 y ese producto me dio la respuesta, o sea

5.050.

Recuerdo muy bien que mi maestro me dijo que era una pro-
mesa en las matematicas y yo me sentf muy feliz. La verdad es que no
tengo claro de donde salié esa habilidad numérica que desde muy
niflo tuve, incluso llegué a descubrir algunos errores de calculo que mi
padre, que era albaiil, tenfa en unas planillas de pago.

Entre los 12 y 13 afios —prosiguio— hice una critica sobre los
fundamentos de la geometria euclidiana y me preocupé sobre las po-
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sibilidades de la geometria no euclidiana, ya que si negaba el quinto
postulado, permitiendo que se trazaran mas de una paralela por un
punto dado, se obtenfa una geometria totalmente consistente. Dos
aflos después y tras muchas horas de trabajo, probé el binomio de
Newton.

Todos seguian muy atentos cada palabra, escritura, gesto y
movimiento de Javier.

Gracias a mis habilidades matematicas el duque de Brunswick,
dispuso costear mi educacién secundaria y universitaria, lo que agra-
deci mucho y pensé en dedicarme a la lingtiistica, pero las matematicas
eran una atraccion irresistible para mi.

Mientras estudiaba en Gotinga, descubti que podia construir un
poligono regular de diecisiete lados, usando sélo la regla y el compas.
Cuando le conté a mi profesor se mostrd escéptico y me dijo que lo
que sugerfa era imposible; pero finalmente, demostré que tenia la ra-
z6n y fui reconocido por ello. Me acuerdo muy bien de esa fecha, el
30 de marzo de 1796. Mas adelante determiné la férmula para cons-
truir los demas poligonos regulares con la regla y el compas.

El afio 1798 me gradué en Gotinga y al afio siguiente recibi mi
doctorado en la Universidad de Helmstedt. Pero no crean que sélo
las matematicas me interesaban. También la astronomia, la fisica, los
idiomas para lo cual tenia facilidad y crear algunos inventos.

En 1833 inventé un telégrafo eléctrico que usé entre mi casa y
el observatorio, a una distancia de unos dos kilémetros. Inventé
también un magnetémetro bifiliar para medir el magnetismo y con
Weber, proyectamos y construimos un observatorio no magnético.

En 1807 fui nombrado director del observatorio y profesor de
astronomia en la Universidad de Gotinga y por esos afios publiqué
mis “Disquisiciones Aritméticas”, que era un analisis de la teorfa de
nameros, comprendiendo las complicadas ecuaciones que confirma-
ban mi teorfa y una exposiciéon de una convergencia de una serie
infinita. Estudié la teorfa de los errores y deduje la curva normal de
la probabilidad, que todos comenzaron a llamar curva de Gauss, lo
que me llenaba de orgullo y que se usa en los calculos estadisticos.
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En 1840, investigué sobre la 6ptica y fueron importantes mis
deducciones por lo referido a los sistemas de lentes.

—Hoy, mi espiritu ha venido a conversar con ustedes —finalizo
Javier— para contarles sobre mi vida y que esta termind a los setenta y
siete aflos y que mi lapida fue escrita con un diagrama, que construf yo
mismo, de un poligono de diecisiete lados.

Sé que en la posteridad he sido reconocido como el matemati-
co mas grande de los siglos XVIII y XIX lo cual agradezco mucho.
Espero que ustedes lleguen a ser grandes matematicos, lo que impli-
ca mucha dedicacién y sacrificio, pero la recompensa es infinita.

Un gran aplauso felicité y agradeci6 el trabajo de Javier.

—Muchas gracias Javier —dijo Daniel maravillado de lo que
estaba ocurriendo con sus alumnos y con su clase de matematica.
—Tu presentacion ha sido brillante. Me gustaria que nos dijeras, por
qué elegiste este matematico como alguien que te representa.

—Apenas comencé a leer su biograffa —comento6 Javier—, me
vi reflejado ya que cuando nifio, al igual que a Gauss, mi profesor
me dijo que iba a ser un gran matematico porque habia resuelto ra-
pidamente un ejercicio que nos habfa dado y también me gusta
inventar objetos diversos, tal cual como hacia Gauss.

—Perfecto, amigo Gauss —dijo Daniel—, esperamos grandes
aportes a esta asignatura de tu parte.

—Dicho y hecho —respondié Javier, con la satisfaccion de
sentirse gratamente valorado.
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EL MISTERIO DE LA RACIONALIZACION

—Camila, ahora que quiero explicar para qué sirve cada con-
tenido que paso en clases, me estoy metiendo en muchos problemas
—comento6 Daniel.

—No entiendo bien a qué te refieres.

—Es que he buscado en todos los textos de 3° medio e incluso
a nivel universitario y ninguno me saca de la duda: ¢para qué se racio-
naliza? Y me da rabia no saber algo que vengo ensefiando hace tanto
tiempo —se quej6 Daniel.

—Yo tampoco sé de donde viene ni por qué se racionaliza, pe-
ro debe haber alguna explicacion logica.

—Una vez lef en una revista cientifica —conté Daniel— que la
racionalizacién se utilizaba para obtener resultados con una mayor
precision a nivel cientifico, pero nunca lo volvi a leer en otra parte y
no estoy seguro que eso sea asi.

—¢Y por qué no lo verificamos? —desafié Camila.

—Tienes razéon —aprob6 Daniel—. En vez de estarme quejan-
do, tratemos de sacar alguna conclusiéon. Me ayudas entonces. ..

—Por supuesto, ahora yo también estoy interesada en el tema.

—Tendriamos que tomar algunas expresiones y racionalizarlas.
Luego reemplazar la raiz por su valor y verificar si el resultado de la
expresion, antes de racionalizar con la que resulta después de racio-
nalizar, ha tenido alguna variacién.

—Exactamente —apunt6é Camila— manos a la obra.
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2+2

—Consideremos, por ejemplo, la expresion ijo
p jemp p 2—\/5 ]

Daniel tomando una hoja para realizar el procedimiento—. Al racio-

nalizarla por 2+ \/E , obtenemos 3+ 2\/5 .

—Serfa conveniente y nos puede servir en nuestras conclusio-
nes que amplifiquemos por otras expresiones irracionales para ver
qué resulta —sugirié Camila.

—De acuerdo —expresé Daniel— voy a amplificar por x/é ,
ta entretanto lo haces por 2—x/§.

—Obtuve —dijo Camila—. ¢Y td?

1
3-2/2

2+1
—Resultd :/g 1—contesté Daniel —. Ahora calculemos la

expresion original y las obtenidas reemplazando \/é por su valor
con todos los decimales que nos de la calculadora. Es decir:

2+-/2
2-+/2

3+2./2=582842

(241
J2-1

=5,82844

=5,82842

1
———=582842
3-2/2
—No veo nada especial —sefalé Camila— yo esperaba alguna
diferencia que justificara el racionalizar expresiones irracionales.
—Como te dije, alguna vez lef algo sobre esto relacionado con

la aproximacion. ¢Qué te parece si hacemos el reemplazo de-/2,
pero en forma aproximada, por ejemplo por 1,414?
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—Probemos a ver qué resulta.

242
2--/2
3+2./2=5828
f241
J2-1

=5825

=5,830

1
———=5813
3-2/2
—:Qué te parece ahora lo que obtuvimos? —preguntd son-
riente Daniel.
—Una maravillal —exclamé Camila y lo feliz que se sentfa se

le notaba en el intenso brillo de sus ojos.

—O sea, al trabajar con el valor de \/2 en forma aproximada,
el valor que mas se acerca al valor correspondiente a la expresion es
el que resulta de racionalizar en la forma habitual que trabajamos en

clases, o sea 3+ 2+/2 = 5,828 —concluyé Daniel.

—Por fin sabemos por qué estamos haciendo esto.
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ENTRE RISAS Y SEMEJANZAS

Aquella mafana lo primero que hizo en el segundo afio medio
fue verificar si todos habfan traido la regla solicitada la clase anterior
para desarrollar la actividad del dfa. Mientras lo hacfa, Alvaro le lla-
m6 preguntandole si podia contar un chiste matematico.

—Espero que sea bueno —dijo Daniel.

—sCuil es la enfermedad del 1 + 2? —pregunté Alvaro en voz
alta.

—No se me ocurre nada —respondié Daniel.
—iEstrés! —dijo Alvaro riendo.
—Yo sé otro sefior —indicé Romina con énfasis.

Un hombre pesa 70 kilos y va a cruzar un puente para peato-
nes. El puente, recién construido, aguanta 80 kilos. Como ¢l es muy
precavido se sac6 la mochila que pesaba 5 kilos y la dejé a un lado
para atravesar sin ella. Al caminar sobre el puente, éste se derrumba.
¢Por qué?

—Pero ese no es un chiste es un problema —dijo Daniel—.
Matematicamente no me cuadra, esta todo cotrecto.

—Muy facil profe, —explic6 Romina—. El puente se cay6 por-
que “hombre precavido vale por dos”. —todos rieron.

—El dltimo, el ultimo, por favor profe —suplicaba Mario.

—Esta bien, pero que sea el dltimo —le contesté Daniel.

—¢Cuantas personas caben en una ballena? —pregunt6 Mario.

—Me imagino que bastantes —respondié Daniel.

—Equivocado sefior, no cabe ninguna persona porque “va
llena” —corrigié Mario riéndose.

—Y saben ustedes por qué se suicid6 el libro de matematicar
—pregunt6 a la clase Daniel.
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—No respondieron unos, por un error de calculo, otros, ...
—No, —corrigié Daniel—, porque tenfa muchos problemas.

Después de ese divertido inicio, la clase comenzé con un am-
biente muy distendido y agradable.

—Quiero que extraigamos algunas conclusiones —comenz6 di-
ciendo Daniel— de algunas actividades que les iré proponiendo
durante la clase.

En primer lugar, dibujen, un segmento de 4 cm y otro de 6
cm y a la derecha de estos, coloquen la razén en que se encuentran
los trazos respectivos.

Todos hicieron lo indicado sin ninguna dificultad y colocaron
la razon 2:3.

—Bien, ahora dibujen —dijo Daniel— dos cuadrados cuyos la-
dos sean también 4 cm y 6 cm y establezcan respectivamente la razén
entre los perimetros y las areas de los cuadrados.

Después de algunos minutos, Daniel hizo algunas preguntas.

—¢Cual es la razén entre los perimetros de los cuadrados?
—interrogo.

—Dos es a tres —respondieron a una voz.

—Yo tengo 16:24 —contesté Mario.

—Simplifical —propuso en voz alta Raquel.

—iYa, yal —respondié Mario—, no me habia dado cuenta.

—Y cual es la razon entre las areas respectivas de los cuadra-
dos hechos? —interrogé nuevamente Daniel.

—2:3 —respondi6 de inmediato Alvaro.
—cEstas seguro de lo que afirmas?

—No sefior, en realidad lo dije porque los dos anteriores salie-
ron 2:3.

—Lo mejor es comprobar y ver si la conclusiéon que obtuviste
es clerta.
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—No seflor, Alvaro estd equivocado —aseguré Soffa—. Las
areas son 1&3ﬁfy 3&:”12, al establecer la razon entre ambos y sim-
plificar, resulta 4:9.

—Tienes razén —reconocié Alvaro.

—Ahora vamos a reiterar toda la actividad hecha —indicé Da-
niel—, pero considerando dos trazos de medida 8§ cm y 6 cm.

Todos hicieron lo que correspondia en unos cuantos minutos
y concluyeron que las razones de los segmentos, de los perimetros y
de las areas eran respectivamente 4:3, 4:3 y 16:9.

—Ahora que ya hicimos estas dos actividades, saquemos algu-
nas conclusiones.

—ILa razén entre los segmentos es la misma que la de los pe-
rimetros de los cuadrados —concluyé Maribel.

—iExcelente Maribell —aprobé Daniel—. ¢:Qué otra conclu-
sion extraen?

Se produjo un silencio total y todos manifestaban una actitud
pensante.

—Yo tengo una idea —dijo timidamente Pamela—. La razén
de las areas, se extrae multiplicando la razén de los segmentos por si
mismos.

—No entiendo eso —comentd Mario.
—cPuedes explicarlo un poco mas? —sugirié Daniel.

—En el primer caso, la razén de los segmentos era 2:3, si mul-
tiplicas 22 y 3 3 resulta la razén 4:9, que es la del area del cuadrado.
LLo mismo pasa con el segundo caso.

—Tienes razéon —dijo Soffa— entonces, serfa la razén de los
segmentos al cuadrado.

—iEso es! —grit6d Alvaro.

—Me alegro que hayan llegado solos a establecer las conclu-
siones —expreso6 orgulloso Daniel.

—Y como lo descubri6 la Pamela Garcia —dijo Mario—, lo
podemos llamar el “Teorema de Garcia”.
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Todos se rieron y también discutieron si no serfa mejor lla-
matlo el “Teorema de Pamela” o el de “Pame”, como generalmente
la llamaban.

Pero esto no termina aqui seflores —continué Daniel—. Quie-
ro que ahora construyan dos cubos de aristas 4 y 6 respectivamente
y determinen la razén respectiva entre sus volumenes.

—Yo lo voy a descubrir primero —desafi6 Mario— as{ ten-
dremos el “Teorema de Jorquera” —dijo muerto de la risa.

—No suenes —le respondié Raquel.

Hicieron los dibujos y concluyeron que ahora la razén entre
los cubos correspondia al cubo de la razén de las aristas.

—Voy a dejarles un trabajo para la proxima semana —dijo Da-
niel, asegurandose que la tarea fuera comprendida por todos.

Consideren las siguientes figuras: un triangulo equilatero de
lado 5 ¢cm un rectangulo de lados 10 cm y 3 cm, una circunferencia
de 5 cm de radio y un triangulo rectangulo de catetos 6 cm y 8 cm.

Agranden todas estas figuras de modo tal que lo que mide 5
cm pase a medir 8 cm; el resto de las medidas se deben ajustar a ese
criterio para mantener la proporcién. Extraigan conclusiones sobre
lo que hagan y la traen escrita. ¢Esta todo claro?

—Siii, profel —respondieron todos—. Claro como el agua.
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EL ORO PERFECTO

Daniel entr6 a la sala del segundo afio medio y de inmediato la
curiosidad se apoderé de los alumnos y alumnas al verlo llegar con
un metro de carpintero y una cartulina enrollada.

—Seflor, ¢qué vamos a hacer? —pregunté Lorena.

—Qué se trae hoy entre manos profe? —pregunté intrigado,
Mario

—Hoy vamos a conocer al hombre y la mujer perfecta —expresod
Daniel dirigiéndose a su escritorio y soltar el metro.

—Primero hablaremos del hombre de Vitrubio y diciendo es-
to, desenrollé la cartulina y con masillas la pegd firmemente a la
pared y a la vista de todos.




De un documento que sac6 de su maletin, comenz6 a leer len-
ta y pausadamente: “... el ombligo es el punto central natural del
cuerpo humano, ya que si un hombre se echa sobre la espalda, con
las manos y los pies extendidos, y coloca la punta de un compas en
su ombligo, los dedos de las manos y los de los pies tocaran la cir-
cunferencia del circulo que as{ trazamos. Y de la misma forma que el
cuerpo humano nos da un circulo que lo rodea, también podemos
hallar un cuadrado donde igualmente esté encerrado el cuerpo
humano. Porque si medimos la distancia desde las plantas de los pies
hasta la punta de la cabeza y luego aplicamos esta misma medida a
los brazos extendidos, encontraremos que la anchura es igual a la
longitud, como en el caso de superficies planas que son perfecta-
mente cuadradas”.

Sélo se escuchaba el silencio y todas las miradas se concentra-
ban en la figura puesta en la pared.

—Como ven —continué Daniel—, frente a ustedes tienen un
circulo y un cuadrado que delimitan las dimensiones de la figura
humana. Este dibujo se ha convertido en un auténtico simbolo uni-
versal, ya que recoge varias de las ideas claves del pensamiento
renacentista: “el hombre como medida de todas las cosas, la belleza
ajustada a canones, equilibrio, proporcién y demas”. Leonardo da
Vinci hizo este dibujo para ilustrar, en 1509, el libro “La Divina
Proporcion” de Luca Pacioli. En la obra, se explican las proporcio-
nes que han de guardar las construcciones de indole artistica. La
propuesta se basa en las relaciones 4ureas, es decir, la relacion entre
la altura del hombre y la distancia del ombligo a la punta de los de-
dos de la mano, llamado nimero de oro cuyo valor es 1,61803398...

—Bueno —exclam¢é Daniel— menos “bla bla” y vamos a lo
practico. Necesito un voluntario que quiera probar si sus medidas
son las del hombre perfecto de Da Vinci.

—Yo profe —se ofreci6 Mario, alzando la mano.

—Bien. Pasa adelante y Soffa se hara cargo de tomar las medi-
das que necesitamos para hacer la verificacion. Todo el curso quedo
expectante, esperando el resultado.
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Soffa midi6 primero la estatura, sin zapatos, de Mario. Este
medifa 168 c¢m, luego midi6 la distancia desde su ombligo hasta el
piso, lo que dio 105 cm Se anotaron ambas medidas en la pizarra y
todos comenzaron a dividir 168:105, resultando exactamente 1,6.
Mario se fue muy contento a su asiento por ser un hombre “casi”
perfecto.

Varios alumnos y alumnas mas, quisieron averiguar cuan cerca
estaban de esa medida llamada el nimero de oro.

Finalizada la experiencia del numero de oro, Daniel propuso
una nueva actividad. —Saquen su regla —instruy6— que nos vamos a
dedicar a medir el largo y ancho de todos los objetos rectangulares
que tengan en sus puestos o que se encuentren en la sala. El objetivo
es, encontrar si alguno es un rectangulo dorado.

—¢Qué es un rectangulo dorado? —pregunt6é Raquel, mientras
todos guardaban un absoluto silencio, esperando la respuesta para
iniciar el trabajo.

—Son rectangulos —anoétenlo, sugirié Daniel—, son rectangu-
los cuya razon entre su largo y su ancho es igual al nimero de oro. Y
para que el trabajo sea ordenado, y productivo, trabajen en grupos
de dos. Uno mide y el otro anota en el cuaderno el nombre del obje-
to, el largo y el ancho. Luego, en conjunto, dividen para establecer la
razon entre ellos y anotan el resultado final.

—¢Cuantos decimales usamos al dividir? —consulté Mario.

—Usen como minimo tres decimales —fue la respuesta de
Daniel.

Comenzaron a medir cuadernos, textos, gomas, mesas, interrup-
tores, etc. y no habia ni un alumno que no estuviese trabajando. Eso
alegraba mucho a Daniel, pero de vez en cuando le bajaba su antiguo
tradicionalismo y pensaba si no serfa mejor entregarles una guia con
muchos ejercicios para resolver. Pensando en eso estaba, cuando termi-
naron la actividad y surgié una nueva pregunta.

—Sefior, —dijo Maribel—, es facil hacer un rectangulo, pero
¢como podemos construir uno que sea dorado?

—Vayan siguiendo mis instrucciones —le respondi6é Daniel— y
en unos momentos tendran su propio rectangulo dorado.
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A Daniel le habia gustado esa pregunta porque podria obser-
var si sus alumnos y alumnas sabfan seguir instrucciones orales.

Construyan un rectangulo de vértices AEFD y designen como
M el punto medio de DF —comenz6 diciendo Daniel—. Prolonguen

DF.
Esper6 que todos lo hicieran y continué.

—Con centro M y radio ME, dibujen un arco desde E hasta la
linea DF en un punto que designaremos C. Construyan una perpen-
dicular a DC en C. Y Ahora, —continué—, prolonguen AE hasta
cortar la perpendicular anterior en B. Los rectangulos ABCD y
EFGB son rectangulos dorados o aureos.

—Qué entretenido, me gust6 la actividad —opiné Romina.

—Me alegro mucho y los felicito por el trabajo realizado —les
expresé Daniel— Continuaremos la préoxima clase, para ir conclu-
yendo algunas propiedades de la proporcionalidad que es necesario
aprender.

—iSefor! —grité Alvaro para evitar que Daniel se fuera sin es-
cuchar su pregunta—. ¢Existe el triangulo dorado?

Un abrupto silencio se produjo y todos se quedaron esperan-
do la respuesta del profesor. Daniel, detuvo sus pasos, como
adivinando un nuevo desafio y reconociendo que no tenfa una res-
puesta, dijo: —Francamente, no lo sé, pero voy a investigar y creo
que ustedes también deberfan hacerlo y lo que encontremos, lo ve-
mos la proxima clase.

Se alejé de la sala con una sonrisa. No sabfa por qué estaba
contento de expresar que no sabfa lo que le habfan preguntado. Tal
vez porque lo reconocié con naturalidad o porque era motivante
terminar la clase con un desafio para él y para todo el curso. En fin,
se daba cuenta que su clase ya no era como antes.

En el recreo, le conté a Camila lo bien que le habian resultado
las actividades sobre proporcionalidad. Aproveché de preguntarle si
sabfa de la existencia del triangulo dorado, pero ella tampoco habia
escuchado sobre eso.
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ATLETISMO NUMERICO

—Sefior, mi papa me conté que usted practicaba atletismo
cuando era joven —dijo Estefanfa.

—:Como es eso de “cuando era joven”? —reclamé Daniel
sonriendo—. ¢Tan viejo soy?

—No seflor no quise decir eso —dijo Estefania, mientras el co-
lor de sus mejillas tomaban un rojizo color.

—Es broma, no te preocupes —aclaré Daniel—. Con respecto
a lo que me preguntas, si, es cierto. Estuve muchos afios practicando
atletismo y no sélo eso, también futbol y tenis.

Ricardo, que alcanzé a escuchar la conversacion, pregunt6 ¢Y
aplicaba la matematica en el deporte?

—No seas tonto —le contesté Elena—, nada que ver una cosa
con la otra.

—Elena, no trates asi a tu compafiero —le llamé la atenciéon
Daniel— ademas que estas equivocada en lo que acabas de asegurar.

—Por qué? —dijo Elena, sorprendida.

—Porque si tienen relacién, en cada entrenamiento de atletis-
mo que tenfamos debfamos controlar nuestras pulsaciones y con
base en algunas formulas y tablas obteniamos muchas indicaciones
sobre el ritmo que habiamos llevado en el entrenamiento, también
nos daba sefias sobre nuestra condicién fisica y otras cosas.

—Y nos podria ensefar eso? —dijo Nicol—, parece entretenido.

—Por supuesto, ademas que justo se propone en la unidad
“Numeros” que estamos trabajando y sé que a algunos de ustedes,
que son parte de la seleccion de atletismo del colegio, les va servir
bastante.
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—Lo primero —introdujo Daniel— es que todos aprendan a
tomarse el pulso y los mejores lugares de nuestro cuerpo para hacer-
lo, son la mufieca o el cuello. ¢Ubicaron ya las pulsaciones?

—Si seflor —respondieron a coro algunos.

—Ahora, cuenten cuantas pulsaciones tienen en 15 segundos.
¢Qué tendrian que hacer para luego obtener sus pulsaciones por
minuto?

—Multiplicarla por 4 —respondié Maria Paz.
—Exactamente —le confirmo Daniel.

Todos hicieron lo indicado y pronto empezaron a comparar
las diferencias que habfan entre unos y otros.

—Seflot, ¢darfa lo mismo si cuento mis pulsaciones por 30 se-
gundos y multiplico por 2? —consult6 Ester.

—Si, el resultado es el mismo —dijo Daniel— Aprovechemos
que tienen la cantidad de latidos por minuto y, antes de entrar a la
parte atlética, calculemos la cantidad de latidos en una hora, en un dia
y en un ano.

Todos comenzaron a efectuar los calculos de acuerdo a las
pulsaciones que habian obtenido.

—iMedios nimeros que salieron! —expres6é Nicol—, mis pul-
saciones son 70 por minuto, eso me dio 4.200 en una hora, 100.800
en un dia y 36.792.000 en un afio.

—Pues ahora si que van a encontrar un gran ndmero
—anuncié Daniel—. Determinen cuantas pulsaciones llevan aproxi-
madamente, desde su nacimiento hasta el dia de hoy.

—Se volo, sefior —dijo Ester.

Y todos se entretuvieron, tomandose y calculando las pulsa-
ciones que habfan tenido en su vida.

—Nicol, cuanto te dio en total? —pregunt6 Daniel.

—522.345.600 pulsaciones hasta hoy dia —respondio.

—A mi me dio hartos millones —dijo Maria Paz.

—A propésito de millones —dijo Daniel— ¢Sabian que 1 millén
es 1.000 veces 1.000, en cualquier lugar del mundo, pero un billén
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depende de dénde estés en el mundo? En los Estados Unidos, un
billén son mil millones es decir 1.000 veces 1 millén, pero en Gran
Bretafa, Francia, y otros paises, 1 billén es 1 millon por 1 millon.

—No tenfa idea de esa diferencia —expresé Estefania, al igual
que la mayoria.

—Como les estaba diciendo anteriormente —dijo Daniel, vol-
viendo al tema principal de la clase—, la frecuencia cardiaca nos da
informacién sobre el grado de esfuerzo que se hace mientras corres.
Cada latido bombea una cantidad determinada de sangre hacia el
torrente sanguineo, para nutrir los musculos y oxigenarlos adecua-
damente.

—:En qué ayuda correr tanto? —consulté Angel.

—Hay razones fisicas y siquicas. Corriendo te liberas de tensio-
nes, desarrollas un corazén mas grande que impulsa la sangre con mas
fuerza que el de una persona sedentaria. Estar entrenado, permite a tu
corazén bombear mas sangre con menos esfuerzo, es decir, con me-
nos latidos.

—Yo tuve 72 pulsaciones por minuto, eso Jes bueno o malo?
—pregunto Ester.

—ILa persona entrenada —explicé Daniel— puede llegar a tener
40 pulsaciones por minuto en reposo, mientras que una persona se-
dentaria llega a tener entre 70 y 80 pulsaciones. Hay férmulas que
permiten calcular tu maxima frecuencia cardiaca o pulsaciones. Cono-
cer esta cifra es muy importante, en especial para el entrenador que te
guiara en tu plan de ejercicios a desarrollar.

—¢Nos puede dar la formula, profesor? —pidié Estefania.

—Es muy simple, sélo tienen que restar 220 menos la edad.
Hagan ese calculo y determinen su frecuencia cardiaca maxima. El
valor que obtengan, les indica el nimero maximo de pulsaciones a la
que deben llegar con un ejercicio fisico.

—Sefior —dijo Ricardo—, entonces si yo tengo 40 pulsaciones
en reposo y otro tiene 80, en una carrera de 400 metros, por ejemplo,
el que tiene mas pulsaciones va a llegar a su maximo rapidamente y yo
a medio ritmo le podria ganar.
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—Por eso es tan importante el entrenamiento. Ademas, un
buen entrenador nunca los va a forzar al maximo todos los dfas ni en
todos los ejercicios —explicé Daniel—. Fl ira combinando trabajos
que los lleven a un cuarto, a la mitad, a los tres cuartos y algunas ve-
ces, como en las competencias, al maximo de su frecuencia cardiaca.

—Y usted tenia que hacer eso cuando practicaba atletismo
—consulté Andrés.

—Por supuesto, y todavia me acuerdo, de esos planes. Por
ejemplo en una semana tenfa que realizar lo siguiente:

Lunes: 6 veces 200 metros a § de velocidad.

Martes: 1.600 metros a i y 4 piques de 45 metros.

Miércoles: 400 metros a ritmo y luego 400 metros al maximo.

Jueves: 1.600 metros, 50 metros a maxima velocidad y 50 a
media velocidad.

Viernes: Trote para prepararnos para la competencia.
Sabado y Domingo: Competencia.

—Qué espectacular, profel —exclamé Elena y agregd sonrien-
do— pero atn no me lo imagino corriendo en una pista o en una
maraton por las calles. Daniel también sonridé y por su mente pasa-
ron tantos gratos recuerdos de ese tiempo.

—El profesor de Educaciéon Fisica nos avisé que la proxima
semana nos va a aplicar el Test de Cooper —le conté Andrés—. ¢Us-
ted lo hizo alguna vez?

—Muchas veces —respondié Daniel— ya que entrega informa-
cién sobre el volumen maximo de oxigeno, que nuestro organismo
puede transportar en un minuto. Y esa es la manera mas eficaz de
medir la capacidad aerébica de un individuo, ya que cuanto mayor sea
el VO2max, mayor sera la capacidad cardiovascular.

—Seflor eso no lo entiendo mucho, podria darnos un ejemplo
practico —sugiri6 Elena.
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—FEl volumen maximo de oxigeno —comenzé a explicar
Daniel— es expresado generalmente en litros y los atletas que corren
maratones son los que tiene los niveles mas altos, llegando a alcanzar
6 litros de capacidad, cuando lo comun es tener unos 2 litros. Para
medir esta capacidad se utiliza el test de Cooper, que consiste en
correr sin parar tratando de cubrir la mayor distancia posible en 12
minutos, luego se emplea la férmula

Distancia recorrida — 504
45
...y listo, Pero veamoslo con un ejemplo como td querias. Pasa

a la pizarra y te explico. Supongamos que haces el test de Cooper y
logras correr 1.500 metros. Calcula tu volumen maximo de oxigeno.

VO2max =

Elena escribio6 en la pizarra

1500 — 504
VO2max = T = 22,133

—Ahora —continué Daniel dandole instrucciones—, multiplica
tu peso por el valor obtenido.

—Yo peso aproximadamente 60 kilos, asi que el producto me
da... —hizo el calculo— 1.327, ¢qué unidad profe? —pregunt6 Elena.

—Mililitros —respondié Daniel—. Pasalo a litros ahora.

—Son 1,326 litros de consumo de oxigeno, —concluyé Elena.

—Cémo se puede determinar qué persona tiene mejor

condicién fisica si ambos tienen el mismo consumo de oxigeno?
—consulto Javier.

—En ese caso, tendra mejor condicion fisica el que pese mas.
Por ejemplo en el caso anterior, si una persona que pesa 90 kilos
hubiese corrido 1.500 metros en el test de Cooper, su VO2max serfa

22,133 por 90, o sea 1,991 litros.

—Y correr sirve, como dicen por ahi, para bajar de peso?
—consulté Nicol.

—Si, pero manteniendo ciertas condiciones y con una dieta
adecuada. Por ejemplo: tu frecuencia cardiaca maxima es 220 menos
15, o sea 205; de este valor, debemos obtener el 65% que es 133
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pulsaciones por minuto aproximadamente. Eso significa que al ejer-
citarte necesitas llegar a esa cantidad de latidos por minuto para
lograr un umbral aerdbico; pero eso no basta, ya que si no lo man-
tienes durante un cierto tiempo, el esfuerzo sera en vano.

—¢Y por cuanto tiempo, mas o menos? —volvié a consultar
Nicol.

— El tiempo promedio recomendado es de 35 minutos mini-
mos para comenzar a utilizar las reservas de grasa corporal como
energfa y asi mismo perder grasa corporal. Pero el tiempo adecuado
es mejor que siempre lo determine un especialista.

—Se nota que usted practicaba atletismo —concluyé Nicol es-
bozando una sonrisa.
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MODELOS DE LA VIDA

—Hoy vamos a aplicar todos nuestros conocimientos sobre la
funcién exponencial —dijo Daniel al cuarto afio medio—, desarro-
llando algunos problemas que son una muestra clara de la aplicacion
que tiene la matematica, en especial la que ustedes estan aprendien-
do en el colegio.

—En primer lugar vamos a analizar el modelo matematico, re-
lacionado con el crecimiento de una poblaciéon, dada por la
- kt p -y .
expresion P(t) = P€". Entonces, ¢Cual es la poblacién aproximada

de Iquique el ano 2000, si en 1980 era de 120.000 habitantes y en
1990 de 180.000 habitantes? Les doy unos minutos para que lo re-
suelvan.

Todos se concentraron en sus calculos y luego comenzaron a
intercambiar opiniones y a comparar sus respuestas.

—Listo sefior, ¢paso a hacerlo en la pizarra? —pregunt6 Pilar.
—Si y explica todo el procedimiento por favor —pidié Daniel.
—Reemplacé —procedié Pilar—, los valores dados y obtuve

que 180.000 = 120.000€' . De esta expresion, despejé y simplifi-
3

qué, por lo que obtuve que gx ==

2
—¢Cudl es el objetivo de tu procedimiento? —pregunt6 Daniel.
—Determinar el valor de k —respondié Pilar—. Ahora aplico
logaritmo natural a la expresion y resulta 10k = In15 de donde se
obtiene que k=0,041.

—Esta correcto —evalud Daniel.

—Por lo tanto nuestro modelo es P(t) = 120.000e”**" y

ahora faltarfa calcular la poblacién para el anio 2000. Entonces, de-
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terminamos t, que corresponde a la diferencia entre 2000 y 1980, o
sea, 20 afos.

Entonces,
P(20) =120.0006"*?° =120,0006*® =120.000-2,27 Io que

da 272.000 habitantes, aproximadamente, que tendra Iquique el afio
2000.

—Muy bien Pilar. Te felicito por tu clara explicacion.
—Gracias sefior —expreso6 orgullosa Pilar y se fue a su puesto.

—Vamos a nuestro segundo analisis —dijo Daniel— que co-
rresponde a “un modelo de aprendizaje”.

De acuerdo a algunas investigaciones, en una sesiéon de me-
morizacion de palabras en idioma extranjero, la cantidad maxima
posible es de 150 palabras. El modelo para esta situacion esta dada

por N(t) =150(1- 670'32) donde el valor 0,32 corresponde a la

capacidad de concentracién de una persona normal. ;Cuantas pala-
bras pueden memorizarse en una hora?

Y dio nuevamente algunos minutos para que los alumnos re-
solvieran.

—Pasa Alex y haz el desarrollo del problema explicando cada
paso.

—Como el tiempo corresponde a una hora, reemplacé t por 1,
quedandome la expresién asi —y anoté— N(t) =150(1— e’ov?’z)

como el exponente de e es negativo, invierto para trabajarlo positi-

1
vo, entonces resulta N(1) = 150[1— 032). Usé la calculadora para
e

determinar — = lo cual me dio en forma aproximada 0,73. Una vez
e

teniendo ese valor, hice el cilculo final, es decit:

150- (1- 0,73) =150- 0,27 = 40,5

En conclusién, se pueden memorizar aproximadamente 41
palabras en idioma extranjero en una hora —aseguré Daniel a los
alumnos.
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—iQue buen dato sefior! —exclamé Carolina—, esto nos va a
servir para planificar nuestro estudio de idiomas.

—Y pensar que yo he tratado de memorizar como 100 pala-
bras en menos de una hora, con razén —reconocié Emilio—, jamas
lo he logrado en un cien por ciento.

—¢Se dan cuenta de la gran ayuda que les brinda la matematica
para estudiar en forma 6ptima? —pregunté Daniel e hizo una pausa,
para dar lugar a que todos pensaran en ello; y tal vez también, si po-
drfan aplicar el modelo a otras asignaturas.

Vamos a la siguiente situacién que tiene que ver con la mode-
lacién que permite determinar el grado de alcohol de una persona,

kx . 4

dada por R=6€", donde R corresponde al riesgo de un accidente,
medido en porcentaje y x es la concentracion variable de alcohol en
la sangre. Por ejemplo —agregd Daniel— si la concentracién de al-
cohol es de 0,04; el riesgo de tener un accidente es del 10%. Basado
en esto, determinen el valor de la constante k, luego con ese mismo
valor, determinen el riesgo de accidente si la concentraciéon es 0,17 y
luego la concentracién de alcohol correspondiente a un riego del
100%.

—Efectien los calculos y luego revisamos.

Una vez finalizados los ejercicios, comenzd la revision.

—¢Seflor, paso a determinar la constante? —pregunté Ignacio.

—Pasa y no te olvides de ir explicando el procedimiento para
todo el curso.

—En este caso, tenemos el valor de riesgo R y la concentra-
. - kx
cién de alcohol por lo que la expresion R=6€" queda como

0,04k : 4
10 = 6™ . Para determinar la constante k, debemos aplicar loga-
ritmo a la expresion, obteniéndose

In10 = In6+ 0,04k de donde k = InlO(;:nES =12,75

—Perfecto, ya tenemos el valor de la constante k —sefialé Da-
niel—, ¢quién quiere seguir con la otra interrogante?
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—Yo —dijo Boris, poniéndose de pie raipidamente—. Hay que
determinar el riesgo de accidente con una concentracion de alcohol
de 0,17; por lo tanto R=6-€*""*" =6.€*'" de aqui se obtiene
que R = 68,75 = 52,55; 0 sea, un 52,55% de riesgo de accidente.

—Falta determinar la concentraciéon de alcohol que corres-
ponde a un 100% de riesgo.

—Yo lo hago —dijo Emilio— Comienzo reemplazando R y la

2,75% . .
constante k, entonces 100= 6€" y le aplico logaritmo natural a
la expresion, entonces

IN100 = In6+12,75X de donde X = M =0,22

12,75
Esa es la concentracion que implica un 100% de riesgo de ac-
cidente.

—Para finalizar —propuso Daniel—, determinemos la concen-
tracion de alcohol que debe tener en la sangre un conductor para ser
arrestado, seguin la ley que establece que debe aplicarse esa medida,
cuando el riesgo de tener un accidente es de 20% o mayor. Pasa Di-
ana a hacer el procedimiento.

—Reemplazo —dijo Diana y anot6 20 = 6™ —, ahora le
aplico logaritmo natural y resulta IN20 = IN6+12,75X de donde

X = M =0,09.
12,75

—En algunos paifses es de 0.08 y en otros 0.10 —senalé Da-
niel— y con respecto a este ultimo ejercicio quiero decirles algunas
palabras que espero consideren. La concentracion de alcohol en la
sangre varfa segun lo mucho o poco que se coma antes o durante la
ingesta, también de acuerdo al peso de la persona y el tiempo de
ingestion. La oxidaciéon del alcohol no se puede apresurar
—prosiguié Daniel—, su proceso se realiza a un ritmo constante, por
lo tanto un café, una ducha frfa, etc. no sirven para eso. Se calcula,
que en una persona sana de 70 kilos, la presencia de alcohol dismi-
nuye a razén promedio de 0,10 gr/litro cada hora después de haber
dejado de beber. Eso significa, por ejemplo, que después de una
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fiesta en la que una persona ha ingerido 250 cc. de bebidas alcoholi-
cas de 30 o mas grados, deberan transcurrir entre 12 y 15 horas
antes que el cuerpo esté completamente limpio de alcohol. Asi, si la
fiesta comenz6 a las 9 de la noche, con toda seguridad todavia habra
presencia de alcohol en el organismo de esa persona a las 8 de la
mafiana del dia siguiente.

Bien, eso es todo por hoy —dijo Daniel y recalc6 sonriendo—
y espero que se conviertan en defensores de la matematica, cuando
alguno les diga que no sirve para nada.
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PREGUNTAS QUE COMPLICAN

Aquella reunién de departamento serfa la mas especial y no-
vedosa que habifan realizado jamas en el colegio. Habfan acordado
en el encuentro anterior, que cada uno de los profesores de matema-
tica, llevarfa una o dos consultas sobre preguntas que los alumnos y
alumnas hacen habitualmente, que conllevan en si mismas una com-
plicacién y por lo mismo, dar una respuesta satisfactoria y certera en
el momento, es a veces un desafio dificil de sortear con éxito.

Para conversar sobre estas situaciones, se habia invitado al
Doctor en Didactica de la Matematica, Ivo Matic, quien ya, en algu-
nas oportunidades, les habfa cooperado en diversas actividades
matematicas del colegio.

—Bien colegas —dijo Ivo— expongan sus consultas y analice-
mos cémo dar una respuesta satisfactoria a los jévenes que tienen
esas inquietudes.

La primera en preguntar fue Marta.

—Estimado Ivo, primero te agradezco tu presencia y estoy se-
gura que esta sera una reuniéon muy provechosa. Mi consulta tiene
que ver con una eterna pregunta que me hacen los alumnos de 7° y
8° basico y, aunque he buscado informacién en los textos de estudio,
estos jamas la aclaran. sPor qué menos por menos es mas?

—Para responder a muchas de las preguntas que me harin
—inici6 su respuesta Ivo— voy a tener que recurrir a algunos antece-
dentes historicos que serviran de base para entender mejor los por
qué de algunas situaciones. Respecto a tu consulta Marta, lo primero
es destacar que los numeros negativos recién fueron aceptados en
los finales del siglo XVIII, aunque en la India los utilizaban desde
antes para indicar deudas, pero no con el signo que lo conocemos
hoy. Ellos colocaban un pequefio circulo sobre el nimero para indi-
car que correspondia a un negativo o a una deuda, como les decian.
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—Yo, —comentd Daniel—, lei en unos documentos histéricos
que a los negativos los llamaban “nimeros falsos”.

—Exactamente, algunos matematicos le daban ese nombre.
Como Cardano, mientras que otros decfan que era imposible que
existieran, como John Wallis. Fue Euler quien les da plena existencia
en un tratado que escribié en 1770. En este ya se registra que el pro-
ducto de —1 por —1 es 1 y su argumento o demostracion es que el
producto, o es +1 o es —1, pero como 1 por —1 ya es —1, tendra
que ser +1.

—Pero eso no es una demostraciéon —sefialé Rocio.

—Por lo que queda claro que la respuesta a esta pregunta no
es facil ya que la demostracion se basa en la no ocurrencia de con-
tradicciones matematicas, pero si existen algunas justificaciones que
pueden servirles a ustedes para responder, pero antes, veamos una
curiosidad.

Cuando alguien sefiala que “no es cierto que no vaya a ir al es-
tadio”, esta expresando una doble negacién cuyo significado es que
s{ va a ir al estadio, es decir, “negaciéon con negaciéon resulta una
afirmacion”.

En el sur de nuestro pais, se utiliza mucho un tipo de respues-
ta similar que si se tomara con la l6gica que corresponde produciria
un gran caos. Cuando alguien pregunta, por ejemplo, “gvas a ir al
cine?”, generalmente se responde, “no, no”.

—Es decir —concluyé Marta—, estaria diciendo que sf va a ir.

—Exactamente, pero eso se los cuento s6lo como una curiosi-
dad. La anterior, es una explicacion basada en la 16gica del lenguaje.
Vamos ahora a una explicacién matematica.

Partamos de la base que 4:0 es 0, lo que los alumnos saben
muy bien y efectuemos algunas transformaciones. El producto4 -0
lo podemos escribir, por ejemplo, como 4- [3+ (- 3)], aplicamos la
propiedad distributiva y obtenemos 4-3+ 4(-3), o lo que es lo
mismo, 12 + 4- (— 3); como este producto debe ser 0, concluimos
que 4-(—3) debe ser el opuesto de 12, 0 sea 4-(—3) = -12, 1o que

significa que + por — es menos.
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—Esta explicacion me gusto, pero aun no se por qué menos
por menos es mas —dijo Marta.

—Paciencia Marta —dijo sonriendo el profesor Ivo Matic—, a
eso vamos. T misma lo vas a verificar. Pasa a la pizarra y desarrolla
el producto —4-0 basandote en el mismo procedimiento antetior.

Asi lo hizo Marta y termino feliz al establecer que menos por
menos, si era mas.

—Si alguien acot6 el profesor—, quiere una explicaciéon mas
matematica aun, puede desarrollar la siguiente demostracion:

Sean a y b dos nimeros positivos cualquiera, obviamente —a y
—b serain dos negativos. Comencemos estableciendo que
(—-a) (— b) = X, aplicando la propiedad aditiva de la igualdad obte-
nemos que (—a)-b)+a(-b)=x+a(-b) de donde, por la
propiedad distributiva, obtenemos (— b)[(— a)+ a] =X—ab lo que
iguala (—b)-0 = x—ab, es decir, 0= X—ab. De esta expresién se
determina que X = ab

Al comenzar la demostracién dijimos que (-a)-(=b)= x,
reemplazando en la expresion anterior resulta que (- a)(—b) = ab

—iExcelente demostracion! —exclamé Marta.

—Y como algo recreativo que puede servir para que sus alum-
nos no se olviden ni confundan esta regla, un cuento —propuso Ivo.

Existe una isla que tiene ciudadanos buenos (+) y ciudadanos
malos (—). Salir de esa maravillosa isla es malo (—) y entrar a ella es
bueno (+), por lo tanto

Si un ciudadano bueno (+) entra (+) es positivo (+) para la isla.
Si un ciudadano malo (—) sale (—) es positivo (+) para la isla.
Si un ciudadano bueno (+) sale (—) es negativo (—) para la isla.
Siun ciudadano malo (—) entra (+) es negativo (—) para la isla.

Allf tienen ustedes la regla de los signos para la multiplicacion,
espero que toda esta explicacion haya contestado tu pregunta —dijo
Ivo dirigiéndose a Marta.
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Mucho mis de lo que esperaba contesté Marta, agradeciendo
al profesor su ayuda.

—Sigamos, ¢quién quiere preguntar ahora? —inquiri6 Ivo.

Hubo un silencio general y parecia que nadie querfa reconocer
que existfan algunas dudas en su quehacer pedagogico. Rocio rom-
pi6 el silencio.

—En 7°y 8° se trabaja con potencias y aunque sé que en edu-
caciéon media se explica, me gustarfa tener claridad con respecto a
por qué todo numero elevado a 0 es 1, con excepcion del 0 elevado
a cero ya que en algunas oportunidades me lo han consultado y mi
respuesta ha sido que cuando lleguen a la enseflanza media lo sa-
bran, que es una forma de “sacarme” la pregunta.

—Agradezco tu franqueza Rocio —dijo Ivo— y me alegra que
lo consultaras. Es una pregunta recurrente, cuya respuesta acertada,
favorece la confianza que los alumnos puedan tener en su profesor.

—Como bien ti decias —continué Ivo—, generalmente las
demostraciones referidas a los teoremas de potencias se concluyen
en la media, pero no tiene por qué ser asi. Analicemos primero lo
siguiente:

El nimero 4.762 se puede descomponer de la siguiente mane-
ra: 4 unidades de mil, mas 7 centenas, mis 6 decenas, mas 2
unidades; que los alumnos dominan muy bien. Escribamos, lo dicho
anteriormente de la siguiente manera

4-1000+7-100+6-10+ 2-1 lo que equivale, en potencias de 10,
a4-10°+7-10°+6-10'+2-10°. ;Te fijas que las potencias de 10
van en orden descendente y que en el lugar del 1 se colocd 10°>

Esto permite concluir que 10° =1. Ese puede ser un primer paso
en tu consulta.

—Y una explicacion muy simple y entendible —sefialé Rocio.
—Ahora, vamos a otra explicaciéon —dijo Ivo—, partamos con

0 g 3-3 .
5" el cual se puede escribir como 577, 0 a la resta de dos nimetros
iguales que los alumnos quieran, luego le explican que esa expresion

o 3.3 . .
se puede escribir como 9”195, aplicando en forma inversa el teore-
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ma de la divisién de dos potencias y si quieren darles claridad, escti-
3

banselo como 573 recordando que la division de dos numeros
. ., 0 _ 1
iguales es 1, o sea, en conclusion 5 =1

0 .. [ .

—Con respecto a 0" se dan las siguientes posibilidades. Prime-
ro, aplicando el procedimiento recién hecho, obtenemos que es 1,
pero si nos basamos en que todo nimero de base 0, por ejemplo

3 o ) o
0°, 0" es cero; el resultado seria 0. Como ven, hay contradiccién en

. , 0

los resultados obtenidos; esa es la razén por la que se define a” =1
descartando la base 0. Otra consulta, jvamos animense! —exclamé
Ivo con mucha vitalidad.

—El cero trajo muchos beneficios a la matematica, pero a la
vez muchos problemas —comenzé diciendo Daniel—. Uno de esos,
y que me produce dificultades al ensefiar, es el nimero cero facto-
rial. Siempre les digo que su valor es 1 por definicion, pero eso
jamas me ha dejado conforme, ¢existe otra explicacion?

—La expresion 0! aparece cuando se trabaja con combinacio-
nes, por lo que tenemos que explicarlo, basindonos en las
propiedades de los nimeros combinatorios —comenzé explicando
Ivo—. En primer lugar, sabemos que si se tienen m elementos y se
toman de uno en uno, se forman un total de m grupos, esto se es-

m m
cribe como = m. Si desarrollamos 1 aplicando la férmula

de nimeros combinatorios, resulta

m m m(m—l)(m—2)~-3-2~1_m

1) 1(m-1) 1.(m-)(m-2)---3-2.1

—Por otra parte —prosiguié Ivo— si tenemos m elementos y
se toman todos, sélo se puede formar una combinacién, o sea
m

=1, que al aplicar la formula se llega a que
m
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m m
= donde aqui aparece el 0! que de acuer-

m/ m(m-m)! mo
do a la definicién de factorial no tiene sentido. Pero vimos que

m
m =1, entonces para que la expresion

riamente 0! debe ser 1. En este momento es que se define, para que
la férmula sea valida para cualquier valor de m y n que 0! = 1.

sea igual a 1, necesa-

—Cuando pasé los decimales —dijo Rocio—, una alumna me
pregunt6 por qué en algunos paises se utilizaba el punto como sepa-
racién decimal y en otros la coma. Le respondi que eran acuerdos de
cada pals, reconozco que fue una respuesta para salir del paso ya que
en verdad no lo sabia. Entonces me gustarfa saber, ¢por qué en al-
gunos pafses, coma y en otros, punto?

—EIl calculo numérico y su notaciéon ha ido pasando por diver-
sas etapas y en ese recorrido ha habido numerosos cambios que han
derivado finalmente en la simbologfa y forma de operar que usamos
actualmente. Para los nimeros decimales ha ocurrido lo mismo y en la
antigliedad se han encontrado multiples formas de representarlos,
unos subrayaban la parte decimal, otros la encerraban en un angulo
recto, otros separaban la parte entera de la parte decimal, etc. Pero el
primero en usar la coma para separa la parte decimal de la fraccionaria
fue Giovanni Magin, alrededor del 1600, que curiosamente no era
matematico sino, astrénomo.

Con la invencién de los logaritmos —prosiguié Ivo— se genera-
liz6 el uso de los decimales y Napier recomend6 el uso del punto. Fue
un periodo de mucho caos debido a la diversidad de notaciones que
se utilizaban, pero al final las que sobrevivieron fueron el punto y la
coma. Una solucién al conflicto vino por parte de Leibniz, cuando
sugiri6 utilizar el punto como simbolo de la operacién multiplicacion
y descartar el que se utilizaba hasta esa fecha, la x, ya que se confundia
con la incégnita. De este modo, la coma se utilizarfa para los decima-
les y el punto para los productos. En Inglaterra no se consider6 esta
propuesta de Leibniz ya que no era muy bienvenido y se siguié con la
simbologfa que utilizaban, punto para separar decimales y equis para la
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multiplicacion. Posteriormente en Inglaterra se acept6 la utilizacion
del punto. En otros paises, como Espafia, se utiliza la coma, pero la
escriben en forma elevada, o sea 7°58, por ejemplo.

—Hace dos dias —empez6 a contar Daniel— desarrollamos
con el 4° medio un facsimil de la PSU y habfa una pregunta a la que
no le pudimos encontrar una respuesta correcta —hizo una pausa,
mientras buscaba en su maletin, el facsimil.

—Anotalo en la pizarra y veamos de qué se trata —dijo Ivo.

Daniel escribio:

La expresion equivalente a +/6++/20 es
A) /6+4/20

B) /6 +2./5

0 +/5-1

D) 1+-/5

B) /8.5

—Intentamos —explicé Daniel—, descomponer J20=2/5 ,
pero hasta alli llegamos. Me comprometi con mis alumnos a estudiar
el problema detenidamente y llevarles la explicacion y respuesta la
proxima semana, por lo que tu presencia me puede salvar en esta

dificultad.

—Conozco este tipo de ejercicios y sé que su desarrollo no es
muy comun. ¢Era un facsimil oficial? —pregunté Ivo.

—No —respondié Daniel—, Son facsimiles que venden en el
comercio.

—Lo suponfa, —agregd Ivo—, me extraié mucho que una
pregunta como esta pudiese ser parte de la PSU. De todos modos, te
explico como desarrollatlo.

—Vamos a hacer equivalentes las siguientes expresiones

J6++/20 = Jx+.[y
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que es la forma en que queremos que nos quede la respuesta y

agreguemos que6—+/20 = Jx - W
Sumamos ambas expresiones y se obtiene

J6+@ +J6—@ =2/x,

despejamos, entonces

fre J6+@;J6—

y elevamos al cuadrado la expresion. Resulta

_ 6+/20+2./36-20+6--/20 12+2/16 20
4 4 4

de donde obtenemos que X =5.

=5

>

—Qué bueno el procedimiento! —exclamé Daniel.

Ahora restamos las expresiones iniciales,

J6+/20--/6--/20 =2y

= J6+@;J6—@

y al igual que el proceso anterior, elevamos al cuadrado

_ 6+/20-2/36-20+6-/20 _12-2./16 _4 _

4 4 4

y despejamos

=1

Entonces reemplazando x e y en el ejercicio dado, obtenemos
que

A/B6+ \/27 = x/?) + \ﬁ. =1+ \/g que corresponde a la alter-

nativa C.

—Excelente Ivo, muchas gracias —expresé Daniel.
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—Espera... Ahora viene lo mejor —sefalé sonriente Ivo y co-
menzdé a escribir sin decir palabras.

6+/20 =/6+2./5 =1+ 2/5+5="/(1+-/5)2 =1+-/5

—iQue buenal — exclamé extasiado Daniel.

—Nos queda poco tiempo —intervino Camila en su rol de
coordinadora—, asi que una ultima pregunta antes de finalizar la
reunién.

—No sé si tendra mayor trascendencia lo que voy a consultar
—sefialo Esteban—, pero quiero salir de la duda, ¢como debe decirse:
matematica o matematicas?

—ILLa verdad es que se usan ambos términos, pero ultimamente
se esta optando por matematica. No se sabe de donde viene el tér-
mino escrito en plural, pero se supone que esta basado en establecer
la unién de la Aritmética, el Algebra y la Geometria. También se da
como razén para usar sélo matematica, considerando que las demas
ramas estan incluidas en ella.

—Lo dltimo, sefior Matic —dijo Rocio— , la semana pasada un
alumno me dijo que habia encontrado en Internet la demostracion
que 0,9999... es igual a 1. Lamentablemente no la guard6 y cuando
me hizo el comentario tuve que reconocer que no la sabia.

—Lo primero —dijo Ivo—, rescatar que es bueno admitir ante
un alumno que uno no es Dios y que simplemente hay cosas que no
se saben, eso no los rebaja y si ademas investigan su consulta y le
llevan la respuesta correspondiente, les aseguro que ese alumno
apreciara mucho el gesto hecho. S¢ que hay varias demostraciones
respecto de lo que me preguntas, incluso algunas a nivel superior de
calculo, pero una explicacién simple y clara es la siguiente: Supon-
gamos que 0.9999.... < 1, como los numeros reales son un conjunto
Denso, o sea, entre dos numeros reales siempre hay otro, entonces
existe un numero x tal que 0.9999.... < x < 1. Como no existe nin-
gun numero que cumpla esa desigualdad, se concluye que lo
supuesto era falso y en conclusion 0.9999... = 1.
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—Esa es una “demostracion por el Absurdo” y si no queda lo
suficientemente claro, se puede explicar con fracciones del siguiente

1
modo, sabemos que § =0,3333... si multiplicamos 3-0,3333..

resulta 0,9999..., pero si efectuamos el producto 3+~ éste da 1. En

conclusiéon 0,9999... = 1.

—Le agradecemos al profesor Matic —concluyé Camila— el va-
lioso aporte que nos ha hecho en este dia y esperamos que este
encuentro se repita en el futuro. Un gran aplauso dio por finalizada la
exitosa reunion.
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LA DISERTACION DE MARIO

En la clase siguiente, tal como lo habia prometido, Daniel lle-
v6 lo investigado referente al triangulo dorado.

—ILa tarea que me dio Alvaro —dijo Daniel, sonriendo—, res-
pecto a la existencia del Triangulo Dorado, fue bastante complicada y
me demand6 mucho tiempo. La mayoria de la informacién que en-
contré tiene que ver con una zona que recibe ese nombre en la que se
encuentran las fronteras de Tailandia, Myanmar y Laos, divididas por
el rio Mekong, y que es un importante centro de trafico de opio.

—Yo también encontré esa informacidon —sefialé Alvaro.

Luego hallé que se llama asi, a un circuito turistico en Para-
guay. Pero finalmente aparecié —dijo Daniel con un suspiro hondo
que acompafié su dicho— y puedo confirmarles que existe el
triangulo dorado y que corresponde al triangulo cuyos angulos
miden 72°, 72° y 36°.

36° 72°

72°

—Y qué relacion tiene con el nimero de oro que vimos la
clase pasada? —pregunt6 Raquel.

—Pues yo me hice la misma pregunta y buscando la informa-
cién encontré una relacion que es de forma trigonométrica y aunque
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ustedes no han pasado todavia ese contenido voy a anotar la relacion
para que quede constancia de que existe y que si lo busqué —dijo
entre sonrisas Daniel. Esta es:

C _senr2°

—=""""=1618033...
d sen36°

Usen sus calculadoras cientificas odran verificar lo dicho.
yp
Si alguien no sabe coémo utilizarla, me pregunta.

—Bien —prosiguié Daniel—, pero hoy tenemos un nuevo ob-
jetivo que cumplir: El dibujo a escala.

Mario era un alumno que habia vivido gran parte de su vida
matematica entre el 3 y el 5. El esfuerzo que colocaba en aprender
cada contenido matematico, se vefa siempre aplastado por la entrega
de una nota que sefialaba que su aprendizaje era minimo y esto con el
tiempo lo fue marcando, llegando a ser el “malo para la matematica”
de su curso. A pesar de esta pesada carga no podia decir que la asigna-
tura no le gustaba pues habia algo de esta que le atrafa y seguia con
mucho empefio trabajando para superarse.

Cuando Daniel hablé de realizar planos en la préoxima activi-
dad, a Mario le gusté mucho la idea, ya que su padre era arquitecto y
le podria ayudar en lo que tuviera que realizar y hasta quizas podria
llegar a obtener una nota sobre 5 en matematica.

—Silencio, por favor. —solicité Daniel—. Voy dar las instruc-
ciones para que puedan dibujar un plano como corresponde. La idea
es realizar un plano de esta sala y llevarlo al papel milimetrado que
les solicité ayer y que supongo todos tienen al igual que sus respecti-
vas reglas para medir.

—3Si sefior —contestaron a coro.
Lo primero que analizaremos es la escala que se va a utilizar

para efectuar el dibujo. Para eso es fundamental saber las dimensio-
nes de esta sala.

“Caos organizado” —pens6 Daniel— y observé como se des-
empefiaban en esa actividad sus alumnos. Algunos tirados en el suelo
midiendo el largo, otros lo hacfan siguiendo alguna de las paredes,
algunos ingeniosos contaban los pasos desde el pizarrén hasta el mu-
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ral que estaba en la pared del fondo de la sala y luego median su paso
para sacar el largo total.

Y mientras discutfan sobre la verdadera medida del largo y an-
cho de la sala y de como establecer la escala del plano, Daniel se
preguntaba por enésima vez si era preferible esa actividad o una gran
guia de ejercicios. Bueno, al menos se daba cuenta que no habfa nin-
guno que estuviese perdiendo el tiempo y lo que mas le gustaba era
ver a aquellos alumnos que, reconocfan abiertamente “odiar” la ma-
tematica, midiendo, sacando calculos, transformando metros en
centimetros y discutiéndoles en algunas oportunidades a los “capos”
de la matematica.

La actividad fue muy efectiva y finalizada la hora de clase entre-
garon a Daniel sus respectivos planos. Con ese cargamento se dirigié
a la sala de profesores con la intenciéon de mostrarle a sus colegas, con
indiscutible orgullo, lo que habfan hecho sus alumnos en clase.

Daniel pensé que esa actividad llegaba hasta alli, pero la clase
siguiente se llevo la sorpresa de su vida como profesor. Minutos antes
de comenzar la clase, se acercé Mario y le contd que su padre le habia
comentado sobre algunos errores cometidos en los planos que el cur-
so habifa realizado y que a ¢l le gustarfa aclararlos para que todos
aprendiesen a considerar los estandares oficiales para realizar planos.
Por lo tanto le pidi6 unos 15 minutos de tiempo de la clase.

Casi no podia creer que un alumno le pidiese disertar sobre
algo que no se le habia solicitado y ni siquiera habl6 de una nota por
hacer ese trabajo. Obviamente no se negé y cuando llegd el momen-
to avis6 al curso que por unos minutos iban a cambiar de profesor.
Todos se miraron con desconcierto. No entendian qué estaba pa-
sando. Daniel le pidi6 a Mario que pasara adelante, y €l se senté en
el puesto del alumno.

Ver a un alumno que hasta el momento habfa demostrado poca
habilidad matematica explicando y siendo el gufa de la clase lo llen6 de
satisfaccion y mas todavia porque lo que estaba explicando realmente
eran situaciones que no se habfan considerado, entre ellas, el tipo de
linea al hacer un plano, la forma de sefialar la altura de los objetos en
un plano, los simbolos de la instalacion eléctrica, el dibujo de las pare-
des laterales, etc. y todo con sus respectivos ejemplos y haciendo
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algunos calculos decimales que hablaban de tener muy claro lo que
estaba haciendo. Los demas alumnos, después de un primer momento
de desconcierto, se involucraron en la disertacion, preguntando sus
dudas y llegd un momento en que la presencia de Daniel pasé des-
apercibida.

Cuando Mario terminé su disertacién se llevé un enorme
aplauso de sus compafieros y mas cuando Daniel les conté cémo se
habia gestado su participacion. Aunque Mario nunca pidié una re-
compensa por este trabajo especial, Daniel comunicé a todo el curso
que se merecia un 7 al libro y que se lo iba a poner porque considera-
ba que su trabajo era excepcional. Mario, que estaba acostumbrado a
recibir calificaciones bajas, sin creer lo que le estaba sucediendo y en
medio de los aplausos de sus compafieros, no pudo contener el llanto.
Ahora se sentfa capaz de lograr cualquier meta que le propusieran.

Daniel, agradeciendo la brillante presentacioén, continué con
su clase.

—Con lo visto y realizado en clases, mas el valioso aporte de
Mario —concluyé—, ya estamos preparados para la siguiente activi-
dad. Elaboren un plano de una de las habitaciones de su casa,
ubicando los muebles y principales objetos. No olviden utilizar las
caracteristicas dadas por Mario, para representar cada aspecto.

Desde ese momento, la solicitud de los alumnos para presen-
tar en disertaciones, temas novedosos o profundizar el contenido
que se estaba pasando, se convirtio en algo natural.
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VIERNES CULTURAL: ARQUIMEDES
Y LAS COMUNICACIONES

—c¢Estamos listos? —pregunté Daniel a sus alumnos y alumnas.
—Si sefior —respondieron a una voz— Ya podemos comenzar.

La musica suave comenzé a llenar el espacio y por el micré-
fono se escuché la dulce, pero imponente voz de Ménica.

—Bienvenidos queridos padres y apoderados a nuestro primer
“Viernes Cultural”, evento que se realizara periédicamente el primer
viernes de cada mes a las 19:00 horas. Hoy, tal como estaba anun-
ciado, les corresponde, a los alumnos del tercer afio medio, exponer
el tema “Arquimedes y las comunicaciones”. Iniciara esta actividad
el alumno Javier Cifuentes, quien nos relatara algunos aspectos his-
toricos relacionados con el tema.

Los espectadores se sorprendieron cuando las luces se apaga-
ron y algunos focos multicolores, mas un efecto de humo blanco
cubrieron el escenario y apareci6 Javier disfrazado de Arquimedes.

—Me llamo Arquimedes y naci el afio 287 antes de Cristo
—inici6 Javier su presentacion—. Soy hijo de un astrénomo llamado
Fidias y pariente del rey Hierén 11, y a pesar de haber podido acceder
a elevados y codiciados puestos, preferi consagrarme al estudio de las
matematicas bajo la direccion de Euclides en Alejandria. Recuerdo
que de muy joven recibi las felicitaciones por mis trabajos técnicos
donde sorprendi a todos efectuando la desecacion de los pantanos de
Egipto, considerada hasta entonces como irrealizable y lo unico que
tuve que hacer, fue emplear diques moviles. ¢Ingenioso no? Ya en
Siracusa, prosegui mis estudios de geometria y mecanica, logrando
descubrir principios que modestamente, me han inmortalizado.

Sé que entre ustedes es famoso mi grito de jEureka! jEurekal
iLo encontré! Lo encontré! Y la verdad es que no pude controlarme.
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Todavia siento vergiienza cuando me recuerdo saltando de la bafiera y
corriendo desnudo por las calles de Siracusa para contarle mi descu-
brimiento al rey. En otra oportunidad vendré a contarles esa historia
con todos sus detalles y sobre otros inventos, como las catapultas, el
tornillo sin fin y muchas férmulas matematicas.

Durante la segunda guerra punica —siguié Javier su representa-
cibn— Siracusa, aliada de Cartago, fue sitiada por los romanos, por lo
que tuve que crear un invento que puso en jaque a su ejército. Con
grandes espejos curvos concentré los rayos solares y logré incendiar
las naves de los enemigos. {Como gozaba la gente a mi alrededor,
viendo como el fuego consumia las naves romanas! Claro que después
se fueron todos a festejar y los romanos aprovecharon esto para pene-
trar en la ciudad

Yo sabfa, por algunos comentarios que me habfan llegado, que
el general invasor Marcelo, me tenfa profunda admiracién —prosiguié
Javier— y que habia ordenado a sus soldados que respetaran mi vida.
Por eso cuando entr6 el ejército vencedor, yo estaba en mi jardin,
sumido, con profunda atencién en unos problemas de geometria.
Escuché que varios soldados romanos penetraron al jardin, mientras
yo me encontraba inclinado, trabajando en las figuras geométricas que
habia trazado sobre la arena, pero no quise distraerme. Estaba en la
mitad de una demostracién y no queria ser molestado e hice un gesto
con la mano a uno de los soldados romanos diciéndole: "No borren
mis calculos", creo que no sabfan quién era yo. Sent{ un fuego abrasa-
dor —Javier hizo una gran pausa, suspiré y pinchoé la bolsa con pintura
roja que llevaba oculta— y comprend{ que una lanza estaba atravesan-
do mis entrafias, solo pude pensar, mientras se consumfa mi vida...
“ePor qué? ¢Por qué? sPor qué...?”

Javier, tras su dltimo grito desgarrador, se arrodillé mientras la
“sangre” manchaba su blanca tdnica, después de unos segundos se
desplomé sobre el escenario. Un gran aplauso premio su actuacion y
la forma original de presentar al personaje.

La funcién continué con una explicacién mas cientifica y de-
tallada sobre los espejos que utilizé Arquimedes y la forma en que
logré incendiar las naves romanas, a cargo de Rosa.
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—¢Cual era el descubrimiento de Arquimedes que le permitio
construir unos espejos para combatir a los romanos? —inicié dicien-
do Rosa—. Ustedes a lo mejor se imaginan los espejos de la forma
comun y corriente que hoy conocemos, pero no es asi.

Alli comenzo a funcionar el proyector multimedia, apoyando
lo que Rosa explicaba a los padres, apoderados y alumnos asistentes.

—Como ustedes pueden ver en las imagenes —sefalé Rosa—
los espejos eran concavos, y hay una razén para ello. Arquimedes
sabfa que si los rayos del sol incidian paralelos al eje de un espejo
parabdlico, éstos se reflejaban y convergfan en un solo punto. Por
esta razon se alcanzan en dicho punto elevadas temperaturas, las que
permitieron incendiar las naves atacantes.

Lo descubierto por Arquimedes —prosigui6 Rosa— no es sélo
aplicable a esa particular situacion, de alli se llevé a multiples elemen-
tos que hoy en dia nos hacen mas facil y placentera la vida. En nuestra
clase de matematica hemos tenido que estudiar la parabola y sus pro-
piedades. Y lo primero que hizo nuestro profesor fue invitarnos a
salir, pero no a un paseo cualquiera, fuimos a visitar una central de
comunicaciones la que tiene enormes radares y antenas. Alli nos expli-
c6 que la forma que tienen estas, no es obra de la casualidad o por un
mero capricho, sino que son el producto de la rotacién de una
parabola alrededor de su eje de simetrfa, como muestra la imagen,
generando una superficie de revolucién llamada Paraboloide. Nos
mostré lo que llaman Foco y aprovechamos de pedir algunos folletos
para agregar esa informacion a nuestros cuadernos.

Asi supimos que si una parabola recibe una sefial, de manera que
los rayos incidentes son paralelos al eje de la parabola, entonces la sefial
se concentra en el foco y a la vez, una sefal localizada en el foco de una
parabola sera trasmitida a lo largo de una recta paralela al eje. Asi es
como recibimos las sefiales que nos permiten ver television.
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—Por lo tanto —finalizé6 Rosa—, ahora cuando se vayan a sus ca-
sas se iran agradecidos de Arquimedes, de su gran aporte a la
humanidad. Y antes de subirse a su auto, miren sus focos, son paraboli-
cos. Cuando lleguen a su casa y enciendan las luces, miren las
ampolletas, son parabolicas. Si tienen necesidad de encender una linter-
na, obsérvenla, es parabolica. Por ultimo, enciendan la tele coloquen su
programa favorito y no olviden de decir: “gracias Arquimedes”.

Un nuevo aplauso coroné con éxito la presentacion de Rosa.

—Para finalizar nuestra jornada la cual hemos llamado “Viernes
Cultural”, nuestro compafiero Ramoén Pardo, nos explicara sobre “La
funcién cuadratica en la vida cotidiana” —anuncié Moénica.

—FEI gran problema de las matematicas escolares —comenz6 di-
ciendo Ramén— siempre ha sido su gran distanciamiento con la vida
cotidiana. Ese motivo es el que nos ha llevado a realizar este ciclo de
jornadas. Y todos los calculos que se realizan en la clase tienen mas
sentido cuando se sabe que la funcién cuadratica que estamos estu-
diando tiene que ver, por ejemplo, con la trayectoria de una pelota
lanzada a un aro de basquetbol, con la trayectoria que describe un rio
al caer desde lo alto de una montafia, con la forma que toma una
cuerda floja sobre la cual se desplaza un equilibrista, con el recorrido
desde el origen, con respecto al tiempo transcurrido, cuando una pat-
ticula es lanzada con una velocidad inicial.

Tiene mas sentido resolver ecuaciones de segundo grado en
clases cuando sabes que se aplica en la ingenierfa civil para resolver
problemas especificos en la construccion de puentes colgantes que se
encuentran suspendidos en uno de los cables amatrados a dos torres.
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Y que los bidlogos utilizan las funciones cuadraticas para estudiar los
efectos nutricionales de los organismos.

La  funcién  cuadratica responde a la  formula

y= ax’ +bX+C con a distinto de cero. Su grafica —como pueden

ver en esta diapositiva— es una curva llamada parabola cuyas carac-
terfsticas son: Si a es mayor que 0 es concava y admite un minimo. Si
a es menor que 0 es convexa y admite un maximo.

—Y para ser mas preciso y que ustedes entiendan a lo que me
refiero voy a darles a conocer un problema que resolvimos hace
unos dias. Dice asi:

Se va a organizar un concierto de musica y se espera que asistan
25.000 personas. Se piensa cobrar una entrada de $15.000. Los orga-
nizadores saben, por experiencias antetiores, que por cada $1.000 que
se aumente el valor de la entrada, la asistencia disminuye en 500 per-
sonas. Sobre la base de los datos dados debemos determinar una
expresion que represente los ingresos de los organizadores y respon-
der hasta donde pueden los organizadores subir el valor de la entrada
para asegurar ingresos y también qué precio le da los mejores ingresos.
Y no solo esto, pues si se quieren tener ingresos superiores a 450 mi-
llones, debemos determinar cudl debe ser el precio de las entradas.

—Eso serfa todo —finaliz6 Ramén—, espero que ahora tengan
claridad con respecto a lo que se hace en el colegio y su implicancia
en la vida cotidiana.

Entre aplausos, Monica tomé el micréfono y despidio a los
invitados, mientras por los parlantes se escuchaba una agradable
melodfa.

—A la salida se le entregaran unos apuntes con el tema de hoy
—comunicé Moénica— y, una hoja donde podran expresar su opinion de
la actividad y escribir sugerencias. Muchas gracias por su asistencia.
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¢COMO SE LO DIGO?

—Ayer —comenz6 contando Camila a Daniel— tuve que hacer
una clase a un sobrino que tiene algunos problemas en matematica.
Esta pasando inecuaciones y quedé mas o menos claro con la mate-
ria, pero me encontré con una situacién que no quise comentarsela y
que queria conversarla contigo primero.

—Dime de qué se trata —dijo Daniel y se acomodé para escu-
char atentamente.

—Cuando revisé su cuaderno me di cuenta que habfa un ejerci-
cio resuelto en forma incorrecta. No me llamé tanto la atencién pues
pensé que €l lo habfa hecho mal o copiado mal, pero al seguir revisan-
do me percaté que todos los de ese tipo tenfan el mismo error. Le
pregunté a mi sobrino y me dijo que los habia copiado tal cual desde
la pizarra.

—Veamos —dijo Daniel—. Anota uno de esos ejercicios y des-
arrollémoslo.

X—-2 x+1
<

X+3 X
usaban habitualmente en sus reuniones y entre ambos fueron com-
pletando el desarrollo. Camila anoté:

Camila anot6 la inecuacién en la pizarra que

X—2 X+1 x-2 x+1
< & - <0
X+3 X X+3 X X(X+3)

2 2
X°—2X—X"—4x-3 0 —6x—3<0<:>—3(2x+1)<O

<0 —
X(X+3) X(X+3) X(X+3)
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3(2x +1
S(2x+1) >0
X(Xx +3)
—Luego, los puntos criticos, considerando 2x+1=0; x+3=0y
x=0, son

1

— —; 0y -3 —sefial6 Daniel—. Déjame elaborar la tabla.

2

Hizo un rayado perfecto, dado por los afios de experiencia, y
completo:

X<-3 ——3<x<—1 —E<x<0 x>0
2 2
3(2x+1) — — + +
X(x+3) + — _ +
3(2x +1)
— = — + — -
X(x +3)
—Los intervalos donde el cociente es positivo son (—3, — §> y

(0, +00) —dijo Daniel.

—Exactamente —apoy6 Camila— por lo tanto la solucién de
este ejercicio corresponde a (—3, — E) Y (0, +o0)

—Y donde esta el error que encontraste en el cuaderno de tu
sobrino? —inquirié Daniel.

—El procedimiento que efectuaban era el incorrecto ya que
trataban la inecuaciéon del mismo modo que una ecuacién, o sea,
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sacaban el minimo comun multiplo y luego desarrollaban del si-
guiente modo:

X—2 x+1

X+3 X
X(X=2) < (Xx+D(x+3)

X2 —2X< X* +4x+3
—6X>-3

—Por lo tanto obtenfan como solucién (— E , ) lo cual es

incorrecto —concluyé Camila.

—Ahora entiendo tu preocupacion —sefialé Daniel, tomando
una actitud pensativa que también expresaba inquietud.

—¢Qué hago ahora? —pregunté— ya que no quiero que mi
sobrino se entere del error y tenga desconfianza de su profesora. Y
para mi también es problematico decirle a una colega que esta equi-
vocada en lo que ensefia.

—Yo creo que no se puede dejar pasar ese error, por lo que es
conveniente que hables con ella y le expliques cual es la equivocacion
que se comete. Lleva algun libro que apoye lo que vas a plantearle y
préstaselos si ella lo considera necesario. Estoy seguro que va a agra-
decer tu gesto y ella misma debera aclarar la situacion frente a sus
alumnos. Por cierto, eso sera mucho mejor que en algin momento un
alumno, delante de toda la clase le diga que ha cometido un error y la
situacion la tome de sorpresa.

—Bueno Daniel, seguiré tu consejo. Espero que mi colega lo
entienda.
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FUNCION COMERCIAL Y GEOMETRICA

—Para trabajar con la funcién afin, ya tenemos como base lo vis-
to en primero medio sobre proporcionalidad directa —dijo Daniel.

—Exactamente —apoy6é Camila—. Ahora sélo se trata de ex-
tender ese modelo a la funciéon y=mx+n.

—Lo fundamental va a ser apoyarnos en el andlisis de situa-
ciones reales de la naturaleza, la tecnologia, de la vida cotidiana, etc.
Construir modelos, darles una forma algebraica, expresarlos en ta-
blas de valores y luego representarlas.

—Y tenemos que lograr que nuestros alumnos logren distin-
guir entre el modelo y las situaciones que este permite analizar, sus
ajustes y restricciones.

—Inventemos una situaciéon problematica que nos sirva de
partida para el tema —propuso Daniel.

Y durante un rato, intercambiaron ideas sobre el problema
hasta que finalmente lo tuvieron listo.

—ILéelo para ver como qued6 —dijo Camila.

—FEn una empresa de ventas de servicios, los empleados tie-
nen un sueldo que depende de las ventas del mes, mas un sueldo
base de $150.000. La funcionaria Eliana Avila, hizo en ventas el pri-
mer mes, $800.000 y su sueldo fue $250.000. El segundo mes vendi6
$1.200.000, recibiendo un sueldo de $300.000.

¢Cuanto sera el sueldo del presente mes si estima hacer en

ventas $1.600.000?
Determina la ecuacion de la recta que describe el sueldo de Eliana.
Determina la pendiente de esta ecuacion.

Grafica esta funcién.
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Hacer una estimacién para el caso en que a Eliana le fuera muy

bien y vendiera $2.500.000
¢Cuanto tendria que vender para obtener un sueldo de $500.000?

Crea un nuevo ejercicio que se pueda representar de modo
similar.

—Qued6 super bien —dijo Camila.
—Inventemos otros —dijo Daniel— ya me entusiasmé.
Al rato después ya tenfan varios problemas creados.

—En mis apuntes encontré uno de geometria que podemos
aplicar también —dijo Camila—, escucha:

Un sitio tiene un perimetro de 56 metros. Calcular la medida de
uno de sus lados en funcién del otro.

—Desarrollémoslo —sugirié Daniel.

—Bueno, primero tabulemos la situacién en una tabla de doble
entrada, considerando como x e y la medida de sus lados.

X (m) y (m)
1 27
2 26
3 25
4 24
5
6
7

23
22
21
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—Modelando la situaciéon obtenemos y = f(x) =—x + 28

—Represéntamelos ahora —dijo Daniel.

0
15

12

ul T T T T ]
u] 1 2 3 4 5 -] 7

x

—Hay varias situaciones que podemos conversar en clases sobre
la recta obtenida —sefial6 Camila—, como la interseccién con el eje y el
angulo obtuso que forma respecto al eje x, que no pasa por el origen.

—Y es el momento para formalizar el tema —agregd Daniel—,
sefialando que las situaciones vistas se pueden modelar con una
ecuacion de la forma y=mx+n, con m y n distintos de cero, en la
cual “y” estd en funcién de x que denotamos y=f(x), reciben el
nombre de Funcién Afin.

—Aclarando que no estamos considerando el caso en que la
recta es paralela a uno de los ejes coordenados y tampoco la que
pasa por el origen. Y que esos se van a estudiar a continuaciéon —dijo
Camila.

—Cortrecto —respondié Daniel— y para el caso de la funcién
constante, démosle el problema de un automévil que sube una cues-
ta por un camino sinuoso con una rapidez constante de 50 km/hr,
cuyo modelo algebraico es y=50.

—Para que lleguen a la funcién lineal, podemos darle una acti-
vidad en que tengan que ver con el cambio de monedas, por ejemplo
de pesos a ddlares o viceversa —finaliz6 diciendo Camila.
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NO CONFUNDIR

—Oye Camila, ¢te fijaste en el programa de 1° medio que nue-
vamente hay que pasar proporciones y porcentaje?

—Daniel, creo que estas equivocado. Yo revisé el programa
completo y eso no aparece.

—Mira, aqui estd —dijo Daniel y le mostré el programa— pri-
mera unidad “Numeros y Proporcionalidad”.

—Si, de acuerdo con lo que me muestras, pero no lo estas in-
terpretando como el programa lo sugiere.

—¢A qué te refieres? —interrogd Daniel.

—La idea es, que los alumnos y alumnas hagan analisis y des-
criban fendmenos y situaciones que ilustren la idea de variabilidad.

—Y también hay que pasar porcentajes nuevamente —insistio
Daniel.

—Si, pero dandole un nuevo enfoque. No se trata de repetir lo
que ya se vio en la educaciéon basica, aunque puedes iniciar la unidad
con un breve repaso, la idea es trabajar con lecturas e interpretacio-
nes de informacién cientifica que involucren los porcentajes.

—Ya te estoy entendiendo la idea —expresé Daniel mas con-
vencido.

—Debemos efectuar analisis de indicadores econémicos y socia-
les —continu6é Camila—. También, planteamientos de problemas que
involucren proporciones directas e inversas, pero basados en nuestra

realidad cotidiana.

—Entonces, voy a tener que volver planificar ese tema
—concluyé Daniel— Yo habfa tomado para mis clases lo visto en
basica y solo le habia agregado unos ejercicios un poco mas profun-
dos y crei que ya estaba listo.
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—Planifiquemos juntos la metodologia y el enfoque que le
vamos a dar a estas unidades. Creo que va a ser mucho mas facil de
esa manera.

—Tienes toda la razé6n —aprobo6 Daniel—, como tengo libre la
proxima hora, voy a conectarme a Internet para sacar todo el mate-
rial que nos pueda servir de acuerdo a lo que me planteaste respecto
de estos temas.

—De acuerdo —respondié Camila—. Yo tengo varios textos
que nos pueden ayudar. Nos juntamos a las tres entonces.

—Si, a las tres esta bien —le confirmé Daniel.

Aquella tarde Camila lleg cargada de libros y carpetas con diver-
sos apuntes respecto del tema que iban a planificar. Daniel también
lleg6 con una gran cantidad de hojas impresas y algunos libros.

—Veo que también trajiste algunos libros —le comenté Camila.

—S8i, pero tienen sus afios asi que no sé si nos serviran —dijo
Daniel.

—Pero no veo “el Baldor” —dijo Camila sonriendo malicio-
samente.

—No me vas a creer, pero lo tomé varias veces con la inten-
cion de traerlo. Al final lo dejé, con el dolor de mi alma.

Se rieron de sus bromas y se dispusieron a trabajar.
—Bien, ¢como comenzamos? —preguntd Camila.

—De acuerdo a lo que lef recién en el programa, lo primero es
aclarar lo que significa una variable —mientras indicaba la pagina
donde aparecia la informacion.

—Eso es correcto, —confirmé Camila—, pero ellos tienen que
llegar a concluirlo. Podemos darle una lista de enunciados y que de-
terminen si son o no variables, basandose en cémo interpretan ellos
el significado de variable.

—Podria ser, por ejemplo, el precio del ddlar —sugirié Da-
niel—, el tiempo de duracién de una cancién, el valor de la UF,
numero de alumnos de nuestro colegio, etc.
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—Me parece bien —aprobé Camila—. Les damos unas 10 fra-
ses y los ponemos a discutirlas. Eso les dara claridad sobre lo que es
una variable.

—¢Qué viene después? —pregunté Daniel.
—Podemos establecer algunas comparaciones entre magnitu-
des y que establezcan las diversas formas de comparar que existen.

—Tu dices —quiso aclarar Daniel— datles actividades para
comparar por igualdad, por diferencia, por orden y por cociente.

—Si —respondié Camila— y que nuestro tema tiene que ver
con la comparacion por cociente. Al decir que la cantidad de puntos
que lleva la UC y el Colo Colo son distintos, estoy comparando por
igualdad y que si digo que la UC tiene 3 puntos mas que el Colo
Colo la comparacion es por diferencia.

Y que la UC va primera y el Colo Colo tercero es por orden
—siguio el ejemplo Camila— y que sus puntajes estan en razéon 4:3 la
comparaciéon por cociente.

—Con esa explicacion —dijo Daniel—, podemos llegar a anali-
zar que también hay comparaciones entre razones de donde resultan
igualdades llamadas proporciones.

—Y por consiguiente —apoy6 Camila—, hacer un rapido repaso
recordandoles los términos de una proporcion y la propiedad funda-
mental y desarrollando algunos ejercicios. Con eso ya podemos
ingresar a la presentacion de informacion a través de tablas y graficos;
podemos mostrarles graficos con algunas interrogantes y que ellos
saquen sus respectivas conclusiones; preguntatles, por ejemplo, a qué
hora se registr6 la minima y la maxima temperatura, entre qué horas
estuvo bajo cero, etc. O exponerles otro que muestre, por ejemplo, el
rendimiento de tres atletas corriendo 1.000 metros planos. Y peditles
que determinen en qué momento van empate, en qué orden llegaron a
la meta, etcétera.

—Excelente —apoy6 Daniel—. Y de alli pasamos al siguiente te-
ma. Podemos datle unas tablas para completar y que sobre la base de
ellas, determinen cuando dos magnitudes son directamente proporcio-
nales y que luego establezcan la constante de proporcionalidad.
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—Eso es —aprob6 Camila— que lleguen a que b =k donde

k es la constante. Y el mismo camino podemos tomar para que veri-
fiquen la proporcionalidad inversa, y lleguen a que & b=k

—Si, pero cada uno de ellos con su grafico respectivo, ¢no te
parece?

—Tienes toda la razé6n —reconocié Camila—. Y posteriormen-
te a esto, darles una gufa de trabajo para afianzar lo aprendido.

—Ahora si estoy claro —sefalé Daniel— y ya sé que para la varia-
ci6én porcentual tengo que hacer un procedimiento parecido a este.

—Fue bueno habetlo conversado, sino hubiésemos hecho co-
sas distintas en un mismo nivel, por haber interpretado diferente lo
que el programa indica.

—Te confieso que antes no me gustaba para nada trabajar en
equipo con otros colegas —reconocié valientemente Daniel—, pero
ahora estoy viendo el beneficio que trae. Creo que he perdido mu-
cho crecimiento pedagoégico por ser un lobo solitario.

—iQue conste que tu lo estas diciendo! —exclamé Camila
riendo—, no yo.
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 TAXT!

—Buenos dias —saludé sonriente Daniel.
—Buenos dias, sefior —contestaron todos.
—Que viene contento, profe —sefial6 Romina.

—Como siempre, pero en realidad, hoy mucho mas. Me aca-
ban de informar que algunos de nuestros alumnos clasificaron para
la Olimpiada Interfronteras de Matematica y ese es un buen premio
al esfuerzo que hemos hecho en conjunto.

—iFelicitaciones, Bravo! profe —manifestaron con alegria los
alumnos.

—Muchas gracias —dijo Daniel—, ahora comencemos nuestra
labor.

—Supongo que ustedes alguna vez han viajado en taxi. ¢Cierto?

—Yo varias veces —seflal6 Maribel— ya que acompafio a mi
abuelita cuando tiene que ir al hospital, a la AFP o a su Isapre.

—Pues cada vez que ustedes realizan un viaje en taxi y deben
cancelar la carrera, se estd aplicando una famosa funcion matematica
—explic6é Daniel.

—En serio profe? —pregunté incrédula Pamela.

—Asi es —le confirmé Daniel— y lo vamos a probar en la si-
guiente actividad.

Mientras Daniel hablaba de la situacién problematica iba ano-
tando los datos en la pizarra.

—Supongamos que Mario tiene un taxi cuya caida de bandera
es de $200 y $70 por cada 200 metros y que Alvaro maneja otro taxi
cuya caida de bandera es de $300 y $60 por cada 200 metros. ;Cual
de los taxis conviene para una carrera de 4 Km?
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Todos comenzaron a realizar sus calculos, mientras Daniel re-
corria la sala para ver la forma en que enfrentaban el problema.

—Sale muy largo —se quejé Raquel—, pero no es dificil.
—En general —pregunté Daniel una vez que finalizaron sus

procedimientos —, ¢a partir de qué distancia, un taxi es mas conve-
niente que el otro?

—Al principio el mas barato era el que cobraba $70 cada 200
metros, pero a medida que se iba avanzando en metros, la cantidad de
dinero a pagar se iba igualando —respondié Raquel—. Cuando se llega
a los 2.000 metros sale lo mismo para los dos taxis, de allf en adelante
es mas barato el que cobra $60 cada 200 metros.

—Grafiquemos la situaciéon planteada y veamos si en forma
grafica podemos evitar el largo procedimiento del que se quejaba
Raquel. Ademas que sabremos qué tipo de grafico se obtiene en
estos problemas.

Unos minutos después todos tenfan su grafico hecho.

—FI grafico que acabamos de hacer corresponde a la llamada
Funcién Parte Entera de x —explicé Daniel— que asocia a x el ma-
yor entero que es menor o igual a x y se simboliza comoy = [ x].

—Qué pueden decir sobre los puntos inicial y final de cada
tramo? —pregunt6 Daniel.

—Que cuando llega al punto final de un tramo “pega un salto”
y pasa al siguiente tramo —trespondié Matio.

—En realidad, no alcanza a llegar al final —opin6 Soffa— se
aproxima a ¢él, pero sin llegar a alcanzatlo.

—Muy bien. Les coloco una nueva situacion, para que vean la
gran aplicacion que tiene la matematica en nuestra vida cotidiana. El
remedio llamado Paracetamol infantil en gotas, es un analgésico y
antipirético que recetan los médicos para bajar la fiebre y calmar los
dolores en los nifios. LLa cantidad de medicamento a administrar es
de 2 gotitas de Paracetamol por cada 1 kg de peso del nifio. Cons-
truyan una tabla de valores, considerando los siguientes pesos en

gramos: 2.500, 3.500,4.500, 5.000, 6.500, 7.000, 8.500 y 9.000.

Daniel esper6 que todos completaran la tabla y pregunto:

172 -



—¢Cudl es el modelo algebraico asociado a la situacion plan-
teada?

—Es f(x)=y = 2-[x] —respondi6 Sofia

—Muy bien —le respondié Daniel—. ¢Y en qué otra situacion
de la vida cotidiana ven ustedes que se puede aplicar la funcién parte
entera?

Se dispusieron a pensatlo, cuando de pronto Maribel rompio
el silencio diciendo con su entusiasmada respuesta: —En los planes
de celulares, profe!

—Excelente —dijo Daniel y agregé— con respecto a lo que di-
jo Maribel, quiero que para la proxima clase traigan algunos de los
planes que tienen las empresas telefonicas con el fin de analizarlos y
determinar los mas convenientes.

—Profe, podriamos analizar especialmente lo que se refiere a
Internet, porque alli hay bastantes planes que se ofrecen y uno no
sabe al final cual es el mas conveniente.

—Perfecto, que esa sea nuestra actividad de la préxima clase
—senal6 Daniel.

—Para finalizar el trabajo de hoy, iremos a la sala de computa-
cién y en parejas van a graficar las siguientes expresiones —y anoto
en la pizarra:

1) y=[2X] para—4<x<4
X
2)y= m para el intervalo [1,6]

3 y=x-[x]

ot
[

2

—Analicenlas, establezcan similitudes, diferencias y determi-
nen su dominio y recorrido —concluy6 Daniel.

5 Y=
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ESTADISTICA EN LA PSU

—Hoy vamos a aplicar los contenidos de estadistica que han
aprendido en algo que les interesa mucho, por estar en 4° medio: la
Prueba de Seleccién Universitaria, es decir, la PSU.

Daniel hizo una pausa, mientras los alumnos hacfan un com-
pleto silencio por el interés del tema.

—Seguramente —prosiguié Daniel—, en algin momento, us-
tedes se han preguntado como se determinan los puntajes que
indican quiénes pueden entrar a alguna carrera de la educacion supe-
rior y quiénes no. Hoy aprenderemos sobre esto. El Consejo de
Rectores acordd que, a partir del Proceso de Admision 2005, todas
las pruebas de la baterfa deben normalizarse; esto quiere decir que la
distribucion original se transformara a una distribucién Normal. La
escala de puntaje estandar que se utilizara sera con un promedio 500
y desviacion estandar 110.

—Seflor, ¢la prueba tiene un maximo de puntaje? —consult6
Héctor.

—No sélo un maximo —respondié Daniel—. Los puntajes ex-
tremos se fijan en 150 puntos y 850 puntos. Es muy importante que
ustedes tengan claridad en el procedimiento que se efectia para obtener
el Puntaje Corregido —continué Daniel—. Este corresponde al nimero
de respuestas correctas menos un cuarto del nimero de respuestas in-
correctas. Sé que va a quedar mucho mas claro con un ejemplo.

Se acercé a la pizarra y comenzé a escribir el procedimiento,
mientras explicaba.

—Supongamos que un alumno obtiene 50 respuestas correctas
y 18 incorrectas. Su puntaje corregido sera 50——-18 es decir
50—-4,5. Aqui sucede algo importante que deben conocer; si la
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fraccién decimal obtenida es igual a 0,75 debe aproximarse al entero
superior, pero si la fraccién es igual a 0,25 6 0,5 debe aproximarse al
entero inferior. Por lo tanto, el puntaje corregido de nuestro ejemplo
sera 50 — 4 = 46.

—Seflor, jamas nos habian informado sobre la forma en que se
considera esa parte decimal —sefial6 Ignacio.

—Entonces, los puntajes que hemos sacado en los ensayos que
hemos hecho hasta ahora, no eran correctos — agregd Héctor.

—lLa variacion no es mucha, pero ustedes deben tener esta
informacién y para eso estamos —respondié Daniel, siguiendo con su
exposicion—. Una vez obtenidos los puntajes corregidos para todas
las personas que rindieron la prueba, se crea una tabla de frecuencias,
como ésta:

Puntaje Frecuencia
Corregido

-9 1
-7 2
-6 2
-5 6
-4 7
-3 13
-2 19
-1 35
0 49
1 88
2 107
3 154
68 1
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—Con los datos de esta tabla —continué Daniel—, se calculan el
promedio y la desviacién estandar. Ya saben ustedes que el promedio
corresponde al cociente entre la suma de los puntajes corregidos y la
cantidad de pruebas realizadas. Establezcamos que esta resulté de 22
puntos. Obtengamos ahora la frecuencia relativa, que corresponde a
la proporcién de personas que obtuvieron cierto puntaje corregido.

Puntaje Frecuencia Frecuepcia

Corregido Relativa
-9 1 0
-7 2 0,0001
-6 2 0,0001
-5 6 0,0002
-4 7 0,0002
-3 13 0,0003
-2 19 0,0005
-1 35 0,0009
0 49 0,0013
1 88 0,0023
2 107 0,0028
3 154 0,004
68 1 0

—Agreguemos, a la tabla anterior, la frecuencia acumulada relativa.
Boris, scoémo se completa la tabla? —pregunté Daniel.

—Solo tengo que ir sumado los valores obtenidos en la fre-
cuencia relativa —sefial6 Boris.
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Puntaje Frecuencia Frecue.ncia Erecuencia
Corregido Relativa | Relativa Acumulada

-9 1 0 0

-7 2 0,0001 0,0001

-6 2 0,0001 0,0002
-5 6 0,0002 0,0004
-4 7 0,0002 0,0006
-3 13 0,0003 0,0009
2 19 0,0005 0,0014
-1 35 0,0009 0,0023

0 49 0,0013 0,0036

1 88 0,0023 0,0059
2 107 0,0028 0,0087

3 154 0,004 0,00127
68 1 0 1

—Gracias Boris. Ahora que ya obtuvimos los puntajes corregi-
dos y la frecuencia relativa acumulada, procedemos a calcular el
puntaje z, que le corresponderia en una curva normal a esa propor-
cion de area de la curva original. Es decir, para un puntaje corregido
en particular, su puntaje z asociado nos indica a cuantas unidades de
desviacion estandar del promedio se encuentra un puntaje determina-
do; por ejemplo, el valor z = 0,7 significa 0,7 desviaciones hacia la
derecha del promedio; el promedio z =-1,2 implica 1,2 desviaciones
hacia la izquierda del promedio; y si z = 0 no hay desviacion y corres-
ponde al promedio. El puntaje z resulta de aplicar la funcién inversa
de la normal a la frecuencia relativa acumulada. En otras palabras,
usando una tabla especial, se busca en el cuerpo de ella un valor dado
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de Frecuencia Relativa Acumulada, y que valor de z le corresponde.
Por ejemplo, para el caso de un puntaje corregido que tenga una
frecuencia relativa acumulada de 0,67 el puntaje z asociado es de 0,44.

—:Como se hace para llegar a ese valor? —consulté Diana.

—En la tabla de puntajes z —respondié Daniel—, se busca la
frecuencia relativa acumulada de 0,67 y se ve con qué par de valores
esta asociado; estos valores se suman, en este caso 0,4 + 0,04 lo que
da 0,44. Y ahora —prosigui6 Daniel—, con los puntajes =z
correspondientes a cada puntaje corregido, se procede a calcular el
puntaje estandar por la expresion 500 + 110-Z, donde 500
corresponde a la media y 110 a la desviacion estandar.

—Los puntajes normalizados quedan asf:

]5;2:12; Puntaje Z | Porcentaje
<450 -0,4545 32,47%
< 475 -0,2272 41,02%
< 500 0 50%
> 550 0,4545 32,47%
> 600 0,909 18,16%
> 650 1,3636 8,63%
> 700 1,8181 3,45%

—Los porcentajes se mantienen fijos para cada puntaje z
—sefial6 Daniel— y, por ende, para cada puntaje estandar asociado.

—cLLas notas igual se normalizan? —pregunt6 Alex.

—Las notas de enseflanza media, para el proceso de admision
2005, se normalizaron con una media de 540 puntos y desviacién
estandar de 110 puntos; para el 50% inferior, el calculo se hizo mo-
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dificando el puntaje Z- 90 | Esto se debe a que la media considerada
el 2005 era de alrededor de 540 puntos.

—Entonces este ano, y los aflos siguientes, esto va a cambiar
—concluy6 Diego.

—La intencion, segun sefal6 el Consejo de Rectores —explico
Daniel—, es ajustar en forma progresiva la transformacion de puntaje
normalizado hasta poder, en 4 6 5 afios, asignar 500 puntos a la media
de las notas de la ensefianza media, con el fin de lograr la equivalencia
en la normalizacion de todos los instrumentos utilizados.

—Significa que para los cursos que vienen detras, lo situacion
va a ser mas dificil —opiné Emilio.

—Mira Emilio —respondié Daniel—, el que es constante y de-
dicado en sus estudios, jamds va a tener problemas, aunque se
cambien algunas reglas del juego.

—Tiene toda la razén, profe —respondié Emilio.
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SIEMPRE POSITIVO

—En las clases anteriores, hemos trabajado con la Funcién
Parte Entera y hemos conocido su aplicaciéon en la vida cotidiana
—comenz6 diciendo Daniel.

—Asi da gusto la matematica —opiné Raquel, en voz alta.

—Tienes toda la razén —contesté Daniel—. Y continuando en
esa linea, hoy conoceremos una nueva funcién y lo haremos en base a
la siguiente situacion problematica: Una empresa de buses tiene su
centro de operaciones en La Serena y desea saber en qué punto de la
carretera se encuentran dos de sus buses. Conectandose por radio con
ellos, uno de los conductores informa que se encuentra en el kilébme-
tro 769, mientras que el conductor del otro bus comunica que se halla
en el kilémetro 379. Sabiendo que La Serena esta en el kilometro 474,
¢a qué distancia se encuentra cada bus de La Serena? ;Coémo determi-
nar la distancia, en un punto cualquiera, entre uno de los camiones y
La Serena?

—Eso es muy facil sefior; basta con restar y listo —sefalé Al-
varo.

—Los kilémetros son 379, 474 y 769. ¢Qué resta harfas?
—pregunt6 Daniel a Alvaro.

—Restarfa 474 — 379 y 769 — 474 —respondi6 Alvaro.

—Y cémo harfamos para determinar la distancia entre un
punto x cualquiera y La Serena? —volvié a preguntar Daniel.

Se produjo un momento de silencio y luego comenzaron a in-
tercambiar opiniones entre ellos.

—Cual es el problema? —consult6é Daniel.

—Es que no sabemos si restar x — 474 6 474 — x, ya que no
sabemos si x es menor o mayor que 474 — respondi6 Lorena.
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—Ademas que, segun se trabaje, darfa un resultado negativo y la
distancia no puede ser negativa —concluyé Sofia.

—Exactamente —dijo Daniel— y ¢como podriamos solucionar
esta dificultad?

—No haciéndole caso al signo —dijo Mario, sonriendo.

—Eso no se puede hacer —le contradijo Romina.

—Y como podriamos definir una funcién que nos solucione
esa dificultad? —pregunté Daniel.

—Yo recuerdo que en séptimo afio vimos algo relacionado con
lo que se esta discutiendo —dijo Esteban.
—Cierto, ahora me acuerdo —dijo Soffa—, sacabamos el valor
absoluto de los numeros. Por ejemplo, el valor absoluto de —7 es 7.
—Bien, hemos llegado al punto que me interesaba —anuncié
Daniel— Hoy conoceran la funcién valor absoluto, que se define
como:
x| = {x si. x=0
—xsix <0

—FEso quiere decir que si queremos determinar ‘—3

b

tendriamos que efectuar —(—3) lo que nos da 3 positivo —concluyé
Maribel.

—As{ es Maribel, pero volvamos al problema inicial —sefiald
Daniel—. Entonces, para determinar las distancias entre los buses y su

centro de operaciones, debemos efectuar ‘769— 474{ =295 vy
‘379—474 = ‘—95‘ =95.

—Falta determinar la distancia para cualquier punto de la
carretera —record6 Raquel.

—¢Y como setfa eso? —consultd Daniel.

—Pienso que ‘X - 474‘ —contesté Raquel.

—O también ‘474— X‘ —acot6 Esteban.
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—Esta bien. Consideremos la funcién dada por Raquel y gra-
fiquémosla.

Daniel dio el tiempo necesario para que sus alumnos pudiesen
elaborar sus respectivas tablas de valores y graficar la funcion.

—Mario, pasa y anota la tabla de valores que obtuviste —dijo
Daniel.

Con cierta impaciencia, Mario se levanté de su asiento y anoto
su tabla en la pizarra.

X Y
80 394
160 314
320 154
379 95
430 44
474 0

520 46
580 106
640 166
769 295
800 326
860 386

—Hago el grafico también? —pregunt6 Mario.

—Bueno —respondié Daniel.
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—sSiempre resulta el mismo grafico? —pregunté Alvaro.

—Eso lo van a concluir ustedes mismos, porque ahora iremos a
trabajar a la sala de computacién y alli van a dibujar con el Graphma-
tica las siguientes funciones —dijo Daniel anotando en la pizarra:

y=|X; y=|x+2 s Y=[X+2 y=[x-2;

y=1-x

—Una vez que terminen con esos graficos, vamos a extraer las
conclusiones correspondientes y les daré un nuevo grupo de funcio-
nes para graficar —concluyé Daniel.

; y=|x-2

Los alumnos se pusieron de pie y todos se dirigieron a la sala
de computacion.

184



LA PENA DE LA INJUSTICIA

—Esteban, ¢trajiste preparada tu disertacion? —pregunt6 Daniel.

—Si sefior, cuanto usted diga, paso a exponerla —respondié
Esteban.

—Gracias Esteban. Antes, quisiera recordarles cémo surgi6 esta
tarea, especialmente a los que estuvieron ausentes la semana pasada
—coment6 Daniel. —Esteban, durante la clase anterior, pregunt6 si
existfa alguna mujer famosa por sus aportes a la matematica, ya que
rara vez se nombra a alguna. Le contesté que si, y algunas muy famo-
sas, asi que le propuse que para esta clase nos presentara una
disertacién con la vida y obra de alguna de ellas. Esteban, ya puedes
pasar —dijo Daniel, tomando asiento en el puesto vacio dejado por el
alumno.

—Cuando surgi6 esta tarea —comenzo6 Esteban—, debo confe-
satles que la consideré “una lata”, pero después de buscar en Internet
y leer las respectivas biografias, mi interés crecié. Mi primera idea fue
hablar sobre la primera mujer matematica, Hipatia; pero como se tra-
taba, segun me dijo el profe, de optar por la que mas me llamara la
atencion, me decidf finalmente por Sophie Germain o Soffa Germain.

—Tiene el mismo nombre que el de mi abuela y el mio —dijo
Sofia—, y las dos somos buenas para la matematica.

—Hoy, puedes decir eso abiertamente, Soffa, y a nadie le llama-
rfa la atencién —le comenté Esteban—, pero en la época de ella era
muy dificil inclinarse por la matematica, ya que las mujeres tenfan
prohibido estudiarla. Pero no quiero adelantarme; primero, voy a con-
tarles que Marie Sophie Germain naci6 el dia 1 de Abril de 1776, en
Paris. A los 13 afios, en plena revolucidn, se interesé por la lectura,
comenzando con las obras de la biblioteca de su padre, que era dipu-
tado. Entre esos libros, encontré “Historia de la Matematica” de Jean
Baptiste Montuela y en €l se contaba la historia de Arquimedes y su
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muerte, a manos de los soldados romanos, mientras resolvia, pensati-
vo, un problema geométrico. Esta historia la conmovié y quiso
conocer esa ciencia que hacfa que alguien pudiese abstraerse de mane-
ra tal que ni siquiera le preocupara la batalla que se desarrollaba a su
alrededor.

Los compafieros de Esteban escuchaban con atencién el rela-
to, aunque un poco incrédulos.

—Comenzo6 a leer todos los textos matematicos que cafan en
sus manos —prosiguié6 Esteban— y cuando sus padres descubrieron
su gran pasion trataron por todos los medios de desviarla de ese ca-
mino. Incluso con métodos inhumanos, ya que la dejaban en su pieza
sin calefaccion, sin luz e, incluso, sin ropa, cubierta sélo con una sa-
bana; a pesar de esto, ella siempre se las arreglaba para seguir
estudiando. Fue tanta su tenacidad que, finalmente, sus padres cedie-
ron y le permitieron estudiar matematica, siempre y cuando lo
mantuviese en secreto.

—Y pensar que ahora los padres nos retan si no estudiamos
matematica —dijo Raquel sonriendo.

—Tienes toda la razén —le respondié Esteban—. Cuando se
fundé en 1794 la Escuela Politécnica de Parfs, como Soffa no podia
ingresar, por ser mujer, comenzé a conseguirse los apuntes con algu-
nos amigos que sabfan de su pasiéon. En esta escuela, al finalizar el
periodo de clases, los estudiantes debfan presentar a sus respectivos
profesores sus investigaciones realizadas; entonces, Soffa prepar6 un
trabajo y lo firmé como Antoine Auguste Le Blanc. Este trabajo lo
ley6 Joseph Louis Lagrange, gran matematico de la época, quien por
su originalidad quiso conocer al autor.

—Qué emocionante! —exclamé Pamela— hasta podria ser
tema de una pelicula.

—Ciertamente —apoy6 HEsteban— y cuando Lagrange supo la
verdad la felicit6 y le dio la posibilidad de seguir estudiando, acogién-
dola como alumna, lo que ayud6 a Soffa a acercarse al circulo de
cientificos y matematicos que admiraba; pero un nuevo obstaculo se
presentd, v es que ella no era aristocrata, por lo cual, también se le
neg6 el derecho al conocimiento. Esto no la hizo desfallecer y conti-
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nuo sus estudios, inclinindose por la Teoria de Numeros. Se contactd
con Carl Gauss, escribiéndole muchas cartas, pero siempre firmando
como Le Blanc, explicindole c6mo el famosisimo Ultimo Teorema de
Fermat no era resoluble en determinadas condiciones. La respuesta de
Gauss fue muy agradable, agradeciendo el esfuerzo y el buen hacer
matematico del nuevo erudito. La correspondencia continué durante
algun tiempo, hasta que, en medio de las Guerras Napoleonicas, y
temiendo por la seguridad del viejo genio, Sophie se descubrio, al fin,
como mujer en una carta. La respuesta de Gauss fue inesperada, ya
que reconoci6 que la vida de Sophie era una proeza en si misma, al
haber superado todos los formidables obstaculos sociales para demos-
trar su talento. Esta correspondencia con el tiempo desaparecio,
cuando Gauss dejo sus labores matematicas tras ser nombrado cate-
dratico de astronomia en Géttingen.

En la sala, salvo por la voz de Esteban, habia absoluto silencio.

—Posteriormente —siguié Esteban— sus investigaciones se
orientaron a la Teorfa de la Elasticidad y en 1816 consigui6 el Premio
Extraordinario de las Ciencias Matematicas otorgado por la Academia
de Ciencias de Parfs, tras ganar un concurso, lo que la convirtié en la
primera mujer que asisti6 a las sesiones de la Academia Francesa de
las Ciencias. El teorema que lleva su nombre, fue el resultado mas
importante entre 1753 y 1840. En los ultimos afios de su vida, escribié
dos libros matematicos; uno sobre la curvatura de superficies y otro
sobre Teorfa de Numeros. Ademas, escribi6é un ensayo sobre filosoffa
de la ciencia. Sophie muri6 el 27 de junio de 1831 en Parfs, de cancer
de mama. En el certificado de defuncién, a pesar de sus mualtiples
aportaciones al avance de las matematicas, figura como “mujer sin
oficio”.

—Qué penal —reconoci6 Soffa.

—A pesar de sus logros nunca recibi6 titulo alguno. Es mas,
cuando se erigi6 la torre Eiffel en 1889 se inscribieron los nombres de
72 sabios franceses que contribuyeron a su existencia, pero no se in-
cluy6 a Sophie Germain entre ellos. Lo tnico que la recuerda como
matematica y filésofa es una calle de Paris, un Liceo que lleva su
nombre y una placa en la casa donde murié. Actualmente, como re-
conocimiento postumo, el Instituto de Francia, concede anualmente
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“Le Prix Sophie Germain” al investigador que haya realizado el traba-
jo mas importante en Matematicas.

—Quiero agregar —dijo Daniel—, para que ustedes comprendan
la importancia de esta matematica, que su contribucion al Teorema de
Fermat, que restringfa de forma considerable las soluciones, sobre la
elasticidad de la vibracion de las placas, permite la construccion de
edificios altos, de tal manera que el movimiento de la tierra no los
haga caer.

—Como la torre Eiffel —comenté Romina.

—Y ni siquiera la colocaron en la placa recordatoria, jqué in-
justicial —senalé Maribel.

—Para finalizar —dijo Esteban— quiero sefialar que una de las
mayores contribuciones de Soffa a la Teorfa de Nimeros fue la de-

., i . 5 5
mostraciéon matematica de que si x, y, z son enteros y X + y5 =7,

entonces al menos uno de ellos es divisible por cinco. Ahora voy a
desarrollar un problema propuesto por ella, en el que hay que de-

4
mostrar que los numeros del tipo a +4 oo compuestos, siendo
a7 1. Su procedimiento es asi —y anot6 en la pizarra—:

a'+4=a*+4a’ +4-4a° =
(@°+27°-4a° =(a°+2)°—(2a)’ =
(a®+2-2a)(a’+ 2+ 2a)

4

De esta tltima expresion se concluye que el nimero & + 4

es un numero compuesto ya que puede ser expresado en forma de
dos factores que no sean iguales a ¢l ni a la unidad. Eso es todo.

—Excelente Esteban —reconocié Daniel— Demos un gran aplau-
SO a su compafiero por su preocupacion y gran exposicion. Y para los
que quieran seguir investigando sobre las mujeres matematicas, voy a
anotarles un listado de las mas importantes de todos los tiempos; ellas
son: Teano, Hipatia, Emilie de Chatelet, Maria Gaetana Agnesi, Caroli-
na Herschel, Mary Somerville, Ada Lovelace, Sofia Sonia Kovalevskaya,
Grace Chisholm Young, Emmy Noether, Grace Murray Hopper, Em-
ma Castelnuovo y Edna Paisano.
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LENGUAJE ALGEBRAICO
CON TORTUGA INCLUIDA

Daniel entr6 a la sala y lo primero que hizo, después de salu-
dar y pasar la lista, fue escribir en una esquina de la pizarra la

5x° — (4x)*

expresion ——————— y lanzo el desafio.

—Quién quiere leer esta expresion algebraica en lenguaje
comun?

Todos miraban la expresion y no se atrevian a dar el primer
paso, por lo que Daniel los animé a intentarlo.

—Vamos, sin temor, si se equivocan no pasa nada; lo intentan
de nuevo y punto. Recuerden lo que siempre les he dicho “Es prefe-
rible pensar en forma errénea que no pensar”.

Y surgieron las primeras voces.

—“El quintuplo de un nimero...”

—No —interrumpi6 Daniel con una sonrisa.
—“El cuadrado del quintuplo...”

—No —sefial6 Daniel con voz amigable.
—“La diferencia del quintuplo...”

—No.

Y asi varios lo intentaron, pero no lograban llegar a la respues-
ta correcta.

—Les aseguro —dijo Daniel, de manera muy convincente—
que al finalizar la clase, todos sabran leer este tipo de expresiones.

—Todos, todos? —pregunt6 Estefania.
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—Exactamente, y no tengo ninguna duda de ello, pero tam-
bién necesito la cooperacion de todos ustedes, ¢de acuerdo?

—Si, sefior —respondieron todos.

—Lo primero que vamos a hacer es anotar diversas expresio-
nes comunes con su respectiva equivalencia algebraica.

Y Daniel comenzé anotando: sumar, agregar.

—¢Qué otro palabra se les ocurre que tenga el mismo signifi-
cado algebraico?

—Aumentar —respondi6é Angel.

—Afadir —agrego Ester.

Asi, fueron construyendo un completo listado, que serfa la ba-
se para transformar expresiones verbales en algebraicas y viceversa.

—Ahora —dijo Daniel—, vamos a leer algunas expresiones al-
gebraicas hasta poder leer la que anoté inicialmente en la pizarra.

—Sefior, hay algo que no me quedo claro en el listado de pala-
bras —sefalé Ricardo.

—¢De qué se trata? —pregunt6 Daniel.

—Cuando usted colocd la palabra exceso, le dio el equivalente
a la operacion resta y, para mi, exceso significa mas, es decir, suma.

—Entiendo tu consulta y voy a responderte con un ejemplo,
para mayor claridad. Si yo peso 87 kilos y deberia pesar 72 kilos, mi
médico me dird que estoy “excedido” de peso y que deberé bajar 15
kilos para alcanzar mi peso normal. Al hablar de “excedido”, me esta
diciendo que tengo mas kilos de lo que debo tener, pero para calcu-
lar cuantos kilos son, se debe efectuar la resta 87 — 72, para poder
determinar el exceso. Por eso, esta palabra se asocia con la sustrac-
cién y no con la suma.

—Gracias profe —dijo Ricardo—; me quedo saper claro.

—Sefior. ¢Le puedo hacer una pregunta? Pero que no tiene
nada que ver con el tema —dijo Marfa Paz, con voz timida.

—Dime de qué se trata —la animé Daniel.

—He escuchado varias veces —explicé Marfa Paz— una histo-
ria sobre la carrera entre una tortuga y un hombre y que, al final, la
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tortuga gana, pero no sé de qué se trata ni por qué es tan famoso ese
cuento matematico.

—T4 te refieres a la historia en que Aquiles, un héroe griego
famoso por su rapidez, compite en una carrera contra una tortuga. Te
la voy a explicar para que entiendas por qué es una historia tan popu-
lar. Supongamos que la distancia a recorrer es de 200 metros y, como
Aquiles corre 10 veces mas rapido que la tortuga, le dice que le dard
100 metros de ventaja.

Mientras explicaba, Daniel iba dibujando la situacién en la pi-
zarra.

—Los dos se ponen en posicion y empieza la carrera. Aquiles
comienza a correr, y avanza los 100 metros que le dio de ventaja a la
tortuga. Pero en ese tiempo, la tortuga ya avanzé 10 metros, de modo
que todavia lo aventaja. Cuando Aquiles recorre esos 10 metros, la
tortuga ya avanzé 1 metro mas. Aquiles sigue corriendo y avanza ese
metro, pero la tortuga en el mismo tiempo ya ha avanzado 10 centi-
metros. Asi siguen corriendo hasta los 200 metros, sin que Aquiles
pueda alcanzar nunca a la tortuga. Y ésta resulta ganadora.

—Ahora entiendo —seflal6 Ana Marfa—, pero esto no pasa en
la realidad.

—Asi es —respondié Daniel—. A esas situaciones contradicto-
rias se les llama “paradojas”.

—¢Y quién las invent6? —pregunt6 Nicol.

—Zenoén, uno de los mas célebres pensadores griegos, en el
siglo V a.C.

—¢Y nadie ha podido determinar por qué se produce ese
error? —consult6 Elena.

—Recién en el siglo diecisiete, el matematico escocés James
Gregory estudi6, por primera vez y de manera sistematica, la forma
de terminar con el dilema de Zenén —respondi6é Daniel—. Lo hizo a
través de las llamadas series convergentes, sumas que a pesar de te-
ner un numero infinito de términos, dan como resultado un numero

finito. Por ejemplo, la suma —+—+—-+—+_—+..., puede



hacerse, y da exactamente 1. Esta materia se ve y profundiza en 4°
medio con los alumnos que ingresan a la Formacién Diferenciada de
matematica.

—Ya anotamos el listado de palabras —sefial6 Nicol.

—Perfecto, volvamos a lo nuestro —dijo Daniel—. En la lectu-
ra de expresiones algebraicas es fundamental hacerlo considerando,
en primer lugar, a la operaciéon que afecta a toda la expresion. Me

explico, si tenemos , toda la expresion esta divida por 4, por

lo tanto debo leer: “la cuarta parte de la diferencia entre un nimero
” . . X
y 2”. No es lo mismo que tener, por ejemplo, Z — 2, donde la ope-

racién principal es la resta, o sea debo leer: “la diferencia entre la
cuarta parte de un numero y dos”

—Ahora voy entendiendo —comenté Ester—, por eso en la
expresion que nos dio al principio de la clase fallibamos todos, pot-
que comenzabamos a leer en cualquier parte.

—Asi es —afirmé Daniel— Otro ejemplo es la expresion
(3X)2 , que se lee: “el cuadrado del triple de un nimero cualquiera”,
ya que toda la expresion esta afectada por el cuadrado. No es lo
mismo (3X)2 que 3x%; en este dltimo caso, lo fundamental es el
producto y se lee: “el triple del cuadrado de un numero cualquiera”.

—Sefior. ¢Puedo leer la expresion que nos dio al principio
5x° — (4x)*

3

—Por supuesto, y te felicito por tomar la iniciativa. Dime.

? —consultdé Milena.

—ILLa expresion equivale a “la tercera parte de la diferencia en-
tre el quintuplo del cuadrado de un nimero y el cubo del cuadruplo
de...” ¢Como digo ahi?

—Del mismo nimero —le respondi6 Ricardo.
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—Perfecto —reconocié Daniel—. Ahora vamos a hacer un pe-

3x- 6y |
. :

quefio coro y van a leer lo siguiente

Y todos leyeron a una voz: “El cubo de la quinta parte de la
diferencia entre el triple de un nimero cualquiera y el cuadrado del
quintuplo de otro numero”

—Un aplauso para ustedes mismos —sefial6 Daniel comenzando
a aplaudir—. Los felicito. Y el objetivo de aprender a leer estas expre-
siones es que cuando encuentren problemas en forma verbal, ustedes
puedan sin mucha dificultad pasarla a una expresion algebraica.

—¢Cémo cual? —pregunté Andrés.

—Dentro de poco vamos a resolver ecuaciones de primer grado
y, en ese contenido, apareceran problemas como “si al triple de un
nimero se le agrega su cuarta parte se obtiene 15. Determinar ese
nimero” y allf veran la gran ventaja de haber aprendido a leer expre-
siones como las de hoy.

—Yo ya lo planteé sefior — dijo Angel mostrando en su cua-

X
derno la expresion 3X+ 2 =15

—iExcelente! De eso se trata —senalé Daniel—. La proxima cla-
se, voy a evaluar el aprendizaje de lo que trabajamos este dia. Y para
que se preparen en conciencia, voy a entregatles una guia de trabajo.
No desaprovechen la oportunidad de aprender.

Daniel se retiré de la sala, mientras el timbre sefialaba el mo-
mento de un merecido descanso.
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CINE EN EL AULA

Aquella mafiana, Daniel quiso datles una sorpresa a sus alum-
nos del tercer afio medio. Apenas lleg6 a la sala, pasé la lista y les
comunico que la clase se realizarfa en la sala de audiovisuales.

—:Vamos a ver un video, sefior? —pregunté Rosa.
—Exactamente, pero alld les cuento los detalles. {Vamos!.

Una vez instalados en la sala, Daniel hizo una breve introduc-
ci6én sobre la pelicula que verfan en unos instantes.

—Hay muy pocas ocasiones —comenté Daniel— para utilizar
cine en la clase de matematica. Las peliculas que hacen referencia a
asuntos de matematica son puntuales y, generalmente, vinculadas a
biografias de cientificos famosos. O bien, son documentales hechos
especificamente para la enseflanza de conceptos concretos. Sin em-
bargo, esta pelicula tiene un argumento matematico en si mismo, por
lo que no podemos dejar de verla. El nombre de la pelicula es “Pi: fe
en el caos”, y fue hecha el afio 1998 bajo la direccién del Darren Aro-
nofsky; la actuacién principal corresponde al actor estadounidense
Sean Gullette. Esta clasificada en el género de thriller y ciencia ficcion,
asi que espero que les guste. Desde ya, les advierto que es muy impor-
tante la concentracién para poder entender toda la trama, ya que es
una pelicula un poco compleja. Como en todas las actividades que
hacemos, al final de la clase les entregaré la pauta de trabajo sobre esta
pelicula.

La concentracion fue total, durante la exhibicién del video;
solo se escucharon algunos comentarios en la escena del taladro.

La pelicula terminé en el preciso momento en que sonaba el
timbre para ir a recreo. Daniel entrego la pauta que los alumnos de-
berfan traer desarrollada la proxima clase. Todos abandonaron la
sala de audiovisuales comentando la pelicula.
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La pauta contenia el siguiente texto:
Realiza un comentario sobre la pelicula.

Sefiala los aspectos relacionados con la matematica que pudis-
te apreciar.

De acuerdo con lo visto en la pelicula, explica qué es para ti
un modelo matematico.

Senala la diferencia entre un numerdlogo y un matematico.

¢Crees que existe un orden oculto que gobierna toda la exis-
tencia del cosmos, como lo crefa el protagonista?

Expresa argumentos a favor y en contra sobre si puede la ob-
sesion por algo llevarnos a la locura, y si es negativo para una
persona dedicar demasiado tiempo a la investigacion.

En la pelicula aparecen referencias a la Teorfa del Caos. Busca
alguna informacion al respecto.

Investiga sobre el juego del Go.

En la pelicula se mencionan los nimeros de Fibonacci. Inves-
tiga sobre ello.

La clase siguiente fue muy animada y polémica. A medida que
los alumnos lefan sus respuestas y opiniones, surgian nuevas interro-
gantes que, entre todos, buscaban responder.

—Me interesa que profundicemos sobre Fibonacci —comento
Daniel—. Asi que les voy a dar un trabajo para la proxima clase, ba-
sado en lo siguiente: En la pelicula, el protagonista indica cémo se
construye la espiral logaritmica a partir de la sucesién de Fibonacci
del siguiente modo: comenzando con un cuadrado de 1 cm de lado,
se afiade otro cuadrado idéntico para obtener un rectangulo 2x1. Se
afiade, a este rectangulo, un cuadrado 2x2 por el lado mas largo, para
formar un rectangulo 3x2. A éste, se le aflade un cuadrado 3x3, ob-
teniéndose un rectangulo 5x3, y asi sucesivamente. Uniendo los
extremos opuestos mediante arcos de circunferencia, se obtiene la
“espiral dorada”.

—La actividad a realizar es la siguiente —concluyé Daniel—:
realizar la construccién que acabo de sefialar en papel milimetrado,
llegando hasta donde lo permita el tamafio de la hoja, y dibujar pos-
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teriormente la espiral. Luego, responder lo siguiente: ;Doénde se en-
cuentra la sucesiéon de Fibonacci y la razén aurea en esta
construccion?

—Profe, ¢existe, realmente, alguna relacién entre las matemati-
cas y la bolsa? —pregunt6 Javier.

—Claro que si —expres6 Daniel—; cuando un valor de la bolsa
ha empezado a cambiar su tendencia después de algunos dias su-
biendo o bajando de forma clara, se puede prever que la correccion

sera del 61.8%. Observa los decimales de — y comparalos con los

de @, o del 38.2% que corresponde a 1 — @ . Son las llamadas lineas
de Fibonacci, tenidas muy en cuenta por los analistas de mercados
financieros. También se aplican para tratar de identificar cambios en
las tendencias de mercado y se dibujan en periodos de tiempo pro-
porcionales a 5, 8, 13, 21... Como puede observarse, la pelicula esta
bien documentada al respecto; claro que de ahi a exista un modelo
que permita determinar de antemano las variaciones de la bolsa, ya
es otra cosa.

—Seflor, otra pregunta, antes de que terminemos la clase
—dijo Milena—. Ademas de la utilidad de pi en la férmula del peri-
metro y del area de la circunferencia, ¢se utiliza en algo mas?

—Ustedes saben —respondié Daniel— que el valor de Pi tiene
infinitos decimales y alguna vez les comenté que existen grupos de
personas que programan sus computadores para alcanzar nuevos
records de decimales dem. Por ejemplo, en 1995, el equipo del japonés
Yasumasa Kanada de la Universidad de Tokyo logré 6.442.450.938
decimales. Ustedes pueden pensar que estos son calculos inutiles, pero
son un test que permiten localizar errores en los cada vez mas potentes
microprocesadores. Fue asi como se detecté un famoso error en el
primer Intel Pentium hace algunos afios.
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CIGARRAS MATEMATICAS

—Daniel, jqué bueno que te encuentro! —exclamé Rocio.

—:Qué te pasa, mujer, que vienes tan desesperada —dijo son-
riendo Daniel.

—cRecuerdas que al comenzar el aflo quedamos de acuerdo en
ensefar la matematica en forma contextualizada y dejando en claro a
los alumnos, la utilizacion practica de cada contenido?

—S8i, por supuesto. Es lo que todos estamos haciendo en cla-
ses —le confirmé Daniel.

—Pues, me surgié un problema —dijo Rocio e hizo una pau-
sa—: ¢Para qué sirven los numeros primos?

En ese instante entrd a la sala de profesores Camila, quien al
escuchar la pregunta se incorpord al tema.

—Hace algun tiempo lef que los nimeros primos se utilizaban,
por ejemplo, en el ambito del espionaje —dijo Daniel.
—:Cbémo es eso? —pregunto extrafiada Rocio.

—All4 por los setenta estaba el desafio de encontrar un proceso
matematico que fuese facil de llevar a término en una direccioén, pero
muy dificil de realizar en la direccién opuesta, ya que serfa perfecto
para los mensajes cifrados. Tt podrias, por ejemplo, tener la clave
dividida en dos partes y publicar la parte correspondiente al cifraje.
Cualquiera podria enviarte mensajes cifrados, pero solo tu conocetfas
la parte descifradora de la clave.

Rocio escuchaba un poco confundida.

—En 1977 —continué Daniel— un equipo de matematicos y
cientificos informaticos del Massachusetts Institute of Technology, se dieron
cuenta que los numeros primos eran la base ideal para lo que te co-
mentaba anteriormente, es decir, un proceso sencillo para cifrar pero,
a la vez, dificil para descifrar. Si quisieras generar tu propia clave, bas-
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tarfa con tomar dos nimeros primos muy grandes, por ejemplo de 80
digitos cada uno; los multiplicas y obtienes un numero que, obvia-
mente, no es primo. Para descifrar el mensaje harfa falta conocer los
dos nimeros primos, lo que serfa una “misién imposible”.

Rocio asinti6 con la cabeza.

—Obviamente —agregd Daniel—, estoy hablando de un nimero
de mas de 100 cifras; que implicatfa afios de trabajo para los computa-

dores mas potentes del mundo. Por lo tanto, serfa facil hacer perder el
rastro a los espias, bastarfa con cambiar la clave una vez al afio.

Camila, que habfa permanecido en silencio escuchando la ex-
plicacion de Daniel, agregd nueva informacion.

—Hace poco tiempo, escuché en un programa de radio que
los nimeros primos se utilizaban en el estudio de la evolucion de los
insectos.

—Eso si que no lo habfa escuchado —comenté Daniel.

—Serfa interesante saber sobre eso —dijo Rocio.

—No recuerdo muy bien los detalles que dieron a conocer en
ese programa, pero si le preguntamos a Tomas tal vez sepa de lo que
hablamos.

—Voy a buscarlo —dijo Rocio—, hace un momento lo vi en el
pasillo conversando con algunos alumnos sobre la PSU de Biologfa.

Rocio sali6 rapidamente de la sala de profesores y a los pocos
minutos regresd, acompanada de Tomas que trafa una gran cara de
interrogante.

—Tomas. Tenemos una consulta que hacerte, tal vez no muy
comun, pero serfa importante para nosotros saber la respuesta
—comenz6 Daniel.

—Ademais, serfa un buen punto de unién entre la matematica
y la biologia —aport6 Camila.
—Bien. ¢De qué se trata? —pregunt6 intrigado Tomas.

—Sabes si en el estudio de la evolucién de los insectos, hay
algo relacionado con los nimeros primos? —pregunt6 Rocio.

—Seguramente ustedes se refieren a las cigarras —respondié
Tomas—; por ejemplo, la cigarra Magicicada Septendecim tiene el
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ciclo vital mas largo de todos los insectos; su ciclo vital empieza bajo
tierra, donde las ninfas absorben pacientemente el zumo de las raices
de los arboles. Después de 17 afios, las cigarras adultas emergen de la
tierra en gran numero, se aparean, ponen los huevos y mueren. Los
zo6logos —continué Tomas— se han preguntado por qué el ciclo vital
de esta cigarra es tan largo y por qué dura un nuimero primo. De
hecho, otro tipo de cigarra, la Magicicada Tredecim, aparece cada 13
afios, también un nimero primo. La hipdtesis que manejan los cienti-
ficos es que esto implica algin tipo de ventaja para la conservacion de
la especie.

—¢Por quér —pregunt6 Daniel.

—Hay una teorfa —respondié Tomas— que sefiala que la cigarra
tiene un parasito que también recorre un ciclo vital, y que la cigarra,
obviamente, debe evitar. Supongamos que el parasito tiene un ciclo
vital de 2 afios; para defenderse, la cigarra buscara un ciclo vital que
no sea divisible por 2, y asf no coincidir regularmente; lo mismo ocu-
rrira si el parasito tiene un ciclo vital de 3 afos. Por lo tanto, para
evitar encontrarse con su parasito, la mejor estrategia de la cigarra es
tener un ciclo de vida largo, que dure un nimero primo de afos. Co-
mo nada dividira el 17, la Magicicada Septendecim se encontrara con
su parasito cada 34 afios si el parasito tiene un ciclo de 2 afios; si el
ciclo vital del parasito es de 16 afos, la cigarra lo encontrara, apenas,
cada 272 afos. En conclusion —finaliz6 Tomas—, el largo ciclo vital
de las cigarras y el numero primo de afios, las protege.

—Muchas gracias, Tomas, por ayudarnos —senalé Camila
—31, muchas gracias —reiteraron a una voz Rocio y Daniel.

—Cuando gusten, colegas —respondié Tomas, saliendo de la
sala de profesores.

—iEs muy capo este Tomas! —exclam6 Camila.

—Es una gran ventaja contar con un colega que sabe tanto
—apoy6 Daniel.

—Y yo me voy feliz —expresé Rocio sonriendo—. Gracias a

los capos de la matematica y de la biologfa, mis alumnos quedaran
maravillados con los nimeros primos.
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—Esto que acabamos de aprender, voy a comentarselo a mis
alumnos de media. Creo que es importante que ellos conozcan este
aspecto sobre los nimeros primos —dijo Daniel.

—Estoy de acuerdo —contesté Camila—, yo haré lo mismo en
mis cursos.
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COBRO TELEFONICO

—Tal como les anuncié la clase pasada —dijo Daniel—, hoy ini-
claremos nuestro trabajo con los llamados sistemas de ecuaciones.
Este no es un tema nuevo en matematica; los babilonios, por ejemplo,
determinaban las incognitas en forma muy curiosa para nuestro tiem-
po, ya que representaban las incognitas con palabras tales como
longitud, anchura, area, volumen, sin que tuvieran relacién con pro-
blemas de medida. Por ejemplo, en una tablilla babilénica se planteaba
lo siguiente:

un cuarto de anchura + longitud = 7 manos
anchura + longitud = 10 manos

Y para resolverlo comienzan asignando el valor 5 a una mano.
Por ahora, sélo les enuncio el problema, mas adelante lo resolvere-
mos... Los griegos —sigui6 contando Daniel— también resolvian
algunos sistemas de ecuaciones, pero utilizaban métodos geométricos;
uno de ellos, Thymaridas, en el 400 a.C., encontré una férmula para
resolver un determinado sistema de n ecuaciones con n incognitas.
También Diofanto resolvié problemas en los que aparecian sistemas de
ecuaciones, pero lo hizo convirtiéndolos en una ecuacion lineal. Claro
que €l solo aceptaba las soluciones positivas, pues lo que buscaba era
resolver problemas y no ecuaciones. Unas de las dificultades, en la reso-
lucién de ecuaciones por Diofanto, es que carece de un método general
y utiliza, para cada problema, métodos muchas veces excesivamente
ingeniosos. Y para confirmar qué tan antigua es la resolucion de siste-
mas de ecuaciones —dijo Daniel—, en el siglo III a.C. un matematico
chino escribi6 el libro “El Arte Matematico”, el cual contiene algunos
problemas resueltos.

Daniel hizo una pausa, buscé en su maletin y sac6 un libro.
—Ahora, le voy a pedir a Pamela que lea un poema que perte-
nece a Rafael Rodriguez Vidal y que publicé en su libro “Enjambre
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Matematico”; después, se los voy a entregar escrito para que cada
uno determine lo que el poema en su dltimo verso pide.

Pamela comenz6 la lectura del poema.

“Por presumir de certero
un tirador atrevido
se encontré comprometido
en el lance que os refiero:

Y fue, que ante una caseta
de la feria del lugar
presumi6 de no fallar
ni un tiro con la escopeta,

y el feriante alzando el gallo
un duro ofrecié pagarle
por cada acierto y cobrarle
a tres pesetas el fallo.
Dieciséis veces tird
el tirador afamado
al fin dijo, despechado
por los tiros que fallé:

"Mala escopeta fue el cebo
y la causa de mi afrenta
pero ajustada la cuenta
ni me debes ni te debo".

Y todo el que atentamente
este relato sigui6
podra decir facilmente
cuantos tiros acerto.”

Daniel reparti6 la hoja con el poema escrito y esperd, por algu-
nos minutos, que sus alumnos solucionaran el problema, mientras
paseaba por la sala observando de qué modo enfrentaban su resolucion.
Cuando consider6 que habifa pasado tiempo suficiente, decidi6 revisar-
lo.

—Planteemos la situaciéon —sefialé Daniel— simbolizando por
A sus aciertos y por F sus fallos, obtenemos que A —3F =0y A +
F = 16, es decir, dos ecuaciones. Voy a enseflatles a resolver este
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tipo de ejercicios, llamados sistemas de ecuaciones, usando tres mé-
todos distintos: Igualacién, Sustitucién y Reduccion.

Daniel explicé cada uno de los métodos, obteniendo como re-
sultado que el tirador fallé 4 veces y que acert6 12.

—Vamos a ejercitar estos métodos para lo cual les pido que
utilicen su cuaderno en forma horizontal, dividiéndolo en tres partes
de la siguiente manera —y anot6 en la pizarra:

IGUALACION SUSTITUCION REDUCCION

Una vez que practicaron cada uno de los métodos, Daniel les
sefalé que habia llegado el momento de aplicar los sistemas de
ecuaciones a problemas de la vida cotidiana.

—Supongamos Alvaro —dijo dirigiéndose a él y anotando en
la pizarra— que tu familia quiere instalar una linea telefénica y, para
ello, consultan precios en dos compafifas. Una cobra un cargo fijo
mensual de $4.500 mas $7 por minuto en cualquier horario. La otra
cobra $5.800 mas $3 por minuto. La tarea de tu familia es determi-
nar cudl compaififa ofrece una mejor propuesta. ¢Qué se debe hacer?

—Lo primero, escribir las ecuaciones que resultan del proble-
ma —respondi6 Alvaro.

—¢Y cudles serfan esas? —pregunt6 Daniel.
—La primera ecuacion serfa Y=4.500+7X y la segunda
y = 5.800 + 3X —contest6 el mismo Alvaro.

—Perfecto —aclamé Daniel—. Si resolvemos el sistema de
ecuaciones con las funciones de costo determinadas por Alvaro,
¢qué se obtiene?

—El resultado del sistema, los valores x e y —tespondié Andrés.

—De acuerdo, pero para la familia de Alvaro que quiere saber
qué compafia le conviene ¢qué significado tiene? —pregunt6 Daniel.

—Creo que los datos que obtendrfamos, no les servirfan de
mucho —opiné Elena.
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—sPor qué? —pregunté Alvaro, girando su cabeza para miratla.

—El resultado nos daria la cantidad de minutos en que las dos
companias cobrarfan lo mismo —explic6 Elena.

—Muy bien Elena, eso es correcto. Resolvamos el sistema y
veamos qué resulta —dijo Daniel.

Luego de unos minutos de trabajo, la respuesta ya estaba lista.
—Los resultados son x = 325 e y = 6.775 —sefial6é Estefania.
—Y eso qué significa? —pregunt6 Daniel.

—Que a los 325 minutos, ambas compafias cobran lo mismo,
o sea $6.775.

—Le sirve a la familia de Alvaro ese dato para decidir qué
compania tomar? —consulté Daniel.

—Creo que no —respondié Alvaro.

—:Qué podemos hacer, entonces, para solucionar este pro-
blema?

—Si graficamos, tal vez podamos visualizar mejor la situacion
—sugirié Ester.
—iBuena idea! —exclamé Daniel.

Y comenzaron a graficar

Y Costoen$
80

qo0mt
000
5000
4000
Tiempe

100 200 300 400 X (mm)

—Ahora si que esta mas claro —reconoci6é Elena—. Si la fami-
lia habla pocos minutos al mes, le conviene la compafia que cobra
un cargo fijo mensual de $4.500 mas $7 por minuto; pero si la fami-
lia ocupa el teléfono mas de 325 minutos al mes, le conviene la otra
compainia.
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—Entonces, con el grafico, la familia de Alvaro ya puede defi-
nir qué compania le conviene mas. ¢Sirvié de algo resolver el sistema
de ecuaciones? —pregunté Daniel.

—Creo que no —respondié Maria Paz.

—Yo creo que si —opiné Estefanfa—; con el valor del tiempo
obtenido, la familia de Alvaro estudiara si al mes habla mas de 325
minutos o menos y, de acuerdo a eso, definird la compania que mas
le conviene.

—iExcelente! Los felicito a todos por el trabajo realizado; es-
pero que hayan podido apreciar que la matematica esta en todas
partes y que es muy, pero muy util para nuestra sociedad.

Con esas palabras, Daniel concluyé su clase.
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SEMANA DE LA MATEMATICA

Como cada afio, entre el 12y el 17 de agosto se celebrarfa en el
colegio “Nuevo Horizonte”, la “Semana de la Matematica”. El Depar-
tamento de Matematica se reunié en pleno para programar tan
importante celebracion.

—Este es el tercer afio en que celebramos la “Semana de la
Matematica” —comenz6 diciendo Camila—, por lo que debemos
perfeccionar lo hecho anteriormente y agregar nuevas actividades
que vayan de acuerdo con la forma en que estamos realizando nues-
tras clases actualmente.

—Estoy de acuerdo con iniciar nuestro trabajo asi —dijo Ro-
cfo— y me parece muy positivo que este aflo se hayan incorporado
Maira y Esteban para programar actividades en matematicas de 1° a
4° basico también.

—Comencemos —acotdé Camila— anotando las fechas y hora-
rios de las actividades que se realizaran y, como decia anteriormente,
ubicando de inmediato las que resultaron exitosas los afios antetiores.

—Creo que “La busqueda del Tesoro” se podria mantener
—sefial6 Daniel— incorporando este afio al primer ciclo basico.

—¢En qué consiste eso? —preguntd Esteban.

—Consiste en la resolucion de acertijos creados por nosotros.
Cada equipo —explicé Marta—, formado por 10 alumnos, represen-
tantes de cada nivel, deben resolver 10 acertijos. Se les entrega un
primer acertijo aqui en el colegio y, a medida que los resuelven, van
avanzando. Cada acertijo los envia a una determinada direccion de
alguna casa o lugar comercial, con quienes se conversa previamente y
alli les entregan el sobre con el acertijo siguiente. Gana el que vuelva
primero al colegio con los 10 acertijos resueltos.
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—Se escucha entretenido, pero para los mas pequefiitos podtia
ser peligroso que salgan del colegio —coment6 Maira.

—Podemos limitarlo, tal como lo hacemos con los alumnos de
5¢ a 8% —sugiri6 Daniel—, ya que ellos tienen que resolver acertijos
que los llevan solo a lugares interiores o cercanos al colegio.

—Se puede disminuir la cantidad de acertijos —propuso Este-
ban— y que la busqueda sea sélo dentro del colegio.

—Parece que estamos todos de acuerdo con esta primera acti-
vidad —concluyé Camila.

—Y por qué no incorporamos a los apoderados? —pregunto
Rocio.

—iBuena ideal —exclamé6 Daniel—. Estoy seguro que a mu-
chos padres y apoderados les encantarfa participar en algo asi.

—Y apoderadas —sefial6 Camila sonriendo.

—Me referfa a todos y TO-DAS —recalcé Daniel, sonriendo
también.

—FEI horario de la competencia tendrfa que establecerse des-
pués de las 19 horas —aport6é Marta.

—De acuerdo —sefalé Camila—. Primera actividad lista. Va-
mos a la siguiente.

—Tengo una duda —dijo Maira—. ¢Cual es el tesoro?
Todos rieron y le explicaron.

—Lo da la direccién del colegio —explicé Rocio— y, general-
mente, son unos paquetones grandes de dulces o chocolates que
representan simbolicamente el tesoro.

—ILa otra actividad que podemos mantener es la que llamamos
“tA razonar!” —dijo Camila— que consiste en plantear cada dia un
problema de razonamiento matematico. Los alumnos colocan sus
respuestas en un buzén preparado para este fin y, cada tarde, se revi-
san las respuestas, dandose puntaje de acuerdo a lo respondido. Se
publican al dia siguiente las respuestas y los puntajes obtenidos por
cada alumno, siendo estos acumulativos para as{ obtener el ganador
de la semana, el cual recibe un obsequio.
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—Para los mas pequefios —dijo Marta—, podemos efectuar un
concurso de dibujo creativo que incluya sélo elementos matemati-
cos; circunferencia, cuadrados, tridangulos, etc.

—:Hay acuerdo con las actividades sefialadas? —pregunto
Camila.

—;Siii! — respondieron todos a coro, tal como lo hacen los
alumnos en clases.

—Sigamos manteniendo el concurso “Riendo con la Matemati-
ca” —sefal6 Daniel—, que es un concurso de creacién de chistes
matematicos, ya sea en forma verbal o en caricatura; éstos se deposi-
tan en el buzén correspondiente y se premian los mejores, una vez
terminada la semana.

—Ya tenemos claras las actividades que vamos a repetir de los
afios anteriores —dijo Camila—. Ahora viene la parte creativa: ;Qué
otras actividades podemos incorporar?

—Hay una actividad que me gustaria que se realizara, ya que
permitirfa ver la matematica desde un punto de vista mas real y en la
vida misma —sugirié Daniel—, que es precisamente en lo que estamos
actualmente. Se trata de realizar un concurso de fotografia sobre algun
elemento, objeto, construccion, etc., que tenga la forma de alguna
figura o cuerpo matematico. También, se puede considerar la foto de
algin alumno o apoderado disfrazado, caracterizando a algin mate-
matico famoso o en una situaciéon matematica evidente.

—Es interesante la propuesta, pero gsera factibler —sefial6
Marta.

—Intentémoslo, creo que podemos llevarnos algunas gratas
sorpresas.

—De acuerdo. ¢Alguna otra idea que quieran dar conocer?
—pregunt6 Camila.

—Para el primer ciclo basico, podemos establecer un concurso
de creacién de “Cuentos Matematicos” —propuso Rocio.

—No sélo para ellos —dijo Marta—; hagamoslo para todo el
colegio, asi damos oportunidad de participar a los que tiene habili-
dad en el area de lenguaje.
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—Aprobado?... Aprobado —dijo Camila—, y aprovechemos la
popularidad que esta teniendo por estos dias el juego matematico Su-
doku y efectuemos una competencia.

—Tienes razén —apoyé Daniel—; he visto a muchos alumnos
entretenidos con ese juego.

—Para el area de computacién, podemos realizar el concurso
“Creando en PowerPoint” —propuso Maira—, donde los alumnos
deben realizar una presentaciéon de un tema matematico. Estoy segura
que los mas pequeiitos, con la habilidad que tienen ahora en compu-
tacion, también podran participar.

—Incluso —apoyé Marta—, podemos hacer algunas competen-
cias con juegos matematicos en los computadores, estableciendo los
ganadores de acuerdo al puntaje que alcancen.

—Serfa motivador para algunos alumnos, de bajo rendimiento
en matematica, que se les asignara la responsabilidad de coordinar el
manejo de un diario mural que tenga, por ejemplo, adivinanzas, acerti-
jos, anécdotas, curiosidades matematicas, etc., o alguna otra actividad.
—propuso Maira—. Y que sean ellos mismos los encargados de publi-
car cada maflana los resultados de los diversos concursos y los
respectivos puntajes logrados por cada alumno.

—Me parece una excelente idea —respondié Camila.

—S06lo falta confirmar quiénes seran los expositores invitados
y, con eso, tendrfamos armada la “Semana de la Matematica”.

—Daniel, no olvides conseguirte con tiempo las peliculas que
vamos a exhibir esa semana —dijo Camila.

—No te preocupes, ya las tengo en mi poder —respondié Daniel.

-212 -



CAMINO ALREDEDOR DE LA PISCINA

—Iniciaremos nuestra clase con la siguiente actividad —sefial6
Daniel, al tercer afio medio—. Primero, dibujen en su cuaderno un
cuadrado de x cm de lado.

Esperé que todos hubiesen terminado su dibujo y agregd otra
informacién.

—Ahora, aumenten en 2 cm dos lados paralelos para formar,
asf, un rectangulo. Calculen el area del rectangulo obtenido y me
dicen el resultado.

—Me dio X® + 2X—dijo Pedro.

—Bien, ahora resolvamos la siguiente situacién: Monica tiene
una piscina rectangular de 5 por 3 metros. Ella quiere hacer un ca-
mino con un ancho x constante, alrededor de la piscina. Determinen
el area del camino.

Lo primero que hicieron todos fue representar el problema a
través de un dibujo. Daniel ya los habfa acostumbrado a esa forma
de trabajo, basada en dibujos.

—Tenemos que hacer el producto (5+ x) por (3+ x)
—sefialé Rosa.

—No —le contest6 Camilo—, fijate bien en tu dibujo. Es

(5+ 2x) por (3+ 2x).

—Les voy a pedir que, antes de sacar conclusiones, lean bien el
enunciado y miren su dibujo, haciendo el anilisis correspondiente.
Después se preocupan de la parte algebraica.

Momentos después, la mayoria tenfa el resultado correcto.

—Yo no habia leido que se pedia el area del camino —dijo
Camilo—, por eso habia hecho el producto (5+ 2x) por (3+ 2x), o
sea, el area del rectangulo.
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—Tenias que restarle el area de la piscina —aporté Javier.

—Veo que ahora estamos todos claros —acoté Daniel— A
continuacién, vamos a considerar que el ancho del camino que se
quiere hacer es 0 m, 1 m, 2 m, 3 m y 4 m. Coloquen los resultados
obtenidos en una tabla. Periodo periodo

—Listo sefor. ;Qué hacemos ahora? —pregunt6 Rosa.

—Grafiquen, en un sistema de coordenadas, los puntos obte-
nidos.

Durante un rato, todos se concentraron en hacer su grafico y
s6lo llamaban a Daniel cuando se les presentaban dudas en los
calculos o en la escala para hacer el grafico.

—Monica, por favor, pasa a hacer el grafico que obtuviste en
la pizarra.

—Sefior, scémo se llama ese grafico? —pregunt6 Javier.

—La curva dibujada corresponde a una parabola —explico
Daniel— y es el resultado de graficar una funcién de segundo grado
o funcién cuadratica, que es el tema que vamos a trabajar durante las
proximas semanas.

Con respecto al grafico hecho, quiero que respondan a dos
desafios. Primero, si Ménica quiere que el area del camino sea de 30

2 . . .
M", ccual debe ser el ancho x del camino? y segundo, ¢para qué
) 2
valor de x, el 4rea es 100 M~ ?
Una vez finalizada la actividad, Daniel les pidié graficar la
. ., . . 2
primera expresion obtenida, es decir, A= X+ 2X

—En la proxima clase, vamos a trabajar en el laboratorio de
computacioén con el programa Graphmatica vy, alli, graficaremos va-
rias funciones cuadraticas, para luego extraer algunas conclusiones
respecto de sus coeficientes y otras cosas. También, conversaremos

sobre la aplicacién que tiene la parabola en la vida cotidiana, asi que,
no se lo pierdan —finaliz6 Daniel sonriendo.
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PREPARANDO OLIMPICOS

Aquella mafiana, Camila y Daniel se reunieron con Freddy pa-
ra que, como Jefe de la UTP, conociese el listado de los alumnos
que participarfan en la fase regional de la Olimpiada Nacional de
Matematica. Después de aplicar una prueba a cada curso, los selec-
cionados fueron Estefania y Lidia de primero medio, Alvaro y Sofia
de segundo medio, Moénica y Eduardo de tercero medio, Boris y
Diego de cuarto medio; los seleccionados comenzarfan una etapa de
entrenamiento que consistirfa en reunirse cada semana, durante una
hora, con Camila o con Daniel para trabajar algunos contenidos
propios de ese tipo de competencia. Acordaron que las horas de
preparacion serfan los martes de 5 a 6 de la tarde. Una vez terminada
la reunion con Freddy, tomaron algunas decisiones sobre el tema.

—Como decia Freddy —expresé Camila—, y tiene toda la ra-
z6n, las seis clases que alcanzaremos a hacer, de aqui a la prueba,
deben planificarse.

—Por supuesto —senalé Daniel.

—Estoy de acuerdo —comenté Camila—, aunque tengo algu-
nos reparos con respecto a la preparacion.

—:De qué se trata? —pregunt6 Daniel

—Sobre el objetivo de las olimpiadas —sefialé6 Camila pensati-
va—. Lo que se busca es encontrar jovenes talentosos que puedan

encauzar adecuadamente su gusto por la matematica. Entonces...
¢Hay que prepararlos?

—Claro. Ya sabemos que a ellos les gusta; por eso, debemos
darles algunas herramientas adicionales para que puedan, como bien
decfas tu, encauzar ese gusto y acrecentarlo. Por lo tanto —agregd
Daniel—, una preparacion, como la que vamos a hacer, no los perju-
dica; por el contrario, les abriremos la mente con nuevos y
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motivadores desafios, con relatos histéricos, anécdotas, falacias,
puzzles, etc.; serfa un tremendo error, llevarles 100 ejercicios de al-
gebra para resolver.

—Opye Daniel, estas hecho todo un “reformista” —bromed
Camila.

—Eso confirma que, para ser reformista, no importa la edad
—le respondié Daniel, siguiendo la broma.

El dia viernes, como cada semana, Daniel y Camila se reunie-
ron; aunque esta vez, fue con el claro objetivo de planificar la
preparacion a la olimpiada, por lo que cada uno llegb con su carga-
mento de materiales y libros para ello.

—Bien, ¢;como empezamos? —pregunt6 Daniel.

—Empecemos definiendo qué harda cada uno —respondio
Camila—. Yo habia pensado en trabajar, separados en dos grupos.
Mientras ta trabajas una semana con los seleccionados de 1° y 2°
medio, yo lo hago con los de 3° y 4° medio. A la semana siguiente,
cambiamos y tu le haces clases a 3° y 4° y yo, a 1° y 2° medio. ¢;Qué
te parece?

—Excelente. Ahora, debemos definir los temas a tratar en esos
encuentros.

—A los dos grupos, debemos hacerles una introduccién sobre
la Teorfa de Numeros —opiné Camila.

—S8i, estoy de acuerdo —apoyé Daniel a Camila—; podemos
trabajar sobre la divisibilidad de los numeros, aspectos como el
maximo comun divisor, nimeros primos y coprimos, congruencias y
ecuaciones diofanticas.

—También, funciones aritméticas y sucesiones —agregé Camila.

—Los alumnos de 3° y 4° van a ir mas rapido, pues ya tienen
algunos conocimientos de esos contenidos, por lo que una vez que
finalicen, se les puede hacer trabajar sobre induccion matematica.

—Y para ambos grupos, podemos preparar algunos desafios
geométricos, utilizando Semejanza y los infaltables Teoremas de
Pitagoras, Thales y Euclides.
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—Bien, ya acordamos los contenidos; planifiquemos, ahora,
nuestras primeras clases —sugirié Daniel.

—De acuerdo —sefialé Camila.

—Podriamos comenzar desafiindolos con alguna situacion
problematica; por ejemplo, el producto de tres nimeros pares conse-
cutivos cualesquiera, esta dado por 88xxxxx2, donde cada x representa
un digito y pedirles que determinen los digitos faltantes.

—Te aseguro que algunos va a empezar a buscar nimeros al
azar —dijo Camila.

—Es parte de la idea, que sepan que, a lo mejor, con el azar
pueden llegar a determinar la respuesta, pero después de 2 horas
—sonrié Daniel—. Lo fundamental es que aprendan métodos de reso-
lucién. Después, con el tiempo, ellos van a crear sus propias formas
de trabajo y te aseguro que ya no sera al azar.

Camila se puso de pie, se acerco a la pizarra de la oficina en
que se reunfan y comenzd a resolver el problema planteado.

—Voy a escribir el nimero 88xxxxx2 con los puntos de sepa-
racién correspondiente, es decir, 88.xxx.xx2, por lo que estamos
hablando de 88 millones y tanto. Y como 80.000.000 es menor que
88.xxx.xx2, que corresponde al producto de los pares consecutivos;
suponiendo que n es un nimero par, podemos escribir que:

8810° < (n—-2)n(n+2) =n’—4n< .
Como 440° < 8810° < 450%¢] nimero n es superior o igual
a 442,

—Sabemos que tres nimeros pares consecutivos terminan en
0—2—3 o0 en 4—6—38, 0 en 6—8—0, o en 8—0—2 —sefial6 Daniel—,
pero la unica forma en que el ultimo digito del producto pueda re-
sultar 2, es si los pares consecutivos terminan en 4, 6, 8.

—Eso implica que los nimeros deben ser 444, 446 y 448
—concluyé Camila.

—Al multiplicarlos, —dijo Daniel, con su calculadora en la
mano—, el resultado es exactamente... 88.714.752
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—Por lo tanto, los digitos faltantes son 7, 1, 4, 7 y 5 —dijo
Camila.

—Correcto —afirmo Daniel—
éclerto?

un buen ejercicio para partir,

b

—Estoy de acuerdo —dijo Camila.

—La idea de este tipo de ejercicios es que los alumnos apren-
dan que siempre existe algin procedimiento mas conveniente que
buscar la solucién al azar —coment6 Daniel.

—Y podemos trabajar la primera clase, dando algunos conte-
nidos basicos de Teoria de Numeros que permitan resolver este tipo
de ejercicios y datles nuevos desafios —sugiri6 Camila—. Por ejem-
plo, que encuentren dos nimeros enteros a y b de modo tal que

a’+b* =1.989

—Agrega el siguiente —dijo Daniel— se sabe que el nimero
2xy89 es el cuadrado de un numero natural; encontrar los digitos x e y.

—Daniel, ¢td sabes como se asignan los puntajes para la co-
rreccion de este tipo de pruebas? —pregunté Camila.

—Si —le respondié Daniel— y te lo puedo explicar con el si-
guiente ejercicio: “A un cilindro se le inscribe una esfera y un cono,
¢en qué razén estan los volumenes de estos tres cuerpos geométri-
cos?”. El puntaje se asigna de acuerdo a lo que va logrando el alumno
o alumna en el desarrollo del ejercicio. Por ejemplo, si establece la
férmula del volumen de la esfera, tiene 1 punto; si establece la del
cono, 1 punto; la del cilindro, otro punto. Ahora, si logra establecer
una relacion entre el volumen del cilindro y el cono, recibe 3 puntos y,
si relaciona los volumenes del cilindro y la esfera, 3 puntos mas.

—Entonces, cada paso logrado le da puntaje y, a medida que
avanza en complejidad del problema, el puntaje es mayor —senald
Camila.

—Correcto —respondié Daniel y prosiguiéo—. Si logra determi-
nar que el volumen del cilindro es igual a la suma de los volimenes
del cono y la esfera, recibe 6 puntos y, finalmente, si responde correc-
tamente la pregunta del problema, o sea, determina la razén de los
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volumenes del cono, la esfera y el cilindro, que es 1:2:3, se le otorgan
12 puntos. En conclusion, esta pregunta vale 27 puntos.

—Entonces, es muy importante ensefar a los alumnos cémo
es la evaluacion para que, cuando enfrenten la prueba, respondan el
maximo posible, pues asi podran optar a mejores puntajes en su
prueba —sefial6 Camila.

—Tienes mucha razén —reconocié Daniel—, debemos datles
esta informacion.

—Con eso tenemos material suficiente para la primera clase
—concluy6 Camila—; para la segunda, trabajemos con lo que se refiere
a divisibilidad, ya que es muy comun que ese tipo de prueba tenga
preguntas como: determinar todos los enteros positivos n, para los

:z n o ..
cuales la expresion 2" +1 es divisible por 3.

—Me parece bien. La préxima semana, seguimos preparando
esta clase. Ahora, en el tiempo que aun nos queda, demos un vistazo
a como van nuestras clases en cada curso.

Camila y Daniel siguieron con su trabajo.
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EL TEOREMA DEL VIEJO

—EI hecho de que ustedes estén en el cuarto afio de formacion
diferenciada en matematica —explicé Daniel—, implica un trabajo de
mayor profundizaciéon en temas especificos, ligados con su futuro
estudiantil que, de acuerdo a la opcién que tomaron en tercero medio,
esta por el lado cientifico. Es por eso que, hoy, vamos a adentrarnos
en la vida de un matematico muy antiguo pero muy famoso por su
teorema sobre el area de un triangulo. Y como introduccion, les pido
que resuelvan el siguiente problema: “Determinar el area de un trian-
gulo cuyos lados son 3 cm, 4 cm y 5 cm”.

—Ese es un trio pitagérico —coment6 Boris— lo que significa
que el triangulo es rectangulo.

—Y el area de un triangulo rectangulo es la mitad del producto

3.4
de sus catetos, o sea 7 = 60n12—agregé Diego.

—Cotrecto —asintié Daniel—. Ahora, determinen el irea de
un triangulo cuyos lados miden 4 m, 10 m y 12 m.

Daniel esperd por algunos minutos que buscaran la forma de
llegar al area pedida, pero finalmente reconocieron que no lo podian
determinar.

—Mientras trabajaban me fijé que la mayoria hizo el dibujo, trazé
la altura y opté por trabajar con trigonomettia y, aunque no llegaron a
determinar la solucion, quiero felicitarlos porque ya reconocen los posi-
bles caminos ante un determinado problema —coment6 Daniel.

—¢Y cémo se determina el area? —pregunté Alex impaciente.

—Vamos a trabajarlo en forma general —indic6é Daniel y em-
pez6 a escribir en la pizarra— Supongamos que tenemos un
triangulo de lados a, b, ¢, cuyos angulos opuestos a cada uno de esos
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lados son «, 3,y . Entonces tenemos, por el Teorema del Coseno,
que ¢’ =a’+b’ - 2abcosy . Despejamos el coseno y obtenemos
a’+b?—c?

2ab

—Eso hice yo, pero después no supe cémo seguir —reconocié
Ignacio.

que COSy =

—Ahora hay que utilizar la identidad fundamental

seny = /1 —cos?y
En ella reemplazamos el coseno por la expresion obtenida

anteriormente. Ignacio, pasa por favor y desarrolla lo que acabo de
proponer.

—Al reemplazar queda lo siguiente —dijo Ignacio anotando en
la pizarra—:

a? + b2 — cz>2

seny = |1-— ( >db

(a? + b? — c?)? B 4a?b? — (a® + b? — c?)?
4a2b? N 4a2p?

—Ahora —agregd Ignacio— extraigo raiz a los términos de la
fraccién y resulta

\/4a2b2 — (a% + b% — ¢2)2
2ab

—Si trazamos la altura a la base ‘a’, podemos determinar su

b-seny

medida en forma trigonométrica, que es y ahora aplicamos
esta relacion en la férmula tradicional para el 4rea de un triangulo, por
lo tanto:

1 1
A= Ebase - altura = Sa b seny
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Daniel hizo una pausa, mientras terminaban todos de anotar—.
Boris, pasa y efectia el reemplazo de seno en la expresion que
acabamos de obtener.

—Reemplazo —dijo Boris, mientras escribia— y obtenemos que
1 ab4a2b%2-(a%2+b2%2-c2)2 1

_ Lab) =—\/4a2b2—(a2+b2—cz)2
2 2ab 4

—Desarrolla el cuadrado del trinomio y reduce los términos,
para que podamos llegar a la férmula final —sefialé6 Daniel.

A

—Un pequefio procedimiento —dijo Boris, sonriendo—; alla
voy.

1
A= Z\/4a2b2 — (a* + b* + c* + 2a2b? — 2a?c? — 2b%c?)

Escribiendo la cantidad subradical como una suma por su
diferencia, resulta

A= %\/ [2ab + (a? + b? — c?)] - [2ab — (a? + b? — ¢?)]

y esto es equivalente a

1
4=2Jl@+b7?=c-[e? = (@a=b)]

Transformamos nuevamente la expresion y resulta

A=%\/(a+b+c)(a+b—c)(c—a+b)(c+a—b)

—Listo.

—cEsa es la formula a la que tenfamos que llegar? —pregunté
Diana.

—VFaltan algunos pasos, pero ahora me toca a mi cooperar en la
demostracion —dijo Daniel continuandola.

(a+b+c)la+b+c—2c)(a+b+c—2a)(a+b+c—2b)
16

y esto es equivalente a
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_ a+b+c a+b+c—2c a+b+c—2a a+b+c—2b
- 2 2 2 2

o lo que es lo mismo

A= a+b+c <a+b+c > <a+b+c ) (a+b+c b)
- 2 2 ¢ 2 ¢ 2

a+b+c

y si ustedes observan bien se van a dar cuenta que

Cs...

—...la mitad del perimetro del triangulo —completé la frase

Alex.
—Es decir, el semiperimetro —sefial6 Diana.

—Lo cual simbolizaremos por s —agregé Daniel— En
conclusion, la férmula para determinar el area de un triangulo
cualquiera, teniendo sélo la medida de sus lados es

A=./s(s—a)(s—b)(s-c)

—Ahora es facil resolver el problema que nos dio antes
—sefial6 Boris.

—Claro —apoy6 Diana—, los lados son 4, 10 y 12 metros por lo
que su semiperimetro es 13 y el area del triangulo es

J13(13 —4)(13 - 10)(13 — 12) =V13:9-3- 1 = 3vV39m?

—¢Quién invento esta formula? —pregunto Ignacio.

—Precisamente de ¢l quiero hablatles ahora —dijo Daniel—. Su
nombre es Herén de Alejandria, y vivié aproximadamente entre los afios
126 y 50 a.C., siendo un hombre de humilde origen y que la historia
seflala como un zapatero en su juventud y luego inventor de maquinas
cuando adulto. El inventé el odémetro, que es un sistema de engranajes
combinados para contar las vueltas de una rueda; actualmente ese
aparato se utiliza para medir trayectos y distancias en terrenos de
superficies desiguales, como en campos, terrenos de cultivo, prados y
bosques. También inventé la eolipila, precursor de la turbina de vapor,
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que consiste en una esfera situada sobre una caldera, a la que el vapor
hace girar al salir proyectado por dos tubos excéntricos.

—Seflot, yo conozco el odéometro —sefialé Alex—, lo utilizamos
en atletismo para medir distancias, especialmente cuando debemos
correr Cross Country.

—Buen aporte, Alex, gracias —dijo Daniel y prosigui6é—. Preci-
samente, Herén se dedico a la Geodesia, que es la medida de terrenos,
y describié un método para calcular la distancia entre Roma y Alejan-
drfa, basandose en la hora en que se observa en ambas ciudades el
mismo eclipse de Luna. En su obra “La Métrica”, aparecié la férmula
que hemos determinado hoy y que lleva su nombre. En el mismo
libro, aparecen algunos ejemplos numéricos de medida de longitudes,
areas y volumenes, asi como algunas demostraciones. Por dltimo,
quiero sefalarles que “el viejo”, como se conocia a Heron, escribié un
libro de Fisica, sobre optica “Catroptrica”, en el que estudia las leyes
de la reflexion y adelanta el principio de Fermat que ya hemos men-
cionado.

—:Vamos a ejercitar ahora, profe? —pregunté Diego.

—Si —respondié Daniel—, haremos ejercicios en el tiempo
que nos queda y, ademas, les daré otros que deberan traer resueltos
para la clase siguiente.
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METODOS VARIOS

—Quiero que me ayuden a resolver un problema —comenzé
diciendo Daniel en su clase con 3° medio—. Un amigo quiere comprar
un terreno rectangular que tiene 96 metros cuadrados de superficie,
pero cuando le pregunté al duefio por las medidas del largo y el an-
cho, éste no las recordaba; lo tnico que sabfa era que el largo tenfa 4
metros mas que el ancho. La idea es que me ayuden a determinar esas

medidas.

—Podemos plantear una ecuacién —sugirié Rosa.

—Pero primero, debemos hacer un dibujo, como recomienda
siempre el profe —respondié Milena.

—Yo creo que el dibujo en este caso no es necesario —opiné
Ramoén.

Luego del intercambio de opiniones, y después de que cada
uno optara por el procedimiento que le parecia mas adecuado, apa-
recié un inquietante silencio.

—¢Qué pasa? Los veo preocupados —sefialé Daniel.

—Lo que pasa es que nos quedd un x cuadrado y no sabemos
coémo despejar x para encontrar la solucion —le contesto Javier.

—Yo hice los calculos reemplazando por diversos valores hasta
que llegué a la solucién, que es 12 por 8 metros —comenté Pedro—,
pero tiene que haber una forma de determinarlo sin tanto calculo.

—Ya pues, Sefior —dijo Camilo, con voz quejumbrosa—,
hemos seguido varios caminos pero no logramos despejar x... nos
podria dar alguna sugerencia.

—Esta bien, me doy cuenta que lo han intentado y merecen
una ayuda —reconocié Daniel—; mi sugerencia es que factoricen la
expresion que determinaron.
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—O sea que multiplicados den -96 y sumados 4 —concluy6
Camilo— eso corresponde a (x + 12)(x — 8) = 0

—Y como el producto de los binomios es 0, significa que uno
de ellos es cero —aporté6 Ramon.

—Por lo tanto, si consideramos que x + 12 es 0, significa que
x vale -12 o también, que si x — 8 es 0, entonces x es 8 —sefialo feliz
Camilo.

—O sea han obtenidos dos soluciones: -12 y 8 —sefialé Da-
niel— Ahora quiero que lean nuevamente el problema y saquen
alguna conclusioén.

—Profe, el valor -12, no sirve —dijo Moénica.

—Y por qué? —pregunt6 Daniel.

—Porque estamos hablando de un terreno que se mide en me-
tros y por lo tanto debe ser positivo —respondié Monica.

—Entonces, la solucién es solamente 8 —concluyé Milena—,
por lo tanto las dimensiones del terreno son 12 metros y 8 metros,
como habia dicho Pedro anteriormente.

—Exactamente —le confirmdé Daniel—, hemos encontrado la
solucién para el problema de mi amigo. Lo que acabamos de resol-
ver es una ecuacion de segundo grado, cuya forma general es

ax” +bx+c= 0. Ahora quiero darles un nuevo desafio: que resuel-
van otra ecuacion de este tipo, pero completando el cuadrado de
binomio, método que los babilonios utilizaban hace mas de cuatro
milenios.

—Ahora sf que se “vol6”, sefior —dijo Pedro, riendo.
Daniel anot6é en la pizarra la ecuacion x* +7x-12=0 y

volvié a indicar que ahora queria el procedimiento a través de la
formaciéon de un cuadrado de binomio.

Durante algunos minutos hicieron los intentos posibles, hasta
que Rosa dijo en voz alta que ya sabfa cémo hacerlo.

—Pasa y muéstranos tu procedimiento —dijo Daniel.
—Lo primero que hice fue despejar y dejar la ecuacion como

X+ 7X = —12, luego sumé a los lados de la ecuacién la cantidad
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necesaria para completar un cuadrado de binomio en el lado iz-

. 1A% 49
quierdo, o sea 2 lo que corresponde a 4

49 49
La ecuacién queds X°+7X+ i -12+ e transforman-

do a cuadrado de binomio y resolviendo la suma resulta

2
7 ) .
(X+ :Z, se extrae raiz cuadrada a la expresion y resulta

2
X+—:i} y despejando x nos da que X:ié—z.
2 2 2 2
—De aqui, resulta —concluy6 Rosa finalmente— que
(L7 6 17 8,
2 2 2 22 2

—Excelente, Rosa, te felicito. Pero los métodos que hemos vis-
to no son los unicos. Ahora vamos a aprender como se resuelve una
ecuacion de segundo grado, gracias a la férmula determinada por el
matematico Baskhara. Pero no crean que les voy a dar esta férmula,
sino que vamos a determinarla.

—Ya sabemos —continué Daniel— que la ecuacién tiene la

2 — . ..
forma 8" +bX+C=0 gonde el coeficiente a es distinto de cero.
—¢Por qué sefor? —preguntd Milena.
—¢Alguien le puede responder esa pregunta a Milena?

—Porque si a tomase el valor 0, la ecuaciéon ya no serfa de se-
gundo grado, pasaria a ser de primer grado —respondié Monica.

—Ah, tienes razé6n —dijo Milena.

—A continuacién —dijo Daniel—, van a seguir los mismos pa-
sos que hizo Rosa al completar un cuadrado de binomio.

—Sefior —dijo Ramoén—, serfa conveniente dividir todo por a.

—Pueden partir de esa manera —respondié Daniel—, pero si al-
guien opta por formar el cuadrado de binomio, sin dividir por a,
también es posible.
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Una vez que la mayoria logré determinar la formula, Daniel le
pidi6 a Ramoén que desarrollara el procedimiento en la pizarra.

ax’ +bx+c=0 /:a

, b C
X+ —X=—o"
a a
o) = 2(n)
X2+ X+ — | ==+
a 2a a \2a
( bjz c b’
X+— | =——+—
2a a 4a
( b}’ b2-4ac
X+ — | =
2a 4a?
2
x+£:i b® —4ac
2a 4a?
b b? —4ac
X=——+
2a 43>
-b /b®-4ac
X=——+——
2a 2a
X_—bi«/b2—4ac
2a

—De donde se obtienen las dos soluciones de la ecuacion
cuadratica —finalizé diciendo Ramon.

—Muy bien, ya sabemos la férmula que nos permitira resolver
ecuaciones de segundo grado. Ahora, corresponde aplicarla, por lo
que vamos a desarrollar algunos ejercicios.

—Seflor, ¢existe también una férmula para resolver ecuaciones
cabicas?

—S8i, pero su demostracion y utilizacion es de nivel muy complejo.

—230 -



UN TARTAMUDO FAMOSO

Al dia siguiente, le correspondia a Daniel clases con el tercero
de formacion diferenciada, o “electivo” como comunmente lo 1la-
man. La clase tomarfa un rumbo no esperado.

—Profe. ¢Se acuerda que ayer le pregunté sobre la férmula pa-
ra resolver ecuaciones de tercer grado? —dijo Ramon.

—Si, por supuesto —respondi6é Daniel

—Sé que es dificil y no esta en el programa de estudio, pero
igual quise investigar y encontré una historia muy interesante que me
gustaria contar.

—Por supuesto, no hay problema; pasa y cuéntanos.

—La resolucion de la ecuacion cubica —comenzé Ramon— fue
bastante conflictiva en su tiempo; alla por el afio 1537, cuando Jero-
nimo Cardano, en su libro Ars Magna, que es el primer gran tratado
latino sobre algebra, da a conocer la férmula para la resolucion de
estas ecuaciones. Bueno, la verdad es que esta férmula no le pertene-
cfa, ya que su autor era Niccolo Tartaglia, quien habfa desarrollado
una solucién en 1535. Tartaglia le habfa pasado la férmula a Cardano
con el compromiso de que no la diera a conocer, pues Tartaglia espe-
raba publicatlo en su propio tratado de algebra que estaba elaborando.
A modo de anécdota —sefial6 Ramén—, quiero contarles que la pala-
bra Tartaglia significa tartamudo, o sea, este gran matematico era mas
conocido por su apodo que por su apellido original, que era Fontana.
Su problema de lenguaje venia de una herida que le propiné un solda-
do francés en el sitio de Brescia. Y a pesar de su fama, vivié siempre
en una deplorable situaciéon econémica, mientras que Cardano, quien
era un personaje egocéntrico, jugador empedernido, astrélogo y hasta
hereje, disfruté de gran fama y respeto, tanto asi que el Papa le conce-
di6 una pension. Y quizas, el gran error que cometié Cardano, por su
arrogancia, fue vaticinar el dfa de su muerte, ya que cuando lleg6 ese

—231 -



dia, para no decepcionar a sus seguidores, se suicidé. Finalmente,
quiero destacar que las férmulas de Tartaglia-Cardano estimularon el
desarrollo del algebra en el mundo.

—Gracias, Ramoén —dijo Daniel—; como bien dices, y aunque
no esté en los programas, es importante dar a conocer esos llamati-
vos hechos de la historia de la matematica que hacen la clase mas
“sabrosa”. Y fue como un llamado de atencién a lo que dije ayer, al
terminar la clase en el plan comun.

—No fue esa mi intencién, profe —argument6é Ramon.

—Pero no te asustes —dijo Daniel riendo, mientras el resto de
los alumnos lo acompafiaban en su risa—; lo considero un gran
aporte a mi labor. Y debido al interés mostrado —continué Daniel—,
voy a darles las férmulas que se utilizan para resolver una ecuacion
cibica y vamos a solucionar un ejercicio, para que sepan c6mo se
trabaja con estas. Anétenlas por favor.

Y Daniel comenz6 a escribir en la pizarra.

Consideremos la ecuacion X° + a,lX2 +a,X+a, =0 ysean

Q_C%az—a1 R:9a1a2—27a3—2af'
9 54

S=3R+./Q*+R? T=3R-./Q*+R?

La solucién esta dada por:

1
xl:S+T—§a1
1 1 1.
X,=——(S+T)—=a, +=1/3(S-T
2 2( ) & 2(( )
1 1 1

—iTremenda férmula, sefior! —exclamé Monica.
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—Asi es, y eso que no hemos hecho la demostracion, porque es
de gran complejidad y muy extensa, pero si podemos aplicarla.

Resolvamos la ecuacion X° —4x2 + X + 6 = 0—indicé Daniel.

Después de un largo rato, determinaron los valores de la
ecuacion. Todos estaban contentos por haberla podido resolver.

—Seflor, ¢no hay un procedimiento mas facil? —pregunté Javier
—Bueno, podemos utilizar la Regla de Ruffini —respondié

Daniel—. ¢Se acuerdan que en primero medio trabajamos con ella
cuando resolvimos divisiones de polinomios?

—Si, pero muy a la ligera, aunque algo me acuerdo —dijo
Camilo.

—Resolvamos la misma ecuaciéon con este procedimiento. Lo
primero sera buscar cocientes exactos al dividir por (x+6) o (x—0), ya
que 6 es el término independiente de este polinomio. Recuerden que
el factor se obtiene de los divisores de 6, por lo tanto, debemos ir
probando por +1,#2;4+3,46 hasta que resulte resto 0 —explico
Daniel.

—El -1 da resto 0 —sefial6 Ménica.

—Bien —dijo Daniel—, bajen el grado de la ecuacién cubica a
cuadriatica trabajando con los coeficientes de la ecuacion dada.

Y todos construyeron su tabla, apoyandose entre ellos para
recordar lo visto en primero medio.

1 -4 1 6 -1
-1 5 -6
1 -5 6 0

—La ecuaciéon queda como X* —5X+6=0 —seial6 Ra-
mén— y al aplicar la férmula general para resolver ecuaciones de
segundo grado, obtenemos las soluciones 2 y 3. Y ya habfamos en-
contrado la solucién -1.

—En conclusién —sefialé Daniel—, las soluciones de la ecua-
cién son -1; 2y 3.
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—Este método si que es facil, profe.

—Pero result6 facil —explic6 Daniel—, porque encontramos
una solucién por tanteo de los divisores de 6. Piense que en vez de 6
hubiese sido 140, serfa un método irrealizable.

—Tiene razon, por lo tanto, la férmula gigante sirve para cual-
quier caso —senalé Pedro.

—Correcto... ¢Quieren conocer la féormula para resolver una
ecuacion de cuarto grado? —pregunté Daniel.

—iNoooo! —fue la respuesta unanime.
Todos rieron ante la espontaneidad de la respuesta.

—Bueno, al menos déjenme decirles que fue Ludovico Ferrari,
un matematico italiano, quien logré determinar las soluciones de una
ecuacion cudrtica. Y también, tiene que ver con la historia que nos
conté Ramén, ya que Ferrari fue discipulo de Cardano; incluso lo
defendi6 en un debate contra Tartaglia... Bueno, eso es todo por hoy
—finaliz6 diciendo Daniel—; aunque me pregunto, si la ecuacion cua-
dratica esta representada por una parabola, ¢qué figura representara
una ecuacién cubica y una ecuacion cuartica?

Y con esa interrogante final, comenzaron a salir de la sala.
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VERIFICANDO Y CANTANDO A THALES

—Hoy vamos a conocer a un personaje de la matematica muy
famoso —dijo Daniel.

—Pitagoras —dijeron varios.

—Han habido muchos matematicos —sefial6 Daniel— que
también han hecho grandes aportes a la matematica y a la humani-
dad en general, no sélo Pitagoras.

Daniel hizo una breve pausa.

—Uno de ellos es Thales de Mileto, conocido como uno de
los siete sabios de Grecia, y que sobresale de manera especial porque
sus teoremas geométricos son el punto de partida en la organizacion
racional de las matematicas.

—Sefior —llamé la atenciéon Esteban—, ¢qué hacian los sabios
de Grecia?

—Ellos formulaban sentencias, proverbios, preceptos morales y
también aconsejaban sobre asuntos politicos —respondié Daniel—.
En Jonia estaba la prospera ciudad de Mileto. En ella surge la Escuela
de Mileto, que para algunos es la cuna de la filosoffa y la matematica
griega, y cuyas figuras mas ilustres son Thales y sus sucesores, Anaxi-
mandro y Anaximenes. Thales, habria nacido en el afio 624 a.C. y
fallecido en el 547 a.C.; era de ascendencia fenicia e hijo de Examio y
Cleobulina. A €l se le atribuye la sentencia “Condcete a ti mismo” y
su respuesta a la pregunta sobre como debe ser la conducta de una
vida justa: “Abstenerse de hacer lo que criticamos en los demas”.

—No hagas lo que a ti no te gustarfa que te hicieran —acot6
Raquel.

—Se le atribuyen cinco teoremas geométricos y que, estoy segu-
ro, ustedes conocen desde educacién basica —dijo Daniel, mientras

dibujaba—:
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1°) Todo circulo queda dividido en dos partes iguales por su
didmetro.

2°) Los angulos de la base de todo triangulo isésceles son iguales.

3°) Los angulos opuestos por el vértice, que se forman al cor-
tarse dos rectas, son iguales.

4°) Si dos triangulos tienen un lado y los dos angulos adyacen-
tes respectivamente iguales, entonces los triangulos son iguales.

5°) Todo angulo inscrito en una semicircunferencia es un an-
gulo recto.

—Hemos visto y ejercitado todos esos teoremas —seflalé Ro-
sa—, pero jamas nos habfan dicho que eran de Thales.

—Eso es muy comun que pase —expresé Daniel—; y por lo
mismo, debemos ser justos con los grandes personajes de la historia
de la matematica y no echarlos en el olvido.

Daniel reflexioné en silencio lo antedicho por algunos segun-
dos y continué su clase con cierta melancolia.

—Comencemos nuestra actividad. Dibujen dos lineas paralelas
y designelas por Ly L,, agreguen otras dos lineas, con distinta in-

clinaciéon, que las atraviesen y que se intersecten “fuera” de las
paralelas, en un punto P.

Mientas todos cumplian con lo sefialado, Daniel recorria la sa-
la viendo que hicieran correctamente lo que se habia indicado.

—Ahora designen con las letras A, B, C y D las intersecciones
y midan los segmentos formados.

La figura resulté de la siguiente manera:
P

VAN
c/ \D L,
/ <

—Cada uno ya tiene sus medidas de acuerdo al dibujo que
hicieron —indic6 Daniel—. Ahora, vamos a calcular algunas razones;
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desde ya, les advierto que los resultados obtenidos s6lo seran una
aproximacion. Calculen:

PA PB PA AC PC , .
., ——, ——, ——, —— yextraigan sus conclusiones.
AC BD AB CD CD

—Seflor —dijo Maribel—, yo obtuve que
A PB . .
——=10,8125y que —— = 0,80 ¢los considero iguales?
AC BD

—Si, como ya dije, los resultados seran aproximados.

, . PA PB
—Entonces, se podria concluir que ——

AC BD’
—Exactamente —corrobord Daniel.

—Yo obtuve que —sefial6 Esteban—:

PA AC PC
— = 0,6842; — =0,333; — = 0,6041
CD CD

AB

por lo que concluyo que
PA PC

AB  CD

—Ya hemos concluido dos proporciones, de la misma forma en
que lo hizo Thales; hay otras, pero se las dejo como tarea, para que
ustedes las obtengan. Ahora, vamos a considerar el caso en que las
transversales se cortan entre las paralelas. Dibujen esa situacion.

Nuevamente, se concentraron en sus respectivos dibujos, que
quedaron asf:
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—Al igual que como hicimos con el dibujo anterior, midan ca-
da segmento y determinen las proporciones que se cumplen en ella.

Asi lo hicieron y obtuvieron algunas de las proporciones. Las
restantes quedaron de tarea, igual que en la situacién anterior.

—Ahora, vamos a resolver un problema muy comin en nues-
tro diario vivir —sefial6 Daniel—. Aplicando el Teorema de Thales,
resuelvan: si 5 kilos de papas cuestan § 750. ¢Cuanto cuestan 8 kilos?

Esper6 algunos minutos para que decidieran cémo hacerlo.

—Sefior, yo hice el dibujo de esta manera. ;Esta bien?
—consulté Romina, mostrando su dibujo:

A

X

7

750

-5 >
- 3 —»
—Esta correcto —afirmé Daniel—. Ahora, plantea la propor-
cion y efectda los calculos correspondientes. ¢Qué opinan de este
procedimiento, aplicando el Teorema de Thales?

—No se me habrifa ocurrido una aplicacion tan elemental y di-
recta de este teorema —reconocié Lorena.

—Resuelvan con el mismo método: Si una docena de huevos
vale $720, scuanto valen 4 huevos? Ahora, para finalizar nuestra clase,
una sorpresa —dijo Daniel—, vamos a escuchar el famoso Teorema de
Thales en una cancién. Este tema es interpretado por un conjunto
argentino, llamado Les Luthiers. Les cuento un poco de su historia. En
1965, durante un festival de coros universitatios celebrado en Tucu-
man, Argentina, algunos integrantes de uno de los coros, presentaron
un espectaculo humoristico en el que interpretaban a la perfecciéon un
concierto de musica barroca, formado por solistas, coro y un pequefio
conjunto instrumental. Lo interesante de ese trabajo es que lo hicieron
con instrumentos creados por ellos, pero que sonaban a la perfeccion
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y eran interpretados con gran maestria por los integrantes. La actua-
ciébn tuvo un impacto sorprendente, por la originalidad de la
propuesta, por el alto nivel de ejecucion, asi como por su novedoso
humor. De allf en adelante, no pararon mas, siendo un suceso de la
musica y del humor. En la actualidad, siguen realizando actuaciones
periddicas en todo el mundo.

—Yo he escuchado sus canciones —dijo Alvaro—, mi papa tiene
varios CD de ellos y son muy buenos.

—Asf es, son de gran calidad —corroboré Daniel—. Quiero se-
falarles que esta actividad, mas que ensefarles matematica, pretende
mostrarles lo que se puede llegar a hacer con originalidad; también
espero que esto los motive a hacer sus propias creaciones. La letra y
musica —agregd Daniel— pertenecen a Carlos Nufiez Cortés; €l cuen-
ta que tenfa 19 afios y cursaba segundo afio de la universidad, cuando
una vez, frente a un intrincado enunciado de Analisis Matematico,
pensé que lo recordaria con mas facilidad si le acoplaba una melodia
cantable. Asf lo hizo... jy resultd! Penso, entonces, en ponerle musica a
todo un problema matematico, a todo un teorema. Entonces, fue a la
biblioteca, ubic6 el Teorema de Thales, y le puso musica. Al dia si-
guiente, les cant6 el teorema a un grupo del coro de Ingenierfa. Asi,
entr6 en Les Luthiers.

Y la cancién comenzo a sonar ante la expectativa de todos los
alumnos y alumnas:

“Johann Sebastian Mastropiero dedico su ‘Divertimento mate-
matico opus 48, el Teorema de Thales, a la condesa Shortshot, con
quien viviera un apasionado romance varias veces. En una carta en la
que le dice: ‘Condesa, nuestro amor se rige por el Teorema de Thales:
cuando estamos horizontales y paralelos, las transversales de la pasion
nos atraviesan y nuestros segmentos correspondientes resultan maravi-
llosamente proporcionales’. El cuarteto vocal ‘Les freres luthiers’
interpreta: “Teorema de Thales Opus 48’ de Johann Sebastian Mastro-
piero. Son sus movimientos: Introduccion, Enunciazione in tempo de
minuetto, Hipotesis agitatta, Tesis, Desmostrazione ma non tropo, Fi-
nale presto con tutti.

Si tres o mas paralelas (Si tres o mas parale—le—le—las)
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Si tres o mas paralelas (Si tres o mas parale—le—le—las)

Son cortadas, son cortadas (por dos transversales, dos trans-
versales)

Son cortadas, son cortadas (por dos transversales, dos trans-
versales)

Si tres o mas parale—le—le—las

Si tres o mas parale—le—le—las

Son cortadas, son cortadas

Son cortadas, son cortadas...

Dos segmentos de una de estas, dos segmentos cualesquiera
Dos segmentos de una de estas son proporcionales

A los segmentos correspondientes de la oootraaa....

a o/ \M /S

o/ \n /

=

d

a paralela a b,

b paralela a c,

a paralela a b, paralela a ¢, paralela a d
OP esa PQ

MN esa NT

OP es a PQ como MN es a NT

a paralela a b,

b paralelaa c

OP es a PQ como MN es a NT

La bisectriz yo trazaré y a cuatro planos intersectaré
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Una igualdad yo encontraré... OP+PQ es igual a ST

Usaré la hipotenusa... (Ay no te compliques nadie la usa)

Trazaré, pues, un cateto (Yo no me meto, yo no me meto)

Triangulo, tetragono, pentagono, hexagono, heptagono, octo-
gono... son todos poligonos.

Seno, coseno, tangente y secante, y la cosecante y la cotangente

Thales, Thales de Mileto (Thales, Thales de Mileto)

Thales, Thales de Mileto (Thales, Thales de Mileto)

Que es lo que querfamos demostrar.

Que es que lo que lo que queri-querfamos demos-demos-
demostrar”

Finaliz6 la clase y todos se retiraron, sonriendo y cantando:
“Thales, Thales de Mileto...”
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CIRCUNFERENCIA DE LA TIERRA

—La proxima semana, tenemos que iniciar la unidad sobre cir-
cunferencia en nuestros segundos medios —comenté Camila.

—Exactamente —corroboré Daniel— Hoy hago la evaluacion
sobre fracciones en lenguaje algebraico; después, me queda una clase
para entregar los resultados y revisar los items de la prueba tomada.

—Tengo una idea y te la quiero comentar —dijo Camila—. Me
gustaria comenzar la unidad de circunferencia, repasando lo referen-
te a perimetro y area del circulo.

—Me parece bien —apoy6 Daniel—, considerando que ese
contenido fue visto en 8 basico.

—Si —afirmé Camila—, pero no quiero caer en el tipico ejerci-
cio de darles el radio o el diametro y que ellos calculen perimetro y
area, ni tampoco a la inversa.

—¢Cual es la idea, entonces? —pregunto algo extrafiado Da-
niel—. Yo pensé que te referias a lo que acabas de decirme.

—Bueno, en realidad también se tendran que hacer esos calculos,
pero con problemas reales y que tengan algun significado para ellos.

—Juntémonos a las tres, aqui en el colegio, y lo planificamos;
asi podemos aplicarlo en nuestros cursos, a la par.

—De acuerdo —asintié Camila—. Hasta la tarde.
—Hasta la tarde —respondi6 Daniel.

El almuerzo fue rapido; ambos debfan sumergirse en la enorme
cantidad de carpetas con materiales que cada uno tenfa en sus casas y
que siempre los sacaba de apuro ante alguna emergencia, como la de
ahora. La puntualidad era una gran virtud en ambos; los colegas y
alumnos lo sabfan, por lo que, siempre, trataban de no fallar al respec-
to. Es asi que a las tres en punto, ya estaban ubicados en una sala para
comenzar la tarea que habfan asumido.
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—Debo confesarte —inicio Daniel— que busqué entre todo el
material que tengo de geometria sobre circunferencia y no hallé nada
que tuviese que ver con tu idea.

—Pues a mi me pasé algo parecido —dijo Camila, haciendo
causa comun con él—. Todo lo que encontré tiene el esquema que
quieres evitar. Parece que voy a tener que renovar mis gufas.

Ambos rieron y pusieron sobre la mesa de trabajo algunos li-
bros que podrian darles luces sobre lo que pretendian.

—Me parece importante —inici6 diciendo Camila— que nues-
tros alumnos sepan cémo se obtienen las formulas del perimetro y
del area de la circunferencia y circulo respectivamente.

—Tendriamos que hacer alguna actividad que nos conduzca a
eso —apoy6é Daniel—. Yo sé que la mayoria de los alumnos sabe
estas férmulas, aunque también sé que las confunden muy a menu-
do; que sepan como concluirlas, no estoy muy seguro.

—Es importante que, en la reunién de Departamento, hable-
mos con Rocio y Marta sobre estas inquietudes, para que ellas
trabajen en 7° y 8° basico en la misma linea que nosotros. Y lo mismo
tenemos que hacer con todos los colegas que han asumido la clase de
matematica este aflo.

—Mira Camila —sefialé Daniel, con voz de duda— no sé si Mar-
ta querra cambiar su esquema de trabajo. Después de 30 afos
ensefiando de una manera, no creo que quiera cambiar de un dia para
otro.

—Bueno, tanto asi no, pero tenemos que convencerla, con
hechos, de que nuestros alumnos estan aprendiendo mejor y que tie-
nen un mayor interés por la asignatura, gracias al trabajo basado en
sus intereses y a los contenidos contextualizados.

—Ya veremos —expresé Daniel—. Volvamos a lo nuestro.

—Podemos iniciar el tema pidiéndoles que dibujen una circun-
ferencia y que la dividan en 8 partes iguales; que luego recorten esas
partes y las unan por los radios, de la siguiente manera —y Camila
hizo el dibujo rapidamente—:
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—Tienes buen pulso —bromed Daniel.

—Obvio —respondié Camila.

—Y después, les podemos pedir que lo dividan en 16 partes y
que hagan el mismo proceso anterior —sefialé6 Daniel.

—Exacto. Quedaria as{ —y Camila hizo un nuevo dibujo.

—Estoy seguro que, a esa altura, ya alguno habra mencionado
que la figura se parece a un rectangulo —sefial6 Daniel. Y si no es
asi, nosotros debemos hacer la pregunta clave: ¢qué figura se obten-
dra si dividimos la circunferencia en 100 partes, en 1.000 partes, etc.?
Y aclaramos que el area del circulo tiende a ser el area de un rectan-

gulo de lados 7" yr, 0 sea 7 2

—Y les pedimos que, con la misma figura, determinen el pe-
rimetro de la circunferencia, para que se den cuenta que éste
corresponde a la suma de los lados largos del rectangulo, sin consi-
derar el ancho, por ser éstos radios —agreg6 Camila.
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—Bien, ya tenemos la actividad de inicio. ¢Cual es el paso si-
guiente? —pregunté Daniel a Camila.

—¢Te acuerdas del problema sobre una soga que correspondia
al perimetro de la Tierra y se le agregaba otra soga, o algo asi?
—respondi6é Camila, con otra pregunta.

—jCierto! Ese problema es muy bueno —opiné Daniel—. Se re-
fiere a colocar una cuerda imaginaria sobre la circunferencia terrestre,
en el Ecuador, y luego cortarla y agregarle 3 metros mas. El desafio es:
si se coloca la soga alrededor de la Tierra, nuevamente, iqué espacio
quedarfa entre ella y la soga?

—La mayorfa piensa que es tan poco lo que se agrega, que esa
distancia es muy pequefia y que no pasaria ni una hoja de papel
—indicé Camila.

—Recordemos la parte de cilculo —propuso Daniel—. El largo
de la cuerda original es 27r, y se le agregan 3 metros. El perimetro
formado por la nueva soga medirfa 27n(r+x), siendo x la distancia
entre la soga y la Tierra.

—Por lo tanto, puede plantearse la igualdad 2mtr + 3 = 2m(r+x)
o, lo que es lo mismo, 2nr + 3 = 2nr + 271x, obteniendo, al simplifi-
car, que 3 = 21tx —concluy6 Camila.

—Por lo tanto, la distancia x entre la soga y la Tierra es

aproximadamente 0,47 metros, es decir, medio metro.
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—Realmente es increfble el resultado que se obtiene —reconocio
Camila—; incluso haciéndolo, cuesta imaginarselo. Bien, cambiemos de
enfoque, vamos a la parte historica de la matematica.

—No recuerdo algo que tenga que ver con la circunferencia
—dijo, pensativo, Daniel.

—Lo que acabamos de hacer me record6 a Eratéstenes. Lo
que haremos es relatarles y demostrarles de qué modo Eratéstenes
determind la longitud de la circunferencia de la Tierra —hablé con
tirmeza Camila.

—iExcelente! —exclam6 Daniel—. Pero ¢no seria mejor que ellos
lo piensen primero y nos den ideas de cémo pudo haberse hecho?

—Por supuesto —apoy6d Camila—, lo conversamos y ahi ve-
mos como se nos va dando la situacion.

—Recordemos el método de Eratéstenes —propuso Daniel.

—Fl sabia que el 21 de junio, dia del Solsticio de verano en
Siena, los rayos del Sol cafan perpendicularmente a la Tierra, por lo
que al mediodia no habia sombras y los pozos quedaban totalmente
iluminados por el Sol —comenz6 Camila.

—Y que en el mismo momento —continué Daniel— en Alejan-
drfa, una vara perpendicular a la superficie de la Tierra, produciria una
sombra. Eso hizo Eratostenes; enterrd una vara en forma vertical, mi-
di6 la longitud que sobresalia y la sombra que proyectaba, y con esas
dos medidas, calcul6 el angulo formado por la vara y su sombra.

—Pero aqui nos vamos a meter en una situacioén trigonomeétri-
ca —seflal6 preocupada Camila.

—Pues me parece un momento propicio para ensefiarles a de-
terminar, de esa forma, medidas de dngulos usando la calculadora.
Tenemos que aprovechar que van a estar motivados por la actividad.

—Tienes razén Daniel —afirmé Camila—, lo que pasa es que
uno siempre piensa que los alumnos no van a poder o no van a en-
tender y ése es un pensamiento que tenemos que sacar de nuestra
cabeza. Me recuerdo muy bien que fue una de las cosas que nos dije-
ron en el curso que tuvimos.
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—Pues yo lo he estado intentando en cada actividad que hace-
mos —reconocié Daniel— y ahora siento que todos pueden hacer lo
que se les propone y que todos pueden aprender lo que se les entrega.
Bien, continuemos.

—Eratéstenes  determiné que el dngulo medfa 7 grados
—acot6 Camila.

—Que es la misma medida que el angulo central que subtiende
el arco desde Siena a Alejandria. Sabiendo que la distancia entre ellas
es de 794 km, le fue facil a Eratostenes calcular la circunferencia de
la Tierra, considerando los 360° del angulo central.

—En definitiva —concluyé Camila—, le dio 40.834 kilometros.

—Bien, ya tenemos gran parte hecha. Faltarfa algo relacionado
con el area.

—Yo habia pensado —dijo pausadamente Camila— en darles
una actividad para realizar fuera de la clase. Por ejemplo, que calcu-
len el perimetro y el 4rea de los circulos y semicirculos que tienen las
canchas de basquetbol y fatbol.

—Si, me parece muy buena idea. Busquemos otras posibilida-

des y, en los proximos dias, nos ponemos de acuerdo en lo que
vamos a incluir en el trabajo.

—De acuerdo —dijo Camila—. Ahora me voy porque tengo
que llevar a Diego al cumpleanios de un compafiero de curso. Hasta
manana.

—Hasta mafiana —respondié Daniel— y se quedd pensativo
sobre las actividades planificadas y su nuevo quehacer pedagogico.

_ 248



LA FIESTA DE LOS PRIMOS

—iProfe, profe! —gritaban Nicol y Andrés, mientras corrian
hacia Daniel.

—Qué pasa, socurre algo? —pregunté Daniel, preocupado.
—No se alarme profe —dijo Nicol—, lo que pasa es que en dos

semanas mas debemos mostrar una obra teatral para la asignatura de
lenguaje y nos pidieron que sea novedosa, ojala inédita.

—Y la profe Marta —continu6 la explicacién, Andrés, toman-
do aire— nos contd que usted habia escrito una obra teatral de
matematica.

—Si, pero hace muchos afios —coment6 Daniel.

—Igual nos gustarfa hacerla; ademas, serfa una gran primicia
para todos saber que nuestro profesor de matematica también es
escritor —sefial6 Nicol, tratando de convencer a Daniel.

—Esta bien, yo les traigo el libreto. Pero si no les agrada, sim-
plemente no la hagan; no voy a molestarme por ello —dijo Daniel.

—Excelente profe. Y ¢cuiando lo puede traer? —pregunté An-
drés.

—Mafana. Sélo tengo que imprimirlo, ya que la tengo escrita
en el computador.

—Ya, profe, no se olvide y gracias por el favor —dijo Nicol y
se retiraron los dos, para variar, corriendo.

Aquella tarde, lo primero que hizo Daniel fue buscar el libreto
para imprimirlo, pues no le gustaba fallarles a los alumnos en lo que
prometia. Una vez que lo encontrd, comenzé a leetlo y a cambiar algu-
nos detalles para mejorarlo. El titulo era “La Fiesta de los Primos”.

El libreto comenzaba con la indicacién de que bastaban unas
tunicas con un gran numero marcado para los personajes y una es-

—249 _



cenografia, con algunos elementos matematicos, para llevarla a cabo.
Y decia:

PRIMERA ESCENA

9: Hola 2, ¢vas a ir a la fiesta de los primos?

2: Por supuesto, si yo soy primo.

9: No lo pareces mucho, ademas no me cuadra, porque ti eres un
namero par y los primos no pueden ser pares.

2: Pues alli te equivocas. Yo soy primo y para tu informacioén soy el
unico par y el mas pequefio de todos los primos positivos.

9: Esta bien, pero no te enojes, sélo era un comentario. ¢Y por qué
hacen fiesta? ¢Se celebra algor

2: Por supuesto. Tt sabes que mi familia no es tan numerosa, com-
parada con otras familias numéricas, y hemos hecho lo posible por
ubicar a todos los parientes primos que andan por el mundo.

9: Me parece muy bien lo que hacen.

2: Gracias. Es asf que la semana pasada descubrimos un nuevo pa-
riente que vive por alla en los Estados Juntos.

9: Estados Unidos sera.

. 25964951
2: Eso mismo. Se llama 2

familia, los Metsenne.

—1 y es de una rama de nuestra

9:Y obviamente la fiesta es en su honot.

2: Asi es, y esperamos que €l nos dé informacion para ubicar a otros
parientes lejanos que seguramente tenemos. Y hablando de parien-
tes, mira, alli viene el primo Malasuerte.

13: jQué mala suerte! {Me dan ganas de llorar!

2: ¢Qué te pasa primo, que vienes quejandote?

13: Fui a un concurso de television y me perdi un millén de pesos
por no saber una sola pregunta.

9: ¢Y qué pregunta era?

13: Preguntaron por el dia que nadie se quiere casar ni embarcar y yo
no supe qué decir.

2: Pero si es el martes 13.
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13: Después me acordé, jqué mala suerte tengo! Pero cambiemos de
tema mejor, ¢de qué estaban hablando?

9: De la fiesta de los primos que se hara el sabado y a la cual yo no
estoy invitado.

2: Querido amigo, td te pareces mucho a un primo, incluso algunos
creen que lo eres, pero no es asi y esta fiesta es exclusiva.

13: Yo recuerdo las fiestas de antes. Encontrabamos un nuevo pa-
riente e invitabamos a todos los numeros a celebrar.

9. ¢Y por qué dejaron de hacerlo?

2: Por muchas situaciones que nos colmaron la paciencia y que des-
prestigiaban nuestra fiesta. ¢O t1 9, no te acuerdas?

9: Bueno, una cafda la tiene cualquiera.
13: Me parece que fue mas de una caida.

2: Si pues, te tomabas unos tragos y al rato ya andabas por el suelo,
patas arriba. ¢No es cierto, Malasuerte?

13: Asi es, lo peor era que confundias a todos con tu extrafia postu-
ra, muchos pensaban que eras el 6 y no el 9 al verte.

2: Imaginate los problemas de dislexia que habras provocado.

9: Ya no me reten mas. Estoy arrepentido y ahora sélo tomo juguito
de naranja.

13: Espero que no sea con relleno de Vodka.

9: Ya se pusieron pesados, mejor me voy. A ver si puedo organizar
una fiesta con mis amigos, los nimeros compuestos. Que lo pasen
bien y saludos al primo gringo.

2: Chao.

13: Chao nueve y cuidate.

2: Me da pena que no puedan asistir todos los nimeros a nuestra
fiesta, pero sabemos que no todos se comportan como deben.

13: Tranquilo, no le des mas vueltas. Estos ultimos afios lo hemos
pasado siper bien y no hemos tenido problemas, como el que tuvi-
mos con 666, jte acuerdas?

2: Por supuesto, se fumé unos pitos y después andaba diciéndoles a
todos que ¢l era el diablo.

13: jQué tonto! ¢Quién le iba a creer semejante burrada?
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0: (Hola! ;Cémo estan?
2: Me asustaste! No te vi llegar.

0: Perdona, pero al conjunto vacio puede que no lo veas, pero a
mi. ..

13: En realidad no es dificil verte. Estas bastante gordito, una dieta
no te vendria mal.

0: Oye Malasuerte, preocupate por lo tuyo no mas, mira que mafiana
es martes y nadie te quiere ver por aqui.

13: {Ya me acordé del concurso otra vez! Mejor me voy, ademas que
se puso denso el ambiente. Nos vemos el sabado en la fiesta, 2.

0: ¢Fiesta? ¢Qué fiesta?
2: La de los primos.
0: ¢Y me podrias hacer pasar como primo, para poder ir?

2: Imposible, es una fiesta privada y no queremos que ocurra lo de
fiestas anteriores.

0: Bueno, ustedes se lo pierden. Hola, querido amigo Pi.

7: Hola muchachos, ¢supieron la dltima novedad?

0: ¢Descubrieron un alimento nuevo?

2: T siempre pensando en comer.

7: Van a hacer una pelicula sobre mi vida.

2: {Qué genial! Te felicito.

0: Apuesto que ahora que vas a ser famoso te van a invitar a la fiesta
de los primos.

7: No creo, yo soy un irracional, no un primo.

0: Para qué voy a discutir. Me dio el hambre. Chao, nos vemos.
7: Parece que se fue enojado.

2: Es porque no lo invitamos a la fiesta. Lo que pasa es que la tltima
vez que fue, armé un tremendo escandalo y lo tuvimos que echar. Y
como andaba con un cinturén muy apretado, todos lo confundimos
conel 8.

7: No sabia esa historia.
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2: Y luego se puso a dormir sobre el techo del auto de uno de nues-
tros invitados y nadie lo podia despertar. Lo peor es que
nuevamente lo confundimos, ahora con el infinito.

2: Los primos estuvimos mucho tiempo sin hablarle al 8 ni al oo has-
ta que se supo la verdad. De ese momento lo declaramos persona no
grata en nuestras fiestas.

7: Me parece lo correcto.

2: Pero cuenta sobre tu pelicula, ;Quiénes van a actuar?

7: Segun la noticia Brad Pitt y Angelina Jolie.

2: {Guau! ¢En serio?

7: Por supuesto, sera una gran produccion.

2: Vamos a contatle a todos los numeros entonces y lleva un lapiz
por si tienes que firmar autégrafos.

SEGUNDA ESCENA

(En la fiesta, adornar con globos y serpentinas)

7: Hagamos un brindis por el primo 2%%%t —1

2: Que su estadfa sea muy grata y placentera.

279451 —1: Thank you, 'm very happy.

Todos: {Salud!

3: Esta muy guapo el primo.

11: Alguien golpea a la puerta.

2: Voy a abrir.

1: Buenas noches a todos.

2: Disculpa, pero esta es una fiesta privada solo para primos.

1: ¢Y quién dice que no soy primo?

11: Mi tatarabuelo nos cont6 los inicios de nuestra familia y en ella
jamas te mencionaron.

1: Disculpa, pero yo traigo pruebas de que s soy primo. Mira este
libro de Aritmética, lo usan en todos los colegios y lo escribié un
matematico de apellido Baldor. En la pagina 197 sale parte de la
familia de los primos y yo estoy incluido.
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2: Ese libro es muy antiguo y los nuevos estudios de parentesco se-
fialan que yo soy el menor numero primo que existe.

1: ¢Y cémo llegaron a esa conclusion?

7: Porque nuestra familia esta compuesta por los enteros positivos,
que unicamente se pueden dividir por si mismo y por 1, o sea tene-
mos dos divisores.

1: Yo cumplo con eso

2: Estas equivocado, a ti te divide solamente el 1 y nadie mas. A mi
me divide el 1, pero también yo mismo, o sea, el 2.

7:Y a mi me divide el 1, pero también el 7

11: Y ami el 1, el 11 y nadie mas. Toda nuestra familia tiene dos
divisores distintos, ti tienes solo uno.

1: No lo habia pensado de ese modo.
2: Pero no te pongas triste.

1: Es que acabo de ir a una fiesta que organizaron los nimeros
compuestos. Ellos no son primos y pensé que alli me admitirian,
pero también me rechazaron.

2: Bueno, si decides comportarte yo creo que por esta vez podemos
hacer una excepcion y admitirte, siempre y cuando reconozcas que
no eres un primo.

1: i, lo reconozco. Yo soy un simple impar, aunque igual algo de
sangre comun corre por nuestras venas.

7: Ya, no insistas. Adelante 1, pasa y disfruta de la fiesta.

1: Muchas gracias a todos. No olvidaré este gesto.

2: Ya gemelo, vamos a bailar.

1: ¢Por qué le dices gemelo?

2: Porque todos los primos que tenemos 2 unidades de diferencia,
somos gemelos.

1: ¢Y hay mas gemelos?

2: Por supuesto. Por ejemplo el 5 y el 7 lo son, también el 29 y el 31.
1: jQue interesantel!

Y la fiesta continué hasta altas horas de la madrugada.
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EL CALCULISTA

—Seflor, ¢vio anoche, en el programa del Rafa, al calculista
mas rapido del mundo? —pregunté Milena.

—Si, por supuesto —dijo Daniel—; cuando supe que iba a par-
ticipar en el programa, dejé preparado mi video para grabarlo, ya que
me puede servir en alguna clase.

—¢Y usted sabe como lo hace? —consulté Monica.

—Es obvio que tiene una gran habilidad matematica y mucho
entrenamiento; esto le permite resolver en un tiempo infimo lo que a
los demas nos cuesta sus buenos minutos. Seguramente, cuando era
nifio o joven, se aficiond a los calculos rapidos, basados en los miles
de métodos que sirven para esa finalidad.

—Y esos métodos, los ensefian en el colegio? —pregunto
Camilo—. Porque no recuerdo ninguno.

—Buena pregunta, Camilo, y la respuesta es que, lamentablemen-
te, son muy pocos los profesores que ensefian el calculo rapido. Sé que
esto harfa que la matematica fuese mas facil y entretenida, pero también
quiero justificarlos; probablemente, a muy pocos de ellos les ensefiaron
esas técnicas durante su preparacion para profesor —concluyé Daniel.

—¢Profe, nos podria ensefiar algunos trucos? —dijo Milena
con voz de ruego.

—3i, sefilor —apoyaron varios.

—Esta bien. Comencemos con algunos que son bastante ele-
mentales y que, de seguro, ustedes utilizan. Cuando multiplican
ndmeros que terminan en cero, por ejemplo 20 por 30, efectian 23 y
luego agregan los ceros, con lo que obtiene 600 como resultado. Lo
mismo pasa cuando tienen que dividir nimeros terminados en cero,
como 600 dividido 50; eliminan la misma cantidad de ceros, para ter-
minar dividiendo 60 con 5, lo que da 12.
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—Siempre hago eso, pero no lo habia considerado como una
estrategia de rapidez matematica —opiné Rosa.

—Asi es, y también los he visto, en algunas oportunidades, apli-
car algunas técnicas cuando multiplican o dividen decimales
—coment6 Daniel. Por ejemplo, cuando deben multiplicar 0,7 por 0,8,
resuelven primero 78 y después colocan la coma en el lugar corres-
pondiente, dandoles 0,56 como resultado; pero al mismo tiempo, he
visto a algunos multiplicando 0,3 por 0,3 y colocar como resultado 0,9
que es incorrecto. Con esto, quiero decir que la rapidez en calculo
debe ir acompanada de habilidad y légica matematica para evitar co-
meter errores garrafales.

Daniel Sigui6 ensefando otras técnicas durante la clase.

—Un calculo que puede hacerse rapidamente es multiplicar por 4
o por 40 o por 0,4 etc. Considerando que 4 significa dos veces 2, para
multiplicar, por ejemplo, 52 por 4, sélo tenemos que doblar 52 resul-
tandonos 104 y luego doblar este tltimo para obtener, finalmente, 208.
Siempre va a ser mas facil y rapido doblar dos veces una cantidad, que
intentar multiplicar directamente por 4. En el caso de multiplicar por
40, también se usa el doblaje, agregando el cero del 40 al final.

—También lo podemos aplicar a la inversa —dijo Pedro—;
cuando nos pidan dividir por 4, podemos sacar la mitad del numero
y luego la mitad de la mitad.

—iMuy buena conclusién, Pedro! Esos detalles son los que
llevan a algunas personas a ser tan habiles en efectuar calculos ma-
tematicos.

—Los casos que hemos visto no son tan dificiles y se pueden
aprender, pero el calculista determinaba hasta raices quinta de un
numero —dijo Ramoén.

—Ustedes vieron que este personaje le pasé una calculadora a
alguien del publico y le pidi6 que multiplicara un nimero cinco veces,
el que ella quisiera. Una vez que la persona obtuvo el resultado y se lo
dio a conocer, él dijo que iba a calcular la rafz quinta de ese nimero,
es decir, iba a determinar el nimero inicial con el que la persona hizo
cinco veces el producto. Parece muy dificil, pero no es asi. Haga uno
de ustedes el producto de un nimero 5 veces y me lo dice.
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—Ya lo hice, me dio 32.768 —dijo Javier.

—Excelente; y me bastan sélo 2 segundos para responder que
la raiz quinta de 32.768 es 8.

—i¢Coémo lo hizo?! —exclamaron todos.
—Profe, podria ir al programa del Rafa —dijo Ménica.

—No es para tanto —respondi6é Daniel sonriendo—. Les expli-
.. 5 5
co: basta con darse cuenta de lo siguiente: 17 es 1, 2° es 32, P s

243, 4 1.024, 5 es 3.125, y asf hasta llegar a o3 que es 59.049; el
ultimo digito de cada numero obtenido, es igual al nimero que fue mul-
tiplicado cinco veces. Esto quiere decir que, para sacar la rafz quinta, al
calculista le bast6 con saber en qué digito terminaba el numero.

—O sea que la raiz quinta de 59.049 es 9 porque el numero ter-
mina en 9. ;Soy un calculistal —exclamé Camilo, orgulloso de su logro.

—La otra operatoria rapida que les recomiendo aprender
—dijo Daniel—, es el producto por 5. Para realizarlo, lo que deben
hacer es dividir el nimero dado por dos y, luego, agregarle un cero;

en el fondo, lo que estamos haciendo es transformar el 5 en —. Por

ejemplo, para resolver 284 por 5, primero determinamos la mitad de
284, que es 142, y le agregamos un cero, resultando 1.420. Pueden
hacer lo mismo si el producto es por 50, por 500, etc. agregando la
cantidad de ceros correspondientes. Otro calculo rapido —prosiguid
Daniel—, y que les puede gustar, es determinar los cuadrados de

; . . =2
nimeros terminados en 5, como 75 por 75 6 15°.
Daniel hizo una pausa ante la expectativa de todo el curso.

—Estos productos siempre terminan en 25 y, para determinar
los digitos anteriores al 25, basta con multiplicar el primer digito del
numero dado por su sucesor; es decir, multiplicamos el 7 por su

sucesot, el 8, y el resultado es 56. En conclusion, 75 es5.625.

—Ese me gusto, profe —reconocié Milena—, o sea, si tengo
que calcular 35 por 35, multiplico 3 por 4 que da 12 y le agrego el
25, 0 sea 1.225.
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—Y 85 por 85 es 8 por 9 que da 72, agregando el 25 resulta
7.225, jqué genial! —exclamo6 Ramon.

—:Conoce otro, senor? —pregunté Doris, que generalmente no
consultaba en clases, pero que ahora parecia motivada con el tema.

—Hay algunos procedimientos de calculo basados en los pro-
ductos notables; por ejemplo, para calcular el cuadrado de 51,

hacemos lo siguiente: (51)2 = (50+1)2 desarrollamos el cuadrado
de binomio obtenido y resulta

50” +2-50-1+1% = 2500+100+1= 2601

que, practicandolo en forma continua, se hace facil y muy util.
Otro procedimiento, tiene que ver con la suma por su diferencia;
] q
por ejemplo al tener que calcular:

28% — 257 = (28+ 25)(28— 25) =53-3=159

con lo que ahorramos tiempo y hay menos posibilidades de
equivocarse al trabajar con nimeros mas pequefos.

—Esta entretenido sefior, podria darnos otro —dijo Javier.

—Es muy conocido el producto de un nimero de dos digitos
por 11 —le coment6 Daniel—; para ello, se escribe el nimero que va
a ser multiplicado por 11 dejando un espacio entre ellos, donde se
coloca la suma de los digitos del nimero. Por ejemplo, 35 por 11 es
igual a 3__ 5. ¢Se dan cuenta que dejé un espacio entre ellos? Pues
alli, va la suma de los digitos 3 y 5, o sea 8. En conclusion, el pro-
ducto final es 385.

—Entonces, 27 por 11 es 297 ya que coloqué 2 + 7 entre el 2
y el 7 —djijo Doris.

—Asi es —respondié Daniel—. Ya hemos aprendido bastantes
trucos para mejorar la rapidez en el calculo. Piensen que, si hubiesen
estado practicando esto desde nifios, su nivel estarfa a la altura del
famoso calculista que han visto.

—Y estarfamos en la tele —agregd Milena, causando risas en
sus companeros.

Sonriendo, los alumnos y Daniel abandonaron la sala.
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COLON Y LA MESA

La clase sobre la circunferencia y el circulo se dio tal como lo
habifan planificado Camila y Daniel. Seguramente, a los alumnos y
alumnas, nunca mas se les olvidaria como obtener las formulas de
perimetro y area. Incluso, se volvié a recordar la forma de obtener el
valor de T como parte de la clase; por suerte, nunca falta la pregun-
ta que rompe esquemas.

—Sefior —llamé Romina algo pensativa—; en la clase pasada,
vimos la forma en que Eratéstenes determiné el perimetro de la
tierra. Bueno, ahora, tengo una tremenda duda existencial —y sontio.

—Dime —djijo Daniel.
—Si en el afio 1492, Colén probd que la Tierra es redonda...

¢Como Eratéstenes calculd su perimetro en el afio 250 a.C,, si en ese
tiempo se pensaba que la Tierra era plana?

—Muy buena pregunta, Romina; eso tiene una explicacion
—senal6 Daniel.

—¢Y cudl es, sefior? —pregunté Romina.

—Aristoteles —comenzé explicando Daniel—, alrededor del afio
330 a.C., habia llegado a la conclusion de que la Tierra era redonda,
porque la sombra que proyectaba sobre la luna, durante los eclipses
solares, era circular. Y como ya vimos, Eratostenes calcul6 su perime-
tro; y no solo él, ya que, posteriormente, otros cientificos también lo
hicieron. Desgraciadamente, por muchos siglos, el oscurantismo pro-
veniente de la interpretacion literal de la Biblia, hizo desaparecer gran
parte de los conocimientos cientificos que se tenfan, e incluso, se llegd
a perseguir a las personas que intentaban explicar racionalmente las
observaciones sobre la Tierra. Para ser mas preciso, alrededor del afio
300 d.C,, la Iglesia declar6 absurda y herética la creencia en una Tierra
esférica y la existencia de antipodas, o puntos opuestos de la Tierra.
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Cuando Cristébal Colén plante6 la idea de llegar a las Indias —continué
Daniel—, navegando hacia el oeste desde Espafia, ya sabia que la Tierra
era redonda. Y no solo ¢él; la mayoria de los europeos, con cierto nivel
de educacion, crefan que el mundo era esférico. Por lo tanto, hay que
tener claro que la elite espafiola no se oponia a Colén porque pensara
que se caerfa del borde de la Tierra; mas bien, pensaban que él habia
subestimado el tamafio de la tierra y que nunca podria navegar tan
lejos a mar abierto. La Iglesia —finalizé Daniel— sélo se rindi6 a la
evidencia cuando Sebastian Elcano y sus diecisiete compaferos vol-
vieron de la primera vuelta al mundo, sanos y salvos. Ese fue uno de
los puntos importantes que llevaron a una disminucion del poder repre-
sivo de la Iglesia a finales del siglo XVII, lo que permitié nuevamente la
libre expresion del pensamiento humano.

—Seflor, ¢y de doénde sacd usted toda esa informacion?
—pregunto, extrafiada, Maribel.

—Investigando, leyendo, viendo esos programas culturales que
ustedes se saltan cuando hacen zapping —dijo sonriendo—. Bien,
sigamos.

—Tengo otra consulta sefior —llamé la atencién Esteban.

—Si, dime —djijo Daniel.

—Mi pregunta viene de una situacién, quizas ridicula, pero
cierta —expres6 Esteban.

—Cuéntanos, veamos de qué se trata —dijo Daniel.

—Hace unos dias —comenzo6 Esteban su relato—, me junté con
unos amigos a jugar cartas y en algin momento alguien me dijo que se
dejaban en el centro de la mesa y no a un lado. Como broma, le dije: “y
cémo voy a saber donde esta el centro de esta mesa si es redonda; ten-
dria que tener un compas gigante”. La respuesta de mi amigo me dolié
en el alma, ya que me dijo riendo: “me extrafia que, siendo tan buen
matematico, no sepas eso”’. No hice ningin comentario mas, pero que-
dé con esa duda y me gustarfa que la pudiésemos aclarar ahora.

—Perfecto, Esteban, pero me gustaria que, primero, ustedes lo
intentaran y tal vez les pueda servir alguno de los teoremas vistos la
clase pasada. Dibujen la situacion planteada en su cuaderno y les
daré un tiempo para que puedan solucionarlo.
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Todos comenzaron a emitir opiniones y trazar diversas lineas
en las circunferencias. Después de algunos minutos, Soffa sefial6 a
todos que habia encontrado la solucién.

—Pasa, Soffa, y explicanos cémo obtuviste la respuesta.

Sofia hizo una gran circunferencia en la pizarra y explico:

—Lo que hice fue trazar en la circunferencia dos rectas secan-
tes y luego las rectas perpendiculares a ellas en su punto medio.

—:Qué nombre reciben esas perpendiculares? —interrumpio
Daniel.

—Simetrales —respondié Soffa.

—Correcto —confirmé Daniel.

—La interseccién de estas —continué Soffa— me dieron el
centro de la circunferencia, que es lo que estabamos buscando.

—Muy bien, ¢aclarada tu duda Esteban? —pregunt6 Daniel.

—Si sefor, muchas gracias.

—También quiero comentarles —agregd Daniel— que la circun-
ferencia tiene otras aplicaciones: los angulos que se forman dentro y
fuera de una circunferencia son muy utiles para el disefio de diferentes
mecanismos como, por ejemplo, el de una polea convertida en rueda
excéntrica. Ademas —siguié Daniel—, cuando los ingenieros disefian
torres de antenas, necesitan saber qué fraccion de la superficie de la
Tierra cubrira la sefial de radio de la torre. Si se conoce la medida del
angulo formado por la punta de la torre y los rayos tangentes al circu-
lo, se puede encontrar la fraccion de la circunferencia cubierta por las
sefales de radio y la distancia que cubren dichas sefales.

—Ah{ si que se ve una aplicaciéon cierta de la circunferencia
—dijo Lorena.

—Y hay muchas mas, pero ahora debemos continuar con las ac-
tividades propuestas durante la clase pasada —finaliz6 diciendo Daniel.
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LA BANDERA Y SU ESTRELLA SOLITARIA

Lleg6 septiembre y, en todos los colegios del pafs, se iniciaron
las actividades relacionadas con las Fiestas Patrias, mas popularmen-
te conocidas como “El 18”.

Era habitual que las labores de este mes estuviesen relacionadas
con los sectores de Lenguaje, Historia, Arte y Musica; eso llevé a Cami-
la y Daniel a esforzar al maximo su imaginacion, con el fin de poder
desarrollar alguna actividad relacionada con la matematica para tan im-
portante festejo.

—Y, Camila? ¢Se te ocurri6 algo? —pregunt6 Daniel.
—Aun no he encontrado ninguna relacion.

—Yo tengo una idea que puede ser interesante; en el recreo te
cuento.

Lleg6 el esperado momento del café, instante muy apetecido por
profesores y profesoras, para poder recuperar energfas y renovar la gar-
ganta para seguir en clases. Mientras Camila endulzaba su café con
sacarina, Daniel extrafa de su bolso algunos apuntes hechos a mano y
los acomodaba en la mesa, esperando que Camila terminara su diatio
ritual para contarle sobre su idea.

—Listo —dijo Camila, sentandose al lado de Daniel.

—Es una actividad que podemos realizar con tercero y cuarto
medio de la Formaciéon Diferenciada —comenzé explicando Da-
niel—. El titulo puede ser “La bandera chilena y su estrella solitaria”.
La idea es analizar matematicamente nuestra bandera nacional. De-
terminar sus medidas, las areas de divisiéon y, principalmente, las
medidas de la estrella, donde el trabajo irfa desde los decimales hasta
las funciones trigonométricas. ;Qué te parece?
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—Espectacular —dijo Camila—, jamas he escuchado que se
haya hecho un analisis de ese tipo, por lo que setfa super motivante
ser los primeros en realizarla.

—jQué bueno que te haya gustado la propuestal —exclamé Da-
niel, feliz del apoyo encontrado en su compafiera de trabajo—. Y eso no
es todo; la idea es incorporar elementos de historia y lenguaje. Para eso,
tendremos que pedirles cooperacion a los colegas de esas asignaturas.

—Aprovechemos la reunién prevista para el viernes, para or-
ganizar las actividades del “18” y planificar el trabajo con los colegas.

—De acuerdo —respondié Daniel.

Era la primera vez que se juntaban los sectores de Matemati-
ca, Lenguaje e Historia para elaborar una actividad académica.
Todos estaban impacientes por conocer la propuesta de Daniel; por
esa razon, los pocos minutos utilizados para explicar en qué consis-
tia la actividad, bastaron para interesar mucho a sus colegas, quienes
de inmediato comenzaron a aportar ideas al trabajo.

—Sugiero que se trabaje el poema “Al pie de la bandera” de
Victor Domingo Silva —senalé Karen. Es un poco largo, pero muy
hermoso y tiene un comienzo espectacular que dice:

“Ciudadanos!
¢Qué nos une en este instante, quién nos llama,
encendidas las pupilas y frenéticas las manos?

¢A qué viene ese clamor que en el aire se derrama
y retumba en el confin?

No es el trueno del cafién;
no es el canto del clarin;
es el épico estandarte, es la espléndida oriflama,
es el patrio pabellon,
que halla en cada ciudadano un paladin.”

—Estupendo —sefial6 Camila—; tienes que pasarnos el poema
completo, para que lo leamos, y también las actividades que podemos
realizar con élL.

—Si, no hay problema —dijo Karen—; el lunes se los hago llegar.
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—La parte historica es muy importante para lo que se va a hacer
—acot6 Rafael profesor de Historia y Geograffa—, ya que hay una rela-
cién muy directa entre la bandera y la matematica, aunque parezca
extrafio. Les explico... La forma de la bandera chilena fue establecida el
18 de octubre de 1817, por decreto de Bernardo O "Higgins y su disefio
es obra del ingeniero militar Antonio Arcos, quien llegd a Chile con el
Ejército Libertador de Los Andes. Segun el disefio del mismo Arcos, se
compone de dos secciones horizontales que se dividen por la mitad de
su ancho. La superior, o sea la franja blanca, en dos tercios de su largo y
azul en su tercera parte, inmediata al asta, con una estrella blanca de
cinco puntas en el centro del cuadro azul, cuyo didmetro es igual a la
mitad de ese cuadrado. La seccion inferior es la franja roja.

—Qué estupendo! —senalé muy contento Daniel—. Ah{ ya te-
nemos un buen punto de partida para la unién de nuestros sectores.

—Exactamente —acoté Rafael y prosiguio—. Es importante
recordarles lo visto en basica, respecto del significado de los colores
y de la estrella, con el fin de que se apropien al maximo de la activi-
dad. Recuerden que el color rojo de la bandera simboliza la sangre
derramada por la libertad de la patria, el blanco la pureza y majestad
de sus altas y nevadas montafias, el azul la bondad y claridad de su
cielo y, la estrella solitaria, su condicién de republica unitaria.

—Tengo otro aporte que puede servitles —expresé Marcos, tam-
bién profesor de Historia y Geografia—. En 1941, por la conmemoracion
de los 400 afios de la fundacién de Santiago, Japén obsequié a Chile
una bandera chilena gigante de 30 metros de largo. L.a confeccion la
realizaron 100 obreros nipones y fue terminada en 125 dias, empleando
en ella, 250 kilos de seda.

—iExcelentel —no daba en s{ Daniel—; alli podremos incorpo-
rar la proporcionalidad y semejanza.

Siguieron conversando por un tiempo mas; luego, Daniel y
Camila se reunieron para comenzar a planificar, en todos sus detalles,
la actividad. Analizaron en qué sala trabajarfan, con qué cursos, los
profesores de apoyo que deberfan tener, los implementos que los
alumnos deberfan llevar ese dia y muchos detalles mas. Luego, esbo-
zaron algunas preguntas que servirfan para el desarrollo del trabajo.
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—Una buena actividad —dijo Camila— serfa que, basados en
los decretos que establecieron las medidas oficiales de nuestro em-
blema patrio, los alumnos determinen el ancho de la bandera
obsequiada por Japon.

—Y basados en lo mismo, podemos plantearles algunos pro-
blemas como, por ejemplo: Si en la confeccion hubiesen participado
250 japoneses, en las mismas condiciones de trabajo, sCuantos dias
habrian demorado en terminarla? —aporté Daniel.

—Y yo agregarfa: Si la confeccion hubiese sido hecha por un
solo nipén, en las mismas condiciones de trabajo, ¢Cuantos dfas
habria demorado en terminarla?

—A esas preguntas, debemos sumar algunas correspondientes
a perimetros y areas y, por supuesto, sobre la estrella.

Siguieron trabajando en forma entusiasta, al punto que, esa
misma tarde, ya habfan terminado la mayoria de las preguntas que
guiarfan la actividad. Camila las leyo:

Determina la razén entre los perimetros del cuadrado que
contiene la estrella, del rectaingulo blanco y del rectangulo rojo.

Determina, ahora, la razén entre las areas de las figuras ante-
riores.

¢Cuanto mide el radio AO de la estrella?

Sefiala el nombre de la figura FGHIJ y determina la medida de
sus angulos interiores.

¢Qué tipo de triangulo corresponde a las puntas de la estrella
de la bandera chilena? ;Cuanto miden sus angulos interiores?

¢Cuanto mide la altura AK del triangulo AFJ?
Calcula el area de cada punta de la estrella.

Calcula el area del pentagono interior de la estrella.
¢Cual es el area total de la estrella?

Calcula el area de la superficie azul.

Determina el perimetro y el area de la circunferencia circuns-
crita a la estrella.
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Traza todas las diagonales de FGHIJ. ¢Cuantas son? ¢Qué fi-
gura forman?

¢En qué razoén estan los perimetros de la estrella original y la
nueva estrella formada? ¢Y sus areas?

Si efectuaramos el proceso anterior 5 veces, ¢cuanto medirfa el
perimetro de la ultima estrella dibujada? ¢Y su area?

DESAFIO: Determina las medidas de una bandera chilena,
sabiendo que el radio de la circunferencia circunscrita a la estrella
mide 10 cm.

A

C D

La actividad resulté todo un éxito; los profesores de los otros
sectores se comprometieron, con Daniel y Camila, a seguir trabajando
en conjunto. Incluso, profesores de otras areas se ofrecieron para ser
un aporte a este tipo de actividades. Camila y Daniel se sintieron muy
felices y orgullosos cuando el Director del colegio los felicité por la
iniciativa y los destac6 publicamente como ejemplo de las nuevas
formas de hacer educacion.
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STAND AND DELIVER

—Estimados colegas —comenzé diciendo Camila—. Ia reunién
de Departamento de hoy, tendra un formato distinto al habitual. En
primer lugar, veremos la pelicula “Szand and Deliver”, basada en la histo-
ria del profesor de matematicas de origen boliviano Jaime Escalante,
quien se convirtié en uno de los educadores mas famosos de Estados
Unidos, debido a su éxito con estudiantes latinos en la secundaria Gar-
field de California. Después de un café, hablaremos sobre la pelicula y
extraeremos algunas ideas que podrfan ser aplicables a nuestro quehacer
pedagogico. Mientras termina de instalarse el equipo, quiero comentar-
les que esta pelicula fue realizada en el afio 1988 y su Director se llama
Ramén Menéndez. El actor que hace el papel del profesor Jaime Esca-
lante es Edward James Olmos, quien por esta actuacion, fue nominado
al Oscar como mejor actor ese mismo afio. La pelicula es del género
drama y tiene una duracién de 105 minutos.

—Ya estamos listos —sefialdo Daniel—. Vamos con el video.

Una vez finalizada la pelicula, y después de un renovador café,
se reunieron las nueve personas que componen el departamento de
matematica del colegio. Camila, que fue quien prepard esta reunion,
se dirigi6 nuevamente a los asistentes.

—Antes de entrar a los comentarios y analisis de la pelicula,
Daniel les va a dar a conocer algunos aspectos biograficos de la vida
del profesor Jaime Escalante, a quien conocié personalmente cuan-
do estuvo de visita en nuestro pafs.

—Como bien sefialaba Camila al inicio de la reunién —comenzo
a relatar Daniel—, el profesor Jaime Escalante naci6 en La Paz, Bolivia,
donde ensefi¢ Fisica y Matematica durante 14 afios. En 1964, decidié
inmigrar a Estados Unidos, pasando previamente por Puerto Rico,
donde tom¢ algunos cursos de ciencia y matematica. Luego, se traslado
a California, donde se encontré con la gran dificultad de no saber
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hablar inglés y de no contar con los documentos que lo habilitaban para
hacer clases...

Los profesores escuchaban la breve biograffa relatada por
Daniel, aun impactados por la pelicula.

—A pesar de esto —continu6é Daniel—, decidi6 seguir adelante,
estudiando electronica; luego siguié estudiando para obtener el titulo
en matematica. Todo esto mientras trabajaba por las mafianas para
mantenerse. Fue asi como logré un puesto como profesor en la escue-
la secundaria Garfield en California, famosa por el consumo de drogas
y la violencia estudiantil. Alli, logré motivar a algunos estudiantes para
rendir el examen de calculo AP del afio 1982. Por la pelicula que aca-
bamos de ver, ya sabemos que esos examenes fueron invalidados,
porque se crey6 que los alumnos habfan hecho trampas. La mayoria
volvié a hacer el examen, aprobandolo y convirtiendo al profesor
Escalante en un héroe nacional. En el afio 1991 —siguié Daniel—,
deja la escuela, argumentando celos por parte del profesorado y se fue
a trabajar a Sacramento. Finalmente, quiero dejar constancia de que el
profesor Jaime Escalante fue galardonado con la Medalla Presidencial
de los Estados Unidos y el premio Andrés Bello, otorgado por la Or-
ganizacion de los Estados Americanos.

—Gracias, Daniel —dijo Camila. Ahora, vamos a los comenta-
rios sobre la pelicula, qué cosas positivas podemos extraer de ella y
cuales podrian ser aplicables en nuestro colegio.
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SIMETRIA CON PAPEL

Daniel ingres6 al 1° medio con cierto nerviosismo; no estaba
acostumbrado a sentirse asi, por lo que se sentfa un poco molesto
consigo mismo. El enfrentar la clase con una gama de conocimientos
recién adquiridos y ensefarlos por primera vez, le infundia temor.
Junto a Camila, habia planificado muy bien su clase, por lo que espe-
raba no encontrarse con alguna dificultad.

—¢Han escuchado hablar de Maurits Cornelis Escher —anot6
el nombre en la pizarra— en alguna oportunidad?

Todos se miraron con cara de haber escuchado palabras en
chino.

—No, sefior —respondieron.
—Supongo que es un matematico —comenté Estefania.

—Aunque su trabajo esta relacionado con la matematica, en es-
pecial con la geometrfa, él no fue un matematico —respondié Daniel—.
Este holandés naci6 el 17 de junio de 1898 y, como ocurre con muchos
grandes genios, no fue un alumno muy destacado en el colegio.

—O sea, todavia tengo esperanza —coment6 Andrés, causan-
do risas entre sus compafieros.

—Su padre —continué Daniel— le ensefi6 el mundo de la carpin-
terfa; esto lo llevo a interesarse y luego decidirse a estudiar Arquitectura.
Sin embargo, al poco tiempo, se dio cuenta que lo suyo eran las artes
graficas. Ingres6 a la Escuela de Arte donde, después de dos afios de
estudio, obtuvo una especializacion en técnicas graficas y trabajo sobre
madera. Una vez terminados sus estudios, se dedico a viajar por Fran-
cia, Espafia e Italia; sus primeras obras retrataban, en forma realista, los
paisajes y la arquitectura que encontré en sus viajes. En estos trabajos,
Escher reflejé su predileccién por la estructura de las construcciones y
fue La Alhambra de Granada, en Espafia, el edificio que mas lo impre-
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siond, debido a las ornamentaciones de sus muros que se repartian en el
espacio disponible, de forma esquemética y perfecta. Fl mismo lo dijo:
“Es la fuente mas rica de inspiracion que jamas haya encontrado”. Esto
influy6 en sus creaciones posteriores a 1937; a pesar de ello, las ideas de
rellenar el plano con un mismo motivo se consideran suyas, no influidas
por su aprendizaje. Prueba de esto es que ya en 1922 habfa realizado un
trabajo en el que se representaban ocho cabezas, cuatro al derecho y
cuatro al revés.

—Seflor, ¢y qué relacién tiene con la matematica? —consultd
Estefania—. Porque por algo estamos hablando de ¢l scierto?

—Por supuesto —trespondié Daniel—, y esa conexion se produce
tras visitar la Alhambra por segunda vez en 1936; durante varios dias,
copi6 los motivos allf representados y descubri6 un sistema para repre-
sentar particiones periddicas del plano, consiguiendo descubrir 17
grupos de simetrias, a pesar de sus primarios conocimientos matemati-
cos. Posteriormente, realiz6 varios trabajos relacionados con la
particioén regular del plano y el uso de patrones que rellenan el espacio
sin dejar ningun hueco. Es asi que, por ejemplo, de un hexagono podia
llegar a la figura de un reptil, creando uno de sus mas famosos trabajos
que ya conoceremos con mas detalles. En alguna oportunidad, Escher
escribi6 “con frecuencia me siento mas proéximo a los matematicos que
a mis colegas los artistas”. Y sobre completar el plano —concluyé Da-
niel— es nuestro préximo trabajo en la asignatura. Me falta sélo agregar
que la visién dnica de Escher, sobre el espacio y de las matematicas, le
permitieron dibujar una numerosa coleccién de fantasticos dibujos,
hasta su muerte en 1972. Una vez finalizada la clase, les voy a dar una
direccion de Internet donde podran conocer y admirar su obra.

—Sefior, cuando se refiere a completar el plano —dijo Angel—
podtria tomarse como ejemplo una hoja del cuaderno de matematica,
que esta llena de cuadritos.

—Exactamente, muy buen ejemplo —dijo Daniel, pensando c6-
mo no se le habia ocurrido antes—; formalmente, completar el plano se
conoce como Teselar, que corresponde a embaldosar o recubrir una
superficie con figuras regulares o irregulares. Claro que para teselar un
plano, a los poligonos o figuras se le deben realizar rotaciones, trasla-
ciones o simetrias, que es lo primero que vamos a estudiar.
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—Seflor encontré otra telesa..., ¢como era? —pregunté Marfa
Paz, mientras sus companeros refan.

—Teselacion —respondié Daniel y lo escribi6 en la pizarra.

—Eso mismo —dijo Marfa Paz, poniéndose de pie e indicando
hacia el suelo con su mano —. Miren el piso, estamos parados sobre
una teselacion.

—Tienes toda la razén Marfa Paz, te felicito —le dijo Daniel—
y sl empiezan a prestar mayor atencioén a su alrededor, empezaran a
encontrar muchas teselaciones.

—Sefior —dijo Nicol—, el disefio de su corbata también es una
teselacion.

Daniel levant6 su corbata y la examiné. Nicol tenfa razon.

—Comencemos identificando, en primer lugar, lo que es una
simetrfa. ¢Qué les dice la palabra y qué ejemplos pueden dar?
—pregunt6 Daniel.

—Cuando se habla de simetria, se refiere a dos cosas iguales
—sefialé Estefania.

—Yo creo que no son dos objetos iguales —dijo Ester—, sino
un solo objeto dividido en dos partes iguales.

—Ademas, dos objetos iguales —opiné Andrés— se puede re-
ferir a su forma y no a su tamafio.

—Y ejemplos sobre lo que estan definiendo... —pidié Daniel.

—Las mariposas son simétricas, ya que su parte derecha es
igual a su parte izquierda —sefialé Ester.

—El cuerpo humano también es simétrico —aporté Ricardo—,
ya que si lo cortamos verticalmente en dos, ambas partes son iguales.

—Un poco sanguinario tu ejemplo —le sefialé Estefania.

—Construyamos figuras simétricas —dijo Daniel— Tomen
una hoja y déblenla por la mitad, doblen por la mitad nuevamente y
vuelvan a doblar por tercera vez. Ahora corten en forma diagonal,
con igual medida, los dos extremos “cerrados” y desdoblen la hoja.

—Qué bonito! —expres6 Nicol—. Me gusto.

—:Qué obtuvieron? —pregunté Daniel.
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—Dos rectangulos con un rombo al medio —respondié An-
gel—; o sea, dos figuras simétricas.

—Vuelvan a doblar el papel como lo tenfan —dijo Daniel— vy,
ahora, corten las otras esquinas en la misma medida y en diagonal
pero, antes que lo hagan, dibujen en su cuaderno la figura que uste-
des creen que aparecera al desdoblar la hoja.

Multiples figuras aparecieron en los cuadernos y todos estaban
ansiosos por ver si su dibujo era el correcto. Después de hacer los
cortes, varios se sintieron felices por haberlo predicho correctamen-
te, mientras que otros trataban de justificar su error.

—Ahora, un momento de arte puro —anuncié Daniel—; do-
blen dos veces por la mitad una hoja y luego hagan el corte que a
ustedes mas les agrade. Finalmente desdoblen y vean su simétrica
creacion.

Asi hicieron todos y emergieron hermosas figuras que luego
colocaron en el diario mural de su sala, orgullosos de su creacion.

—Algunos de ustedes todavia tienen sobre su mesa los restos
cortados de papel; desdéblenlos y obsérvenlos —sefialé Daniel.

—iSon simétricos! —exclamé Maria Paz.

—El doblez que ven en cada figura —explicé Daniel—, y que
corresponde a una linea, lo llamaremos de aqui en adelante Eje de
Simetria. Asf que, anoten en su cuaderno que un eje de simetrfa es una
recta que divide a una figura u objeto en dos partes iguales, donde los
puntos opuestos son equidistantes entre si. Y vamos de inmediato al
siguiente concepto que aprenderemos hoy; me refiero a la rotacion. Al
igual que en el primer caso, les pregunto: ¢Qué significado representa
esa palabra para ustedes y qué ejemplos me pueden dar?

—Rotar es girar, dar vuelta —dijo Elena.

—Por ejemplo, las ruedas de una bicicleta —agregd Andrés.

—O los punteros del reloj —aporté Estefania.

—Hay muchos ejemplos —sefialé Angel—; un carrusel, las as-
pas de un ventilador, las hélices de un helicoptero. ..

—Muy bien —dijo Daniel—, me parece suficiente y correcto lo
que han sefialado. Lo dnico que agregaria es que, en cada una de las

_ 274



rotaciones que dieron como ejemplo, existen tres elementos: un punto
que es el centro de rotacion; un angulo que indica, por ejemplo, que la
rueda de la bicicleta se movié media vuelta o que la manecilla del reloj
se movi6 del 1 al 3; por dltimo, también un sentido de rotacion, es
decir, hacia dénde gira. Efectuemos la siguiente actividad —sigui6
Daniel—: marquen un punto P y tracen una circunferencia, cuyo cen-
tro sea P. Ahora, unan el punto P con un punto Q de la
circunferencia. Utilizando el transportador dibujen un angulo de 60°
en sentido contrario a las manecillas del reloj y marquen como R el
nuevo punto determinado en la circunferencia... ¢Listos? Lo que
hemos hecho —prosiguié Daniel— es asociar el punto R al punto Q,
mediante una rotacién con centro P, con un angulo de 60° y en senti-
do opuesto a las manecillas de un reloj. Alli, estan todos los conceptos
que necesitamos para trabajar con rotaciones o giros. Vamos a dejarlo
hasta aqui y la proxima clase nos preocuparemos de la traslacion, de
profundizar en las teselaciones y crearemos nuestras propias obras de
arte. jAh! No se olviden de visitar en Internet el museo sobre Escher.

Daniel escribi6 en la pizarra, con letra clara y grande, la direc-
cién prometida al inicio de la clase:

http:/ | www.nucleogestion.8m.com| HALL. HTM.
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TESELANDO

—¢Coémo estuvo ese paseo por el Museo de Escher? —pregunt6
Daniel.

—Genial, profe —respondié Ester—; usted sabe que me gusta
mucho lo artistico y lo que cre6 Escher es espectacular.

—A mi me gusté mucho el cuadro “Profundidad” —sefal6 Ni-
col—, el que repite el motivo del tiburén, porque crea una ilusién de
volumen extraordinaria en un dibujo que es plano.

—Mi preferido es “Subiendo y Bajando” —opin6é Andrés—, ya
que siempre me han gustado las ilusiones opticas y ésta es una.

—Y a usted sefior. ¢Cual le gusta mas? —pregunté Angel.

—Hay varios que me agradan —respondié Daniel—, pero si
tengo que elegir, optarfa por “Cielo y Agua” que fue el primero que
me llam¢ la atencién cuando conocf la obra de Escher. Me gusta mu-
cho como combina peces y aves, el nadar y el volar, con clara
sugerencia sobre la evolucion de las especies. Bueno... En la clase
anterior —record6 Daniel—, estuvimos trabajando con el concepto de
rotacion. Antes de ver el siguiente concepto, que corresponde a trasla-
ci6én, vamos a analizar las situaciones en las que se necesita encontrar
el centro y el angulo de rotacion de una figura. ¢Quién quiere pasar a
construir una figura en la pizarra?

—iYo! —dijeron varios, alzando la mano.
—Pasa, Marfa Paz —dijo Daniel.

Y fue dando las instrucciones, mientras Marfa Paz, con regla y
compias, las seguia.
—Dibuja dos trazos, uno AB y otro A’B” —sefalé Daniel—.

Ahora une A con A’y B con B’ y construye la simetral del trazo AA’
y del trazo BB’.
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Los demas alumnos también seguifan las instrucciones, dibu-
jando en sus cuadernos.

—Designen por P el punto formado por las intersecciones de
las simetrales. Ese punto encontrado corresponde al centro de la
rotacion y ustedes lo pueden verificar. ¢Quedd claro?

—S8i, sefior —respondieron.

—Ahora, para encontrar el angulo de rotacion —explicé Da-
niel—, unan A con Py A’ con P, y luego midan el angulo APA’ para
obtener el angulo de rotacion. ¢Entendieron?

—Si, sefior —dijeron a una voz.

Daniel esperé a que Ana Marfa tomase asiento e hiciese el di-
bujo en su cuaderno, antes de proseguir.

—¢Qué significa para ustedes traslaciéon? —pregunté Daniel,
haciendo una pausa—. ;Qué ejemplos pueden dar?

—LEs trasladarse, ir de un lugar a otro —respondié Angel.

—Mi familia ha sido varias veces trasladada de una ciudad a
otra —agregd Elena.

—Subir por una escalera mecanica es una traslacién —aporto
Estefania.

—Un auto por la carretera —agrego6 Ricardo.

—Entonces, podemos definir la traslaciéon como la accién de
deslizar o mover una figura en el plano, en una direcciéon —concluyé
Daniel—. Ahora, volviendo a lo que tratamos la clase pasada, quiero
que me den ejemplos de Teselaciones en la vida cotidiana.

—¢Eso de cubrir el plano? —pregunt6 Nicol.

—Exacto, lo que vimos cuando hablamos de Maurits Cornelis
Escher —respondié Daniel.

Y asi, sefialaron las teselaciones realizadas con baldosas, cera-
micos, pastelones, azulejos, tejas en pisos, muros y techos.

—Recuerdan qué son los poligonos regulares? —pregunto
Daniel.

—Los que son iguales —respondié Marfa Paz.
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—Los que tienen igual las medidas de sus lados y de sus angu-
los —completé Andrés.

—¢Cual, por ejemplo? —pregunté nuevamente Daniel.

—El cuadrado —respondié Nicol.

—El triangulo equilatero —agregé Elena.

—Les pregunto sobre esto porque ahora vamos a conocer la

llamada teselacion regular y que se forma precisamente por poligo-
nos regulares —explicé Daniel.

—Entonces la hoja del cuaderno es una teselacion regular
—aport6 Estefania.

—Correcto —indicé Daniel, y nuevamente pregunté—: :Qué
poligonos regulares pueden recubrir el plano sin superposiciones ni
vacios?

—Por el cuaderno ya sabemos que el cuadrado lo cubre;
habria que ir probando con las otras figuras —sefial6 Ricardo.

—Haganlos y después me cuentan las conclusiones que extrai-
gan de ese trabajo.

Comenzaron a dibujar en sus cuadernos diversas figuras y las
teselaciones respectivas.

—Listo, sefior, ya tengo una conclusiéon —dijo Angel.
—Pasa y explicala, por favor.

—Al ir haciendo los dibujos me di cuenta que, para que la
teselacion resulte, la suma de los dngulos en cada vértice ha de ser
360° —explicé Angel—; por lo tanto, la medida de los angulos de los
poligonos regulares tiene que ser un divisor de 360°. De acuerdo a
esto, los unicos poligonos regulares que recubren el plano son: el
triangulo, el cuadrado y el hexagono, cuyos angulos interiores miden
60°, 90° y 120°, respectivamente.

—iExcelente! —reconocié Daniel—. sAlguien quiere preguntar
algo?

—Yo, sefior —dijo Andrés— pero no es una pregunta. Me gus-
tarfa que se explicara, mas en detalle, por qué no se puede, por
ejemplo, teselar con un pentagono, porque yo lo hice el dibujo en mi
cuaderno y cref que si se podia.
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—EI dibujo es sélo una ayuda; lo adecuado, para llegar a una
conclusion valedera, es basarse en las propiedades de las figuras
geométricas —explic6 Daniel—. Los angulos interiores de un penta-
gono regular son de 108° cada uno. Al unir pentigonos en cada
vértice se pueden juntar 3 de ellos, es decir, 108 por 3, lo que nos da
324°; por lo tanto, no podemos colocar otro pentagono, ya que que-
darfa superpuesto a los anteriores; y si no colocamos otro, nos queda
un espacio que no podemos rellenar.

—Entonces siempre hay que teselar con la misma figura
—sefial6 Ester.

—No —respondié Daniel—, hay otras teselaciones llamadas
semiregulares en las que se utiliza mas de un tipo de poligono regu-
lar, pero siempre con la condicion de que la suma de los angulos en
cada vértice sea de 360°.

—Podrfa dibujarnos un ejemplo —pidié Ricardo.
—Por supuesto, y les digo inmediatamente que sélo es posible

combinar cinco tipos de poligonos regulares: triangulos, cuadrados,
hexagonos, octégonos y dodecagonos.

Daniel dibujé un ejemplo en la pizarra y luego sefialé:
—Para la préxima clase quiero que traigan dibujados los ocho

tipos de teselaciones semirregulares que existen, que elijan una de
ellas, y teselen una hoja completa de su cuaderno.

—Lo tenemos que pintar? —preguntd Ester.

—No es necesario, pero si alguien quiere hacerlo, no hay pro-
blema —respondié Daniel.

—Para finalizar nuestra clase vamos a trabajar con teselaciones
como las creadas por Escher. Sigan las siguientes instrucciones para
ello: saquen una hoja y, en ella, dibujen un triangulo cualquiera y luego
distorsionen cada lado de él, pero con la condicién de que siempre sea
simétrico respecto de su punto medio. Les voy a dibujar un ejemplo,
pero ustedes creen sus propios modelos:
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—Esta figura se llama triside; recértenla y, con ella, cada uno
va a teselar el plano, en este caso, una hoja de su cuaderno. {Manos a
la obra! —dijo Daniel.

Todos se pusieron en actividad, muy concentrados en la per-
feccién de su trabajo.

—Excelente trabajo —seflalé Daniel—. La préxima clase, se-
guiremos con este apasionante tema.
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CONCURSO MATEMATICO

—:Cémo te fue con tu concurso de creacion poética y literaria
de matematica? —pregunt6 Daniel a Rocio.

—Bastante bien —respondié Rocio—; no pensé que iba a tener
tanta participacion, asi que estoy muy contenta por el resultado ob-
tenido. Aqui te traje los poemas y cuentos para que, con Camila y
Karen, decidan los ganadores.

—Perfecto. Hoy en la tarde nos vamos a reunir. Mafiana te
damos el resultado.

—Bien me parece —respondié6 Rocio—, mis alumnos estin
impacientes por saber quiénes seran los ganadores y quiénes van a
llevarse los premios.

—¢Cuales son los premios? —pregunt6 Daniel.

—Unos reproductores MP4 y algunos CD de sus cantantes y
grupos favoritos. El Centro de Padres y la Direccién cooperaron
con eso.

Al dia siguiente, la decisién ya estaba tomada y se la comuni-
caron a Rocio. Hubo un empate, en la categoria Poemas, entre “El
glotén” y “La familia triangulo”, mientras que, en la categoria de
cuentos, el ganador fue “El mundo de los QQ”. Los trabajos fueron
publicados en la pagina Web del colegio y en los paneles ubicados al
ingreso del establecimiento.
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EL GLOTON
Como mi hambre aumentaba

decidi un saindwich preparar,

a mi pan coloqué 3 de queso

y — de mortadela, ademas.
8
Como aun me pareci6 pequefio,
— de queso decidi agregar
8
y como si esto fuera poco,
de mortadela, g mas.

iSi vieran la tremenda boca

que tuve que abrir para tragar!

Y como es légico, mas tarde,

el dolor de estémago me hizo llorar.
Es que calculen la cantidad

de queso y mortadela, y entenderan
que vale mas ser medido en la vida

porque todo exceso hace mal.

LA FAMILIA TRIANGULO
Todos los triangulos somos
poligonos muy amigables,

3 lados, 3 angulos, 3 vértices,
nuestros elementos principales.
Yo soy el equilatero

y mis lados iguales tengo,
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y por mas que me estiren y estiren
mis angulos inalterables mantengo.
Cada uno de ellos mide

exactamente 60 grados

y cuando me trazan una altura
quedo, en dos partes iguales, cortado.
Yo soy su hermano isdsceles,

tengo tan solo dos lados iguales

y opuestos a ellos, aunque no crean,
dos angulos que lo mismo valen.

En cambio yo soy el mas desordenado,
como escaleno me han bautizado,
mis angulos son todos desiguales

y lo mismo pasa con mis lados.

El que no se hace mayor problemas
es mi primo acutangulo

pues menos de 90 grados tiene

la medida de sus angulos.

Pero el mas chistoso de todos

es el tio obtusangulo

que entre 90 y 180 grados

tiene uno de sus angulos.

Y si preguntan por el mas famoso,
no hay duda: triangulo rectangulo,
un angulo de 90 grados

a sus catetos afirmando.

A su lado mas largo

por hipotenusa han bautizado,
¢creerfas que en tan pequefio triangulo

el mas grande teorema se ha creado?
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Pitagoras fue el matematico

que descubri6 por sabio y sus musas

que al sumar el cuadrado de los catetos,
resulta igual al cuadrado de la hipotenusa.
Y esta historia familiat finaliza,

en otro dfa nos juntaremos

para hablar de los cuadrilateros

y de todo su parentesco.

EL MUNDO DE LOS Q

No recordaba claramente cémo llegd hasta alli. Su dltima ima-
gen era la de su madre diandole un beso y deseandole que durmiera
bien, pero como el suefio no llegaba, se entretuvo observando en la
penumbra de su cuarto la repisa llena de juguetes acumulados a lo
largo de sus once aflos de vida.

El movimiento ondulatorio de las paredes no le impresiond,
ni tampoco el gracioso baile de su osito de felpa favorito, ni menos
el encontrarse tendido sobre un prado perfumado y multicolor bajo
un cielo que mostraba dos hermosos soles.

Ya su abuelo le habia contado sobre sus viajes al mundo de los
Q y por eso nada de lo que ocurtia le causaba temor, pero si mucha
curiosidad. Como, por ejemplo, el hermoso y perfecto coro de aves-Q
que trinaban la melodia mas bella jamas escuchada. Se encontraba en
plena meditaciéon cuando un gemido le hizo incorporarse y pudo ob-
servar el movimiento agitado y temeroso de una tortuga-Q, la cual al
verlo, sin sorprenderse, se dirigi6 a él diciendo:

—iOh, cielos! ¢Qué podemos hacer? Esto sera el final de nues-
tro inigualable mundo.

Sinti6 curiosidad y le pregunté la causa de sus lamentos, ante
lo cual le relato:

—Hace cinco dfas-QQ un ser con forma y propiedades de una
goma, cruzé desde una dimension desconocida a la nuestra. Su mision
no era de paz, por el contrario, este ser maligno llegd con intenciones
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de borrar para siempre todo signo de vida-Q y construir el Mundo de
la Nada, habitado por todos los seres goma del universo.

Su historia conmovié a Pablo y pregunté de qué forma podia
ayudar —con un suspiro, la tortuga-Q respondié—:

—Para eliminar seres malignos de otra dimension, debemos re-
solver tres enigmas, pero estos no estan al alcance de nuestro saber.

Como Pablo dominaba algunos conocimientos, aprendidos en
su colegio, pidi6é que le dieran a conocer esos problemas para inten-
tar solucionatrlos.

—Los problemas son los siguientes —dijo la tortuga-Q—:

1) Debemos recoger exactamente 4 litros de agua de nuestro
rfo-Q), con la sola ayuda de una vasija de 5 litros y otra de 3 litros. Las
vasijas no tienen indicaciones de medidas, entonces scémo hacerlo?

2) Tres inocentes fracciones-Q) y tres seres gomas deben atra-
vesar el profundo y caudaloso rio-(Q en una canoa cuya capacidad es
de dos personas, pero si por algin motivo las fracciones-QQ quedan
en desventaja numérica, los seres gomas las borraran para siempre.
¢Como podrian atravesar el rio, todos ellos, sanos y salvos?

3) Un entrenador de un circo-Q necesitaba 40 minutos para
lavar un elefante—Q. Su hijo puede hacerlo en 2 horas. ¢Cuanto
tiempo tomarfa al entrenador y a su hijo lavar 3 elefantes-Q traba-
jando juntos?

Pablo puso manos a la obra, se concentrd y puso al maximo
sus capacidades logicas y numéricas para solucionar los problemas.

Le costo, pero finalmente lo logré. Llevo las soluciones a la
tortuga-Q) y gracias a Pablo lograron salvar su mundo y nunca mas
pudieron volver los seres goma. Se hizo una gran fiesta en homenaje
a Pablo y le dijeron que en el proximo viaje a su mundo lo invitarfan
a conocer un mundo que quedaba al lado del de ellos, en el cual vi-
via un anciano muy simpatico de un curioso nombre: Pi.
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¢DEMOSTRACIONES?

—Camila, he demostrado que la diagonal de un cuadrado de 1
cm de lado mide 2 cm —dijo Daniel ingresando a la sala de profeso-
res con cara muy seria.

—:Cémo es esor Te afectd el sol camino al colegio —dijo Ca-
mila riendo—. Si los lados miden 1 cm, obviamente la diagonal mide

V2 em.

—Asi que no me crees. Te lo voy a demostrar —desafié Daniel
a Camila.

Sacé una hoja de su maletin, se sent6 al lado de Camila y co-
menzo a explicar.

—Voy a dibujar la mitad de un cuadrado para demostrartelo,
es decir, un triangulo rectangulo isésceles de catetos 1 cm.

—Ahora, sobre la diagonal, trazo segmentos de medida medio
centimetro, formando triangulos de la siguiente forma:

1
2

] [=
[

[

—289 —



—3S1 sumas los trazos, comprobaras que resulta 2 cm. Ahora voy
a hacer el mismo procedimiento, pero con trazos de un cuarto de cm.
1

4

e |t

] =

[ =

L
1

—:Cuantos trazos se formaron y cuanto suma? —pregunto
Daniel.

—Ocho segmentos de 2 que sumados dan 2 cm —respondio

Camila.
—Ahora, observa la siguiente figura y dime qué concluyes.

Y Daniel hizo otra nueva figura.

=

—¢Cuanto suman los segmentos nuevamente? —pregunto
Daniel sonriente, con cara de triunfo.

—Son 16 segmentos de g’ y suman dos —respondié Camila.
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—Y si lo hago infinitamente hasta que se llegue a confundir
con la hipotenusa del triangulo, resultarfa mas o menos as:

—¢Cuanto va a medir la hipotenusa?
—Dos, también —contestd Camila.

—T1 lo has dicho. En conclusién, la diagonal de un cuadrado
de lado 1 cm mide 2 cm —dijo Daniel riendo, ante la cara de incre-

dulidad de Camila.

—Me voy, nos vemos mafiana —se despidié Daniel, ponién-
dose de pie.

—Espera, espera,...—grito Camila, mientras Daniel abandonaba
la sala de profesores—. Esto no es posible, debe haber un error.

—Chao Camila —reiter6 Daniel y no pudo aguantar el irse
riendo por los pasillos del colegio.

Al dia siguiente, comentaban entre risas la situacién del dia
anterior.

—Deberfamos ensenatles a nuestros alumnos todas las curio-

sidades que se han dado y se dan en la matematica —dijo Camila—,
incorporandolos en los respectivos contenidos.

—Es buena idea, seguro que les gustara saberlo; seria entrete-
nido y les abrirfa la mente —aprobé Daniel.

—Aprovechemos el tiempo y recordemos algunos de ellos
—propuso Camila.
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—De acuerdo —dijo Daniel.

—En primero medio, se puede dar a conocer el que es quizas
el mas famoso, demostrar que 1 es igual a 2. Se comenzaba con la
igualdad, a = b, luego se multiplicaba la igualdad por a y se restaba

2 ,
b , asi:

a=b /a
a’=ab /-b?
a’—-b?=ab-b?

—Ahora, se factoriza —agregd Daniel— y se divide la igualdad
por (a-b).

—Exactamente, es decir

(a+b)(a-b)=b(a-b) /:(a—h)

a+b=b

—Como a = b entonces, al reemplazar, resulta b + b = b, o
sea 2b = b.

—Dividiendo por b, la ecuacién resulta que 2 = 1.

—Hace afios que no hacia esta “demostracién” —comenté Da-
niel, haciendo con las manos un gesto de comillas—. Me recuerda mis
tiempos de universitario, cuando todos nos encantabamos con ese
tipo de ejercicios. Lo importante es que los alumnos concluyan por
qué se produce ese error; y no como una que conozco, que andaba
persiguiéndome por los pasillos para que le dijera por qué la demos-
tracion de que la diagonal de un cuadrado de lado uno es dos, es
erronea —dijo Daniel, mirando a Camila con una sonrisa irénica.

—Para tu informacién —le respondié Camila—, ya averigiié
donde esta el error.

—Me parece muy bien —dijo Daniel sonriente—. Vamos a otra
curiosidad, demostremos que 0 es igual a 1.

—Fsa no la conozco —reconocié Camila.

—No la he hecho hace tiempo, pero creo poder reconstruirla;
también servirfa para primero medio.

Daniel comenzo a hacer el desarrollo en una hoja.
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n+1)? =n®+2n+1
1*

(
(n+1* —(2n+1) =n?

(n+2)2 —(2n+1) —n2n+1) =n? —n(2n+1)
(n+2? —(n+2)(2n+1) =n* —n(2n+1)

(n+1)* —(

n+1)? n+m2n+ﬁ+“mzﬂ2=n2—d2n+ﬁ+“m:ﬂ2
[n +])_2n+1J _[n_2”2+1}2 '
(

2n+1 2n+1
n+ﬂ— =n

2
n+l=n
l1=n—n
1=0

—¢Qué te parece? —preguntd Daniel.

—iBuenisimo! —respondi6 Camila—. Y me hiciste acordar de
otro, con funciones trigonométricas, ideal para tercero medio.

—Ahora, soy yo el ignorante —dijo Daniel riendo—; jamas he
visto una con trigonometria.

Y el turno fue de Camila.
cos?a=1—sen?f
cosa =,/1—sen?f  /+1

1+cosa=1+1—sen?f /( )?
(1 + cosa)? = (1 +41 - senzﬁ)2
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—Consideremos que alfa toma el valor 180° —sefial6 Camila—,
entonces

(1-1)2=(1+vI=0)
0=_>1+1)?
0=4
—¢Coémo esta? —pregunt6 Camila.
—Buenisimo —reconocié Daniel.

—Y tengo otro mas —dijo Camila—, para cuarto medio, con
logaritmos.

—Veamos —dijo Daniel.

El desarrollo de Camila fue el siguiente:

-1y =1

log (- 1) = logl
2log (-1) = logl
2log( -1) =0

0
log (1) = )
log (-1)=0
log (1) = logl
“1=1

—Excelente —reconocié Daniel—, pero ahora voy a darte a
conocer mis propias falacias matematicas.
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—En serio? —dijo Camila entre dudosa y risuefia.

—Por supuesto. Sabemos que en los numeros complejos

i :\/_71; basandome en esto realicé el siguiente procedimiento:
i=-/-1 /i
i?=i/-1
~1=i/-1
~1=-/-1-/-1
~1=-1
-1=1
—Buena, te pasaste —reconocié Camila.

—Tengo otro con nimeros complejos, observa:

-1 1

1 -1
el
J-1o

A

—Eres genial, Daniel —exclamé Daniela.
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—Y eso no es todo —dijo Daniel orgulloso—; te voy a contar
una historia: hace unos afios, el Ministerio de Educacién sugirié no
colocar nota final 3,9 en las asignaturas, ya que generaba muchos
conflictos. Recuerdo que Freddy mencioné ese hecho en el Consejo
de Profesores y muchos dijeron no estar de acuerdo con regalarle
notas a los alumnos. Asf que tomé la palabra y defendi mi postura de
que 3,9 6 un 4 eran lo mismo y que no implicaba mayor o menor
conocimiento, y que incluso podria llegar a ser una oportunidad
educativa, comprometiendo al alumno, con una especie de contrato,
a que su rendimiento en esa asignatura, y en general, deberfa ser muy
superior el afio siguiente, firmado por él y por su apoderado.

—No recuerdo para nada ese consejo ni esa discusion —sefial6
Camila.

—Me parece que fue el mes en que estuviste operada
—trecordé Daniel—. Bueno, la cosa fue que Freddy dijo que le extra-
fiaba que un matematico dijera que un 3,9 y un 4 eran lo mismo.
Entonces me piqué, pasé adelante y en la pizarra anoté y expliqué lo

siguiente: Ustedes saben que =111=1 y que si elevo el 1 a
1000, también resulta 1, por lo tanto los matematicos y los no ma-
tematicos, sabemos, sin ninguna duda, que 1 elevado a cualquier
namero es 1.

—Y todos estaban escuchando tu explicaciéon? —pregunto
Camila.

—Todos, y muy interesados en lo que yo pretendia. Continué
explicando: Por lo tanto, 1% =1 y como 1" =1, llegamos a la con-

. 39 _ 94 . . .

clusién de que 1"” =17, y si dos potencias son iguales, entonces sus
bases son iguales y sus exponentes son iguales; en conclusion 3,9 =
4.'Y me retiré a mi asiento entre aplausos, risas y comentarios.

—Debe haber sido un momento espectacular —comenté Camila.

—Si, pero después fui a hablar con Freddy y le ped{ disculpas
por lo que habia hecho. Le dije que me habia molestado que menos-
preciara mi opinion; al final, nos dimos la mano y todo quedé alli.

—Te tenias bien guardada esa historia —dijo Camila—, pero
¢como se te ocurrio esa falacia? O ya la tenfas pensada de antes?
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—Fue un chispazo, una cosa del momento —sefialé Daniel—;
debid ser algo parecido a cuando alguien en un accidente es capaz de
mover un vehiculo por salvar a alguien, pero que en estado normal
no lo puede hacer.

—Hay otra falacia —continué Camila— que tiene un esquema
distinto a los anteriores y que consiste en demostrar que un nimero
no cambia.

—No entiendo a qué te refieres —dijo Daniel.
—Empecemos suponiendo que x es igual a 3. Entonces
X=2+1

X-=1=2

—S8i sumamos 10, pero sélo al lado izquierdo...

—Espera... —la detuvo Daniel—, scomo es eso de sumar 10 a
un solo lado de la igualdad? Obviamente, estas cambiando la ecua-
cién por otra y la x ya no resultara 3.

—Con calma —dijo Camila—, espera que termine y allf lo co-
mentamos. Entonces, sumo 10 al lado izquierdo, obteniendo

X+9=2 /[(x-3)
(x+9)x-3)=2(x-13)
X*+6X—-27=2Xx—-6

x? +4x-21=0

(x+7)x-3)=0

x—3:—9—
X+7

x—3=0

x=3

—Eso ya no es matematica —dijo Daniel—, es brujerfa. Y en
venganza, te voy a demostrar que dos nimeros distintos son iguales.

—Ahora ti quieres ser el brujo —sefialé Camila, riendo.
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—Sean tres ndmeros a, b y ¢ tal que a = b + ¢; obviamente a >
b, es decir, a y b son dos nimeros distintos. Ahora voy a multiplicar

la igualdad por (a-b):
a=b+c
a(a—b)=(b+c)(a-Dh)
a’—ab=ab-b’+ac—-bc
a’—ab-ac=ab-b’*—-bc
a(a-b-c)=b(a-b-c) /:(a-b-c)

a=b
—En conclusiéon —dijo Daniel—, los nimeros que eran distin-

tos, ahora son iguales.
—Muy buena —reconocié Camila—, pero tengo otra mejor.

Comencemos con la desigualdad Z > é que, obviamente, es verda-

2 3
dera. Esto es lo mismo que decir (;) > (;j que equivale a

lo (1T>Io (1j3
— — | ,0sea
g2 g2
1 1
2log= > 3log—
g2 g2

1
Ahora dividimos ambos lados de la desigualdad por |Og§ y

obtenemos que 2>3.
—Brillante —reconocié Daniel—, no sé como no nos han dado

el premio Nobel de Matematica.
—Porque no existe —dijo riendo Camila.
—Pero no creas que se me ha acabado el repertorio —dijo Da-

niel—. Observa esta:
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a-a’=a-a’

a-(a—a)=(a+a)(a-a)

Ahora divido la expresion por (a—a)y obtengo

a=a+a

a=2a

Divido por a la expresion y resulta que 1 = 2. 'Y para rematar,

te voy a mostrar cual es el nimero mas grande del universo —dijo
Daniel sonriendo misteriosamente.

—Eso si que es imposible —sefial6 Camila—, los nimeros son
infinitos.

—Hasta hoy —le respondié Daniel, riendo—. Supongamos que
n es el nimero positivo mas grande que existe, por lo tanto, no exis-
te nimero mayor que n; a lo sumo igual, pero jamas mayor. Como n
es el numero mas grande que existe, obviamente es mayor que 1 o,
como maximo, igual a 1. Tenemos, entonces, que 1< N, también

2 . , .. .
N” < N ya que no existe un nimero mayor que n, ni siquiera su cua-
2

drado. Pasemos n al otro lado, dividiendo; entonces — <1 y
n

simplificando n, resulta N < 1. Por lo tanto, por la desigualdad ini-
cial y la recién obtenida, se concluye que 1< Nn <1, por lo tanto,
n=1. Acabo de demostrarte que 1 es el nimero mas grande del uni-
Verso.

—Esa si que es locura. Creo que ya tenemos bastantes falacias
para nuestros alumnos —dijo Camila—. Suficiente por hoy.

—Tienes razon, es hora de irse —dijo Daniel poniéndose de pie.

Y ambos se retiraron a sus respectivos hogares.
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PREPARANDO MALETAS

Después del primer recreo, Camila y Daniel fueron llamados a la
Direccion. La secretaria les comunicé que los necesitaban con urgencia.

—¢Qué habra pasado? —pregunt6 intrigado Daniel.

—No tengo idea —dijo Camila—, mejor vamos enseguida y sa-
limos de dudas.

Cuando llegaron a la oficina, estaba la Directora y, también, el
Jete de la U.T.P., ambos leyendo en silencio algunos papeles.

—Estimados colegas —comenz6 diciendo la sefiora Sonia
Montenegro—; el motivo de citarlos tan repentinamente es para co-
municarles una excelente noticia. L.a alumna Sofia Benavente, del
segundo afio medio, ha sido seleccionada para representar a nuestra
Region en la Olimpiada Nacional de Matematica, a realizarse en San-
tiago, la proxima semana.

Las caras de Camila y Daniel se encendieron y la felicidad los
inund6 a ambos. El habla no les salfa.

—Los felicito por el trabajo realizado —continué la sefiora So-
nia—, ya que ambos contribuyeron a que este logro se hiciera realidad.
En unos instantes mas, vamos a reunir a todo el colegio para darles la
buena noticia y darle la grata sorpresa a Soffa. Ademas, debemos co-
municar quién va a acompanatla en este viaje.

—Me parece que adecuado que Camila sea la profesora acom-
pafiante; ademds que es un justo premio por toda su dedicacion a
esta preparacion —sugirié Daniel.

—Estas de acuerdo, Camila? —pregunté la Directora.

—Me encantaria —reconocié Camila—, pero Sofifa es del curso
de Daniel y...

—Esto no se trata de cursos —interrumpié Daniel, y agrego
sonriendo—. Asf que tendras que comenzar a preparar tus maletas.
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—No se hable mas —dijo la sefiora Montenegro—, Camila via-
jara con Soffa. Deseo que les vaya muy bien y que dejen muy bien
puesto el nombre de nuestro colegio. Freddy les va a entregar algu-
nos documentos.

—Quiero sumarme a las felicitaciones. Ademas, quiero decir-
les, con toda honestidad, que ustedes son una clara muestra de lo
que se puede logar cuando se trabaja en equipo y en forma tan dedi-
cada —sefal6é Freddy—. Junto con los resultados de la clasificacién a
la Olimpiada, nos enviaron la prueba aplicada a los participantes, asi
que se las voy a entregar para que la analicen y revisen con los alum-
nos que participaron en ella.

—Bien, eso es todo —concluy6 la Directora, despidiéndose de
ambos.

Camila y Daniel se dirigieron a la sala de profesores, no pu-
diendo ocultar su alegria ni el motivo de ella, por lo que, en breves
instantes, ya estaban recibiendo las felicitaciones de todos sus colegas.

—En la tarde revisamos las preguntas de la olimpiada —dijo
Daniel.

—De acuerdo. Citemos a Soffa y resolvamos los problemas
con ella; asi sabremos cual fue el enfoque que les dio, aprovechando
de darle mas herramientas para lo que se viene —sefial6 Camila.

Aquella tarde, se reunieron los tres.

Antes de comenzar a trabajar, fue comentario obligado el
homenaje que les rindieron en el acto de la mafiana. La felicidad y el
orgullo con que fue recibida la noticia los llenaba de alegria, pero
también los comprometia a rendir al maximo en esta competencia.

—Hasta regalo, te tocé —dijo Camila a Soffa.

—Si, fue un lindo gesto que no me esperaba —respondié So-
fia—; ademas que una calculadora grafica me va a ser de gran
utilidad, éste y los proximos afios.

—Bien, comencemos nuestra tarea —dijo Camila—. Voy a leer
el primer enunciado y queremos que nos expliques el procedimiento
que utilizaste para resolverlo. Dice asi: “Hallar un nimero cuadrado
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perfecto de cinco cifras, sabiendo que el producto de esas cinco ci-
fras es 1.568”.

—Como se referfan a un numero de cinco cifras, escribi lo si-
>
guiente:

2 4 2
n® = x,.-10" + X, -10° + X, -10° + X, -10+ X,
y si a esta expresion se le extrajera rafz cuadrada, obtendria-
mos un numero de 3 cifras necesariamente.
—¢Eso lo sabfas o lo concluiste alli? —pregunt6 Daniel.

—Lo saqué ahi, multiplique 99 por 99 y me dio un nimero de 4
cifras y al multiplicar 100 por 100, comenzaban los de 5 cifras

—respondié Soffa—, asi que lo expresé como N = a-10* +b-10+c
que al elevarlo al cuadrado resulta

n® = (a-102+b-10+c)2

—Y allf igualaste los valores de N? scierto? —pregunté Camila.

—S8i, eso hice, desarrollando primero el cuadrado del trinomio
formado, que da

a’-10" +b? -10° + ¢? + 2ab-10° + 2ac- 107 + 2bc- 10

Y lo escribi como

a’-10" + 2ab-10° + (2ac+b?) - 107 + 2bc-10+ ¢

—O sea, factorizaste y lo ordenaste en forma descendente
—sefalé Daniel.

—Si, y al igualar los 1'12, obtuve que

x =a’, x, = 2ab, % =b’+2ac, x, =2bc

y que X5 = Cz—concluy() Soffa.

—Hasta alli, estd muy bien tu procedimiento —treconocié Camila.

—Luego —continu6é Soffa—, descompuse el 1.568 como

7% .2° por lo que N’ puede estar formado por las cifras 7, 7, 8, 4, 1
6por7,7,8,2,26por7,7,4,4, 2. Descarté la segunda opcion, ya
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que un cuadrado no puede terminar en 7, 8 6 2. También eliminé la
tercera opcion, ya que su suma es maltiplo de 3, pero no de 9, por lo
que no forma un cuadrado perfecto.

. 2 .
—Por lo tanto, las cifras de 0 tienen que ser 7, 7, 8, 4, 1
—concluyé Camila.

—Exacto, y como X es un cuadrado perfecto, o es 4 o es 1.

Ademas que X;debe ser par. Por lo tanto, los posibles valores para

N’ son 17.784, 71.784, 77.184, 77.841, 78.741, 87.741, 74.781,
77.481, 47.781 y de todos ellos el tnico que es cuadrado perfecto es
el 77.841, que es cuadrado de 279.

—Excelente, Soffa. Con razon clasificaste —comenté Daniel, y

dirigiéndose a Camila pregunté—: ¢Cual es el otro ejercicio?

_ n°=5n°+4n L
—“Demostrar que la expresion T a2 es divisible
n+

por 24, siendo n un nimero entero” —ley6 Camila.

—En este ejercicio, lo primero que intenté fue factorizar
ara ver si la expresion se reducia, asi que escribi
bl

n°—5n° +4n = n(n* —5n° + 4) y me alegré mucho cuando me di
cuenta que el paréntesis era el resultado de un producto de bino-
mios. Factotizando, me dio n(n2 —1)(n2 —4). Nuevamente
factoricé, obteniendo en definitiva N(N+1)(Nn—=1)(n+ 2)(n—2).
Esto me permitié simplificar el binomio n+2 —concluy6 Sofia.

—Entonces, lo que hay que probar ahora es que
n(n+1)(N-1(N—-2) es multiplo de 24 o, dicho de otro modo,
que es divisible por 3 y por 8 —sefial6 Daniel.

—Si, y como el producto N(N+1)(N—1)(N—2) es una multi-
plicacion de cuatro nimeros consecutivos. ..

—Qué inteligente eres, no me habfa percatado de eso!
—exclamé Camila.

—Significa —continu6 Sofia, sonriendo por lo dicho por Ca-
mila— que, al menos dos de ellos son pares, ademas que cada cuatro
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consecutivos hay uno que es multiplo de 4 y el otro par es multiplo
de 2, se concluye que la expresion es divisible por 8.

—Y como cada tres consecutivos, uno de ellos es maltiplo de
3, también es divisible por 3 —indic6 Camila.

—En conclusién, como es divisible por 8 y por 3, lo es tam-
bién por 24 —finaliz6 Daniel.

—Veamos el ultimo ejercicio —dijo Camila.

—Ese no lo terminé, pero traté de avanzarlo al maximo y co-
locar todas las relaciones posibles, tal como me lo sugirieron ustedes
—les cont6 Soffa.

—Dice asi: “Los puntos E y F dividen los lados BC y CD del
cuadrilatero convexo ABCD en dos partes iguales. Ademas, los
segmentos AE, AF, EF, dividen el cuadrilatero en 4 triangulos cuyas
areas coinciden con 4 ndmeros naturales consecutivos. Determine la
mayor area posible que puede tener el triangulo ABD” —terminé de
leer Camila.

—Lo primero que hice, obviamente, fue la figura para enten-
der lo que estaban pidiendo.

y o
B 2

A

Y designé las areas de los triangulos por n, n+1, n+2 y n+3;
entonces, el area del cuadrilatero es 4n+6 y hasta allf llegué. No se
me ocurrié nada mas para hacer —reconocié Soffa.

—La verdad es que lo que sigue no es tan evidente —sefial6
Daniel—. Fijate en el triangulo BDC; en él, E y F son puntos me-
dios, eso implica que el triangulo CEF es la cuarta parte de él, es
decir: Area(BDC) = 4 ‘Area(CEF), por lo tanto
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Area(ABD) = Area(ABCD) — Area(BDC) =

4n + 6 — Area(BCD) = 4n + 6 — 4 -Area(CEF)

—Esta expresion es menor o igual que 4n + 6 — 4n = 6, y esta
igualdad se cumple cuando el triangulo CEF tiene la menor area.

Eso implica que el triangulo ABD no puede tener un area superior a
0, asi que ése es su valor maximo —concluyé Camila.

—Una forma de verificarlo es hacer el trapezoide isésceles, o
sea AB=DC y considerar las medidas AD=6 y BC=4, con altura 2
—indicé Daniel.

—Cierto —dijo Soffa—, porque el area de ABD corresponde al
area de un triangulo de base 6 y area 2.

—Bien, yo me retiro —anuncié Daniel—, tengo algunas cosas
que hacer. Las dejo para que se pongan de acuerdo en los detalles de
su viaje.

—Chao, profe y gracias —dijo Soffa.

—Chao Daniel y gracias también —agregé Camila.
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MUNDO FRACTAL

—Sefior. ¢Qué se ha descubierto, en el dltimo tiempo, en ma-
tematica? —pregunté Raquel en mitad de la clase de Funciones
Lineales de 2° medio.

—Un descubrimiento novedoso e importante es el de los frac-
tales —respondié Daniel—, ya que se encuentran facilmente en la
naturaleza.

—Y podria explicarnos de qué se tratan? —insistié Raquel.

—La verdad es que no tengo un dominio completo del tema,
pero conozco a un profesor de la universidad que domina este tema
y, si gustan, puedo hablar con él para que venga a darnos una charla
sobre los fractales. ;Qué les parece?

—Muy bien —respondieron varios.

Una vez finalizada la clase, Daniel fue a llamar por teléfono a su
colega y amigo Eric Montafia para comentatle sobre la inquietud de
sus alumnos y solicitarle su ayuda. Como existfan algunos inconve-
nientes de horarios, Eric invité a Daniel y a los dos segundos medios
para asistir a la universidad y darles allf la exposicion la semana si-
guiente. Le pidi6é que los alumnos llevaran lapiz grafito, goma, regla y
compas.

—Qué bueno que conseguiste esta charla —comenté Camila,
mientras caminaban, junto a los segundos medios, rumbo a la univer-
sidad—. Hace tiempo que quiero saber mas sobre los fractales; he
escuchado mucho sobre ellos, pero no he tenido mucho tiempo para
investigar de qué se tratan.

—Pues yo estoy en las mismas; por eso, acepté de inmediato el
ofrecimiento. Ademas, esto permitira tener a nuestros alumnos ac-
tualizados en matematica.

—307 -



Eric los estaba esperando. Acomodo6 a ambos cursos en una
amplia sala, muy agradable, y con algunos elementos tecnolégicos
fundamentales para la charla que iba a dar.

—Los fractales —comenz6 diciendo— los podemos encontrar
facilmente en la naturaleza. Se observan en el brécoli, 1a coliflor, los
helechos, las montafias, en las franjas costeras, las nubes, los arboles,
los copos de nieve, y en un sinnimero de otros objetos. Pero lo me-
jor, para que sea entendible esta charla, es comenzar desde los inicios.

“La geometria fractal fue descubierta por el matematico polaco
Benoit Mandelbrot, alrededor del afio 1970. Ustedes saben que la
geometria tradicional, la que estudian en el colegio, se encarga de las
propiedades y de las mediciones de elementos tales como puntos,
lineas, planos, volimenes y de la combinacién de estos elementos.
Mandelbrot querfa llegar mas alla de eso; a él le fascinaba la compleji-
dad que vefa en la naturaleza, pero no podia describirla por medio de
la geometria euclidiana; por ejemplo, las nubes no eran esféricas, las
montafias no eran conos, las lineas costeras no eran curvas perfectas,
etcétera”

—Se entiende la vision e inquietud de Mandelbrot? —pregunté
Eric.

Un si unanime se escucho en el salon.

“Bien —continué Eric—, entonces Mandelbrot desarrollo el
concepto de fractal, derivandolo del latin fractus, que significa fractu-
rado, roto, fraccionado o quebrado. Por consiguiente, podemos decir
que Mandelbrot es el ‘padre’ de la geometria fractal. Muchos matema-
ticos se unieron posteriormente al estudio de los fractales, entre ellos,
el francés Henri Poincare, Gastén Julia, Pierre Fatuo, también los
matematicos Hubbard, Sullivan y Douady, pero con un trabajo que
apuntaba mds a la parte matematica que a sus aplicaciones. Actual-
mente, con la ayuda de la tecnologfa, en especial de la informatica, su
estudio ha avanzado una enormidad y ya veremos mas adelante la
multiplicidad de aplicaciones en nuestro diario vivir que tiene el tema
que hoy nos reune.

Las caracteristicas basicas de un patrén fractal son dos; en primer
lugar, la autosimilitud, que consiste en que un mismo patron se encuen-
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tra una y otra vez; y en segundo lugar, la dimension fractal, que se refie-
re a una manera de medir qué tan rugosa es una curva. Normalmente
trabajamos con la dimensién topoldgica, o sea considerando que los
puntos tienen dimension 0, las lineas 1, las superficies 2 y los volumenes
3. Sin embargo, una curva que recorre una superficie, puede ser tan
rugosa que casi puede llenarla. Superficies, como el follaje de un arbol o
el interior de un pulmoén, pueden efectivamente ser tridimensionales.
Podemos entonces, pensar en la rugosidad como un incremento en la
dimensién: una curva rugosa tiene una dimension entre 1y 2, y una
superficie rugosa la tiene entre 2y 37.

—Seflor —levant6 la mano Pamela y consulto—: usted habla
de una dimensién entre 1 y 2, también entre 2 y 3, pero ¢se puede
determinar en forma precisa su valor?

—FI calculo de la dimensién de un fractal se realiza utilizando
limites, logaritmos, etc. que ustedes todavia no han visto, pero que ya
conoceran en cuarto medio. Para el calculo de dimension de fractales
de mayor complejidad, se usan computadoras, pero para fractales mas
simples se pueden usar férmulas matematicas. Ahora vamos a trabajar
en algunas actividades practicas que ayuden a captar de mejor forma
lo explicado anteriormente.

Pidi6 a Camila y Daniel que le ayudaran a repartir entre los
alumnos algunas hojas para realizar las primeras actividades.

—Vamos a construir la llamada Curva de Koch o Curva de
Copo de Nieve. En primer lugar, construyan un triangulo equilatero

de 9 cm de lado.
Espero que todos terminaran y luego dio la siguiente instruccion.

—Dividan, ahora, cada lado del triangulo en 3 partes iguales y,
en el segmento central, dibujen otro triangulo equilatero, borrando
posteriormente ese segmento central.

Nuevamente hizo una pausa para que todos realizaran lo indi-
cado y se acerc6 a Daniel, quien también estaba haciendo el dibujo.

—Bien hecho; sino, te repruebo —le dijo en voz baja.

—No profe, no sea malo —respondié Daniel, riendo.
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—Ya jovenes, sigamos con nuestra construccion —exclamo
Eric—. Nuevamente, dividan cada lado de los tridngulos formados en
partes iguales y, en el segmento central de cada uno de ellos, dibujen
otro triangulo equilatero, sin olvidar borrar posteriormente el segmento
central.

Una vez que todos finalizaron sus dibujos, mostré una diapo-
sitiva con las figuras que cada alumno debi6 haber realizado.

—En esta imagen, podran ver la secuencia de pasos que fuimos
realizando, y como varfa la figura cuando se modifica segun el patron.

NS
e

—Ahora, calculen los perimetros de las figuras a, b y c, es de-
cir, de los primeros tres pasos que realizamos, y traten de extraer una
conclusioén.

—Los perimetros miden 27 cm, 36 cm y 48 cm respectiva-
mente, o sea, van aumentando —sefialé6 Mario.

—Yo veo algo muy curioso en esto —dijo Soffa—. A medida
que el copo se va formando, el perimetro crece, pero su area no so-
brepasa la del circulo circunscrito.

—Excelente conclusién —sefialé Eric—, es una caracteristica
muy importante la que has logrado determinar. Aunque todavia no
han pasado logaritmos —continué diciendo—, quiero dejarles anota-
do el procedimiento para determinar la dimension fractal de la curva
de Koch, con el objetivo de dar mayor claridad a la pregunta que me

hizo hace unos instantes su companera Pamela. La férmula es asi:
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—Ahora, construitemos un nuevo fractal —anuncié Eric—
llamado triangulo de Sierpinski. Dibujen un triangulo equilatero cu-

yo lado mida 8 cm vy, luego, tracen sus medianas.

—Seflor, siempre confundo la mediana con la transversal de
gravedad —dijo Romina con voz y gestos de culpa.

—ILa mediana —explicé Eric— es el segmento que une los pun-
tos medios de dos lados de un triangulo, que es lo que les estoy
solicitando que tracen. La transversal de gravedad es el segmento que
une un vértice del tridngulo con el punto medio del lado opuesto a ese
vértice.

—Gracias, sefior —dijo Romina.

—Una vez hecha su figura, sombreen los triangulos que apun-
ten hacia arriba.

Eric recorri6 la sala observando si segufan correctamente la
instruccién dada.

—Hagan lo mismo que en el paso anterior con los tridngulos
interiores, menos con el que quedd sin sombrear. Posteriormente,
sombreen, siguiendo la misma instruccion dada anteriormente.

Una vez finalizados los dibujos, Eric mostré una nueva diapo-
sitiva.

—¢Cuanto miden los lados de los tridngulos mas pequefios?
—pregunto Eric.

—2 centimetros —respondieron varios a la vez.
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—Ustedes ven que el area sombreada o achurada de cada
triangulo en el triangulo central es — del area total y que, al hacer la
nueva divisiéon, como se ve en el tercer triangulo, cada triangulo
sombreado es — del triangulo original. Si hacemos una nueva sub-

divisién, ¢a qué parte del triangulo original correspondera un
triangulo sombreado?

Quedaron por unos instantes pensativos y en silencio, hasta
que Diana encontr6 la respuesta.

l 2
—Primero fue —, luego — o, lo que es lo mismo, | — | por
4 16 4

3
1 1
lo que concluyo que ahora debe ser [4) o sea o del triangulo

original.

—Y si calcularamos el area total sombreada —agregd Este-

3 9 3\
ban— setfa primero — del tridngulo y luego — o sea | — | , por lo
p 4 gulo y lueg 16 ( 4) p

3
que el area total sombreada en el paso siguiente sera (4) , es decir,

27

—— del area del triangulo original.

—iExcelentel —respondié Eric, dirigiéndose a Camila y Da-
niel— Veo que tienen muy buenos alumnos y alumnas.

Ambos se miraron orgullosos.

—Ahora nos vamos a trasladar al laboratotio —indicé Eric—,
donde haremos la parte final de la clase.

En el laboratorio, las mesas tenfan en cada puesto 2 trozos de
vidrio de 10 cm de lado, algunos clips y, al centro de la mesa, un
pequefio tarro de pintura.
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—Ahora, cada uno de ustedes va a construir un fractal — in-
formé Eric—. Estiren el clip que tienen en su mesa y revuelvan la
pintura contenida en el tarro.

—Coloquen ahora —continué Eric— una gota de pintura so-
bre uno de los vidrios. Posteriormente, coloquen encima el otro
vidrio, oprimiéndolos para que la pintura se desparrame.

—Ahora despeguen las laminas con mucho cuidado, sin desli-
zar los vidrios, y esperen un momento hasta que se sequen. El
patron fractal, creado con la gota de pintura, es el resultado de un
proceso aleatorio.

Todos observaban felices sus fractales creados y los comparaban.

—Voy a explicarles lo que han hecho —dijo Eric—. Cuando se-
paran los vidrios, el aire, que es menos viscoso, se introduce en la
pintura, creando barreras inestables. Entonces, crecen pequefias in-
dentaciones y se forman dedos de aire, que separan la pintura. Este
proceso se llama indentacion viscosa y es el que mejor describe los
fractales en la naturaleza.

—Para finalizar nuestro encuentro —sefial6 Eric—, quiero darles
algunos ejemplos de modelos fractales como el de Lorenz de turbulen-
clas atmosféricas y corrientes marinas; el de Henon sobre oscilaciones
sufridas por cuerpos celestes que hacen que su trayectoria no sea com-
pletamente eliptica; el de Curvas de Koch aleatoria de fronteras de un
pais, trazado de una costa, trazado de un rio, de fractales tipo arbol sis-
tema arteriales y venosos... Hay multiples elementos de la naturaleza
—agregd— que pueden estudiarse mediante un modelo fractal, como el
cuerpo humano con sus redes nerviosas y de vasos sanguineos, sistemas
de tubos pulmonates y bronquios, y redes neuronales. También, hay
evidencia de que la localizacién geografica de epicentros en temblores
exhibe un patrén fractal. Por ultimo, quiero contarles que los fractales
mostraron su utilidad por primera vez cuando se gener6 con ellos un
modelo simple para la apariciéon de ruido en ciertas lineas de transmi-
sién en sistemas de comunicacion digital; esto es, la presencia de breves
interrupciones eléctricas que confunden y dificultan la comunicacion.
Eso es todo y les agradezco la visita, el excelente comportamiento y el
gran interés en adquirir conocimientos, a pattir de su propio entorno.
Muchas gracias.
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Un gran aplauso coroné la excelente exposicion hecha por
Eric. Los alumnos se despidieron dando la mano al profesor y las
alumnas con un carifioso beso en la mejilla, como muestras de apre-
cio por el trabajo realizado.

—Me has dejado sorprendido con los fractales —dijo Daniel a
Eric, mientras se despedian—; no sabia la enorme aplicacién que
tenfan. Te agradezco mucho la exposicion.

—Cuando gustes Daniel, mientras tenga tiempo, puedo co-
operar sin problema. Y para que te vayas mas pensativo todavia
—dijo riendo Eric—, gracias a la geometria fractal, se puede diagnos-
ticar el desarrollo de la osteoporosis en los huesos.

—En serio? —exclamé incrédulo Daniel—. ¢Y cémo?

—Investiga, querido amigo, investiga —y se alej6 riendo.
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TIMOS MATEMATICOS

—Camila, escuchaste anoche la noticia sobre la enorme estafa
que ocurri6 en Estados Unidos, basada en la matematica? —consultd
Daniel.

—No, sélo vi las primeras informaciones, después me acosté
pues estaba muy cansada —respondié Camila.

—Te explico de qué se trata —dijo Daniel sentandose a su lado,
mientras algunos de sus colegas se acercaban para escuchar el relato.

—Si t fueses una empresaria —comenz6 Daniel— a la que le
gustarfa invertir en acciones de modo tal que obtuvieses ganancias
enormes y rapidas, de seguro te interesarfa contratar, con ese fin, a al-
guien que siempre acierte con la subida o bajada de un valor de la Bolsa,
o sea hablamos de alguien que predice lo que ocurrira cada dfa.

—Pero eso es imposible —interrumpié Camila.

—Eso es cierto, pero escucha la habilidad de algunos estafado-
res para hacer creer lo contrario. Algunas empresas recibieron durante
7 dias un informe prediciendo un determinado valor de la Bolsa. Ob-
viamente cada inversionista creyo estar ante un genio de la matematica
y accedio a pagatle 100.000 ddlares por su prediccion del dia siguiente.
De mas esta decir que esa carta con la prediccion nunca llegd y que el
estafador debe estarse dando la gran vida con el dinero ganado, que
fue la nada despreciable suma de ;50 millones de délares!

—¢Y co6mo hizo para acertar a todos los valores? —pregunt6 Ra-
fael, que mientras preparaba su clase de Historia, escuchaba el relato.

—Haciendo uso de la matematica, un computador y muchas
cartas —respondi6 Daniel—. Este individuo y seguramente algunos
cémplices enviaron 32.000 cartas a potenciales clientes, diciéndoles a
la mitad de ellos que las acciones de una determinada empresa subiran
y a la otra mitad que bajaran. O sea, hay seguridad de acertar en la
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prediccion de 16.000 cartas; a éstos se les envia una nueva carta con el
mismo sistema, diciéndoles a la mitad, que las acciones de la misma
empresa anterior subiran y a la otra mitad, que bajaran. El acierto sera
de 8.000 cartas. Siguiendo con esta estrategia, envia la séptima carta,
cuando ya quedan sélo 500 inversionistas, quienes han recibido 6 car-
tas con la prediccion correcta, pidiéndoles la suma de 100.000 dolares
que les comentaba antes.

—Y con eso se gand los 50 millones de ddlares —finaliz6 el re-
lato Camila.

—Exactamente, as{ que me he puesto a escribir cartas como
loco...—djijo Daniel riéndose.

Marta, que se habfa sumado a la conversacion, recorddé un
hecho de caracteristicas similares ocurrido hace unos afios en el pafs.

—Me acuerdo que uno recibia una carta en la que se pedia se-
guir algunas instrucciones; si se segufan correctamente, en menos de
tres meses se recibirfa una importante suma de dinero.

—Te acuerdas de las instrucciones de la carta? —pregunt6
Camila.

—Mas o menos —dijo Marta—; a uno le llegaba un listado de 5
personas con sus respectivas cuentas bancarias y habia que depositarle $
2.000 al primero de la lista, borratlo y agregarse uno al final de ella, o
sea en la quinta posicién y enviar la carta a tres personas, comprome-
tiéndolas a que hiciesen lo mismo.

—Es como esas cadenas de oraciones que a veces le llegan a
uno por correo —mencioné Daniel.

—Yo hice lo indicado —continué Marta— para ver qué resulta-
ba y a la semana siguiente ya empecé a recibir las primeras ganancias.
Sin embargo, esto se habfa extendido tanto en el pafs que los bancos
tomaron algunas decisiones para terminar con este juego. Asi que
prohibieron los depésitos de $2.000 y mas aun, cuando se dieron
cuenta que, entre los listados que estaban corriendo, habia empleados
de los mismos bancos.

—Actualmente, es bastante comun conocer de estafas relacio-
nada con Internet. Hace unos dfas se dieron a conocer los principales
timos que ocurren, para que la gente no siga cayendo con ellos
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—coment6 Rafael — Por ejemplo, en algunos sitios para mayores, le
piden al visitante que ingrese el nimero de su tarjeta de crédito para
que compruebe que es mayor de edad; obviamente, eso les sirve a los
estafadores para hacer cargos a la tarjeta de crédito ingresada. Otra
que recuerdo, es la de algunos sitios que ofrecen acceso gratis a mate-
rial pornografico tan sélo con instalar un programa “viewer” o
“dialer” en su PC. Lo que ellos no saben, es que estos programas rea-
lizan llamadas de larga distancia desde ese computador para
conectarse a una red privada. Luego, el usuario recibe una factura
telefénica con precios exorbitantes de llamadas que él jamas ha hecho.

—Veo que el tema les ha gustado —dijo Daniel.
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DEMOSTRACION VISUAL

—Camila, necesito tu ayuda —dijo Daniel, ingresando a toda
prisa a la sala de profesores. ¢Te acuerdas de Antonio Freire?

—Si, por supuesto. Le hice clases en 1° medio —respondio
Camila.

—Ayer recibi un e-zail en el que me cuenta que esta estudian-
do Ingenierfa Matematica, que hasta el momento le esta yendo bien
y que esta seguro de aprobar todos los ramos del afio.

—Es una muy buena noticia —sefalé Camila.

—En su carta me pide un favor para su ultimo examen. Quiere
que le ayude con un tipo de demostracién que lo ha complicado bas-
tante —le contd, mientras buscaba en su maletin— Dice que le
explicaron como hacer algunas en clases, pero muy sencillas, compa-
radas con las que tiene que resolver ahora.

—A ver, muéstrame cuales son —dijo Camila, girando las hojas
que Daniel habia extraido de su maletin—. Ah, s me acuerdo, en
realidad no son nada de faciles cuando uno esta dando sus primeros
pasos matematicos a nivel universitario.

—lLa primera ya lo hice; consiste en demostrar que
3, 3w a2 2 . 4
a’+b’>ab+ab”, pero quiero que me ayudes a revisar el proce-
dimiento que segui. ¢Te parece? —pregunt6 Daniel.
—Si, dale no mas —le animé Camila.

—Lo fundamental —comenzé explicando Daniel— es iniciar la
demostracién con una relacién que sea siempre verdadera, la mayoria
de las veces, un cuadrado de binomio. Por lo tanto, comencé con:

(a-b)? >0

,con a y b positivos distintos, que equivale a

a’—2ab+b?> 0; esto se puede escribir como
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a’—ab—ab+b’>0
—Despejando  -continué  Daniel—,  obtenemos  que

a’ —ab+b* > ab; en este paso multipliqué la inecuaciéon por a+b
y obtuve:

(a2 —ab+b?)a+b) > ab(a+h)
—Hasta allf va todo super bien —sefialé Camila

—Entonces, me di cuenta que el primer miembro corresponde
a una suma de cubos factorizada; por lo tanto, es equivalente a

a’+b’ > a’b+ab?, conlo que la demostracion queda hecha.

—Esta perfecto, no veo el porqué de tu desesperacion al in-
gresar a la sala —dijo Camila algo desconcertada.

—Es que hay otra demostracién que me tiene complicado. Me
pidié que se la enviara lo antes posible y no quiero fallarle —agrego

a+b
Daniel— Hay que demostrar ~/ab < T en forma algebraica y

construir su visualizacién en forma geométrica.
—¢Visualizaciéon en forma geométrica? —repitié Camila algo
sorprendida.
—Claro, y no es lo unico. También, hay que visualizar que se
2 2 .
cumpla que (a+b)” —(a—b)’ = 4ab; por eso recurro a ti, para que
entre los dos realicemos la demostracion —dijo Daniel.
—Qué interesante! A trabajar, entonces —sugiri6 Camila con
decision.
—Empecemos, como en el primer ejercicio, considerando dos
, . 2 .
nameros a y b distintos y que (a— b) >0 lo que equivale a
2 2 p . . -
a°—2ab+b” >0. Desde aqui, no supe cOMO seguir —reconocio
Daniel.

—Transformemos el cuadrado de la diferencia en el cuadrado
de una suma —sugirié Camila.

—:Coémo es eso? —preguntd Daniel—. No te capto la idea.

—As{ —dijo Camila, y escribi6:
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a’—2ab+b* +4ab > 4ab
—Y esto equivale a a’ +2ab+ b’ > 4ab

—Ya entend{ —dijo Daniel, ahora mas tranquilo— y esa expre-
sién corresponde a:

(a+b)* > 4ab

—Y como podemos extraer raiz sin problemas —comento
Camila— resulta:

a+b
a+b>2/ab lo que nos llevaa ~/ab < —— >

—iGeniall —exclamé Daniel—. Ya lo hemos demostrado en
forma algebraica.

—:Hemos...? —ironizé Camila, sonriendo —. “Hemos” suena
a manada.
—Esta bien, esta bien, lo acepto —dijo Daniel resighado—, “lo
HAS demostrado” en forma algebraica; pero ahora, debemos de-
> b
mostrarlo en forma geométrica.

a+b

—Lo primero es relacionar ~/ab y con alguna entidad
geométrica —sugirié Camila en tono pensante. —Por ejemplo, ~/ab
queda determinada, al aplicar el Teorema de Euclides referente a la
altura, donde las proyecciones sobre los catetos son a y b, pero hasta
allf llego.

—Bueno, partamos con eso —dijo Daniel—. Voy a hacer el di-
bujo.
—Agrégale la semicircunferencia, por si nos ayuda en algo

—seflal6 Camila, mientras Daniel intentaba hacer la figura lo mas
exacta que podia.

—Listo. ¢Cémo qued6? —pregunté Daniel, orgulloso de su
dibujo.
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— 1 4
—Bastante bien para tu edad —respondié Camila, molestando-
lo en tono de broma.

—Graciosita —sefialé Daniel sonriendo.

—Sigamos —dijo Camila—. Ya tenemos la medida de ~/ab y

la podemos visualizar perfectamente.

—Correcto. Y si te fijas, el diametro mide a + b y estamos

+b

buscando , 0 sea, la medida del radio —concluyé Daniel.

—Excelente, ahora sélo falta determinar la forma de visuali-
zarla —dijo Camila con actitud pensativa.

—iFacill —exclam¢é Daniel, con voz triunfante. Y tomando el
lapiz, traz6 una nueva linea: el radio.
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—Muy bien —reconocié Camila—, y con eso ya queda lista la

a+b
visualizacién de que ~/ab < 5

—Nos falta visualizar que (a+ b)2 - (a— b)2 = 4ab

—manifestd Daniel.

—Como tenemos que trabajar con medidas a y b, lo logico es
ocupar un rectangulo de esas medidas —reflexion6 Camila.

—Eso hice —sefial6 Daniel—, pero después me complicé tener
que llegar a un a+b y a un a—b al mismo tiempo. Probé con dos
rectangulos y nada.

—Sigamos probando; creo que la clave estd en combinar va-
rios rectangulos, no sélo dos, de esta manera

b a

. con esta combinacion de rectangulo, logramos un cuadra-
do mayor de lado a+b y un cuadrado mas pequefio, de lado a—b,
—finaliz6 Camila.

—Y si al area del cuadrado mayor, le restamos el menor, el que
sombreaste, nos quedan los cuatro rectingulos de area ab, o sea 4ab.
Asi  —concluyé  Daniel—,  probamos  visualmente  que

(a+b) —(a—b)* = 4ab

—Somos unos genios —dijo Camila alzando su mano hacien-
do un golpe de palmas triunfal con la mano de Daniel—. Y dile a
Antonio que no se acostumbre...
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PARA QUE NO QUEDEN DUDAS

Aquella hermosa mafiana, se respiraba ya en el ambiente la fina-
lizacién de otro afio escolar. Como siempre ocurre en los colegios,
todo se volvia mas acelerado y las actividades se multiplicaban por
diez. Se habia comenzado con las evaluaciones finales y era infaltable
que alguien corriera tras una calculadora para saber su promedio final
de la asignatura o del afo, especialmente los alumnos de cuarto me-
dio. Muchos ensayos para las respectivas licenciaturas y muestras
artistico—musicales. La sala de computacion parecia imprenta de tan-
tos dipticos y tripticos que se estaban imprimiendo para informar
sobre las diversas ceremonias finales.

En este contexto, Daniel se dirigfa a la sala del tercer afio medio
a una de sus ultimas clases. Su paso raudo no reflejaba el periodo es-
colar que se vivia; tal vez el unico indicio era el peso de su maletin,
por la cantidad de gufas acumuladas durante el segundo semestre.

—Buenos dfas. ¢Cémo estan? —preguntd Daniel, aunque ima-
ginaba la respuesta.

—Buenos dfas —respondieron todos—. Cansados, agotados,
muertos. ..

—Ya falta poco —los animé Daniel, sonriendo por las res-
puestas recibidas.

—En todo caso, igual vinimos preparados para la clase de hoy
seflor —afirmo Doris.

—Excelente, no esperaba menos de ustedes —dijo Daniel—. Co-
mencemos de inmediato para que nos rinda el tiempo. Les recuerdo
que la semana pasada se comprometieron a buscar en Internet, en algiin
diario regional o nacional, o escuchar en la radio o television, cualquier
noticia que tuviese relacién con la aplicacion de la matematica en la
actualidad. Comencemos entonces, ¢quién va a iniciar esta muestra?
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—Yo sefior —dijo Camilo.
—Adelante, la clase es toda tuya Camilo —invité Daniel.

—Encontré, que con un modelo matematico basado en ecua-
ciones diferenciales, un grupo de investigadores de la Universidad
Nacional Auténoma de México, logré describir el desarrollo y evolu-
ciéon de tumores cancerosos y su posterior proliferacion conocida
como metastasis. Este modelo teérico de gran precision disminuye los
experimentos en laboratorio, calcula el tiempo en que el tumor se
expresa en el organismo y contribuye a conocer un proceso biomédi-
co desde una optica matematica, lo que acerca a ambas areas del
conocimiento, ademas de obtener y comparar resultados.

—Excelente muestra de aplicacién de la matematica —reconocio
Daniel—. ¢Quién mas?

Mbnica se puso de pie y se dirigié hacia la pizarra.

—Yo pensaba que iba a ser mas dificil —comenz6 diciendo
Moénica—, pero me equivoqué ya que rapidamente encontré una noti-
cia como la que el profesor nos solicité. Un grupo de cientificos
afirma haber encontrado un modelo matematico, basado en la Teotia
del Caos, que puede calcular la probabilidad de un ataque de asma.
Este descubrimiento serfa de gran ayuda para quienes sufren de asma
ya que, basados en este estudio, podrian controlar los sintomas mas
efectivamente. Ademas, se podrian mejorar las pruebas de nuevos
medicamentos. Profundizando un poco mas —prosiguié6 Moénica—, les
puedo contar que este estudio se realizo con la participacion de 80
pacientes, durante 18 meses. Los cientificos lograron predecir la pro-
babilidad de que un ataque de asma ocurra dentro del plazo de un
mes, basandose en mediciones que calculan con qué velocidad una
persona puede exhalar aire de sus pulmones. Estas mediciones indican
cuan bien o mal funcionan los pulmones del paciente. Hasta ahora, se
necesitaban largos periodos de observacion para determinar, tras ciet-
to nimero de ataques, si una medicina funcionaba. Pero gracias a este
estudio, ya no serfa necesario esperar que la persona sufra un ataque
para saberlo.
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—Muy bien Monica. Ese es precisamente el tipo de noticia
que debfan buscar, aunque me gustaria que, cuando presenten la
informacién, nombraran la fuente de donde la obtuvieron.

—Yo la encontré en un diario mexicano llamado “La Cronica
de Hoy” —sefial6 Ménica.

—Perfecto. ¢Quién pasa ahora? —pregunté Daniel.

—Yo sefior, —respondié Ramon.

—Pasa y no te olvides de nombrar la fuente de la noticia
—insisti6 Daniel.

—Voy a comenzar con una pregunta. ¢Es posible estudiar un
ataque al corazén usando las matematicas?

Ramén hizo una breve pausa y siguio.

—Pues si lo es. Asf lo comprobo el profesor Victor Pérez Gar-
cfa, del Departamento de Matematicas de la Universidad de Castilla-
La Mancha, en Espafia. El publicé un modelo matematico que estudia
la propagacion de los estimulos eléctricos del corazén, responsables
de la contraccién del mismo. Segun el profesor Garcia, en los paises
desarrollados, 4 de cada 10 personas mueren por causas cardiacas. Un
40% de estas muertes se deben a fallos eléctricos. Las grandes impli-
caciones sociales, econémicas y sanitarias de estas cifras, hacen que
estudios para determinar modelos de funcionamiento, sean cada vez
mas demandados por empresas de salud para disefar tratamientos
especificos para enfermedades cardiacas como la arritmia. Esta infor-
maciéon —finaliz6 Ramoén— la obtuve de la revista Campus, de la
Universidad de Granada, Espana.

—Excelente, Ramoén. ¢A quién le corresponde continuar?
—A mi —dijo Milena, poniéndose de pie.
—Pasa adelante.

—La informaciéon que encontré, le va a interesar mucho a al-
gunos compaferos y compafieras del curso —dijo Milena. Se trata
simplemente de como dejar de fumar aplicando la matematica.

—Cémo tanto! —exclamé Pedro.

—Precisamente por esto les solicité este trabajo; para que se
lleven un par de sorpresas —dijo Daniel.
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—Este estudio —comenz6 Milena a explicar— se expuso en una
conferencia impartida por la investigadora Cristina Santamatfa, del
Instituto de Matematica Multidisciplinar de la Universidad Politécnica
de Valencia. El estudio realizado, descifra los factores que influyen en
la recaida en el habito del tabaco. Se estudiaron una serie de variables,
como el numero de cigarros que uno fuma al dia, el sexo del fumador,
las caracteristicas fisicas y médicas del mismo, como la presion arterial
cuando empez6 a fumar, si se levanta en la mitad de la noche y el
tiempo que transcurre por la mafana hasta que uno se fuma el primer
cigarro.

—Estos factores —continué Milena, ante la atenta mirada de sus
compafieros— son relacionados a través de diversos modelos matema-
ticos y sus resultados determinan las variables mas influyentes, asi
como la probabilidad de riesgo de recaida o la dificultad para abando-
nar este vicio, segun el perfil del fumador. Esta informacién se utiliza
para sacar el maximo rendimiento a la lucha contra el tabaquismo y asi
determinar la terapia mas Optima para cada tipo de paciente, segun su
grado de adiccidn, y actuar preferentemente sobre los pacientes que
tengan mas posibilidades de recaida. A este trabajo de investigacion
del tabaquismo, se le pretende incorporar mejoras, considerando va-
riables como la actividad laboral o la practica deportiva del paciente.
Encontré esta noticia —concluy6é Milena—, publicada en varios diarios
internacionales, como E/ Mundo, E/ Pais y 1.a Razon.

—Espectacular, shay mas trabajos de aplicacién de la matema-
tica? —consulté Daniel.

—Yo encontré una informacion, que seflala que gracias a la ma-
tematica, las peliculas cobran vida —informé Javier—, ya que muchas
técnicas de animacion que se usan en su produccion, se basan en as-
pectos numéricos y geométricos. Los personajes, el paisaje de fondo y
el movimiento, estan basados en programas informaticos que combi-
nan puntos de imagen digital, o sea pixels, con el fin de obtener
formas geométricas, que luego son archivadas y manipuladas, median-
te calculos matematicos efectuados por las tarjetas graficas del
computador. El programa informatico codifica caracteristicas, como
la posicion, el movimiento, el color y la textura. El programa usa vec-
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tores, matrices y aproximaciones poligonales a las superficies curvas,
que determinan el grado de oscuridad de cada pixel.

—Debe ser bonito ese trabajo, especialmente cuando se hacen
peliculas de monitos animados, como “La Era del Hielo”, por ejem-
plo —opiné Milena.

—O como “Buscando a Nemo” o “El Espanta Tiburones”
—agregb Rosa

—Asi es —aprobo Javier y continu6—. Cada fotograma de una
pelicula generada por un computador se compone de mas de dos mi-
llones de pixels y puede llegar a tener alrededor de cuarenta millones
de poligonos. La cantidad necesaria tan enorme de calculos, convierte
a los computadores en herramientas imprescindibles, pero sin la ayuda
de las matematicas, el computador no sabria que calculos hacer.

—Gracias Javier. A todo lo anterior —intervino Daniel— quie-
ro agregar que hay muchos hechos de la vida real que estan siendo
analizados matematicamente, con el fin de evitar grandes catastrofes,
como los tsunamis, especialmente por los tragicos hechos que todos
ustedes conocen. Las grandes edificaciones y puentes son otra mues-
tra clara de las mdltiples y maravillosas aplicaciones que tiene la
matematica en nuestro entorno. Otro estudio es el complicado fe-
némeno de la turbulencia, parte esencial de la acrodinamica; gracias
a la matematica y a los modernos computadores, los tuneles de vien-
to se usan cada vez menos en el disefio aeronautico.

—En consecuencia —acoté Moénica—, podriamos decir que en
vez de respirar aire, lo que hacemos es respirar matematica.

—Si nos trasladamos es matematica, si giramos, también. Si
miramos nuestro entorno, todo es geometria —dijo Ramoén.

—Como las sefales de trafico, una hoja de papel, una goma,
una baldosa, las casas... —enumer6 Javier.

—Hasta los cables del alumbrado publico, cuya curvatura se
calcula utilizando el famoso numero e —agreg6 Pedro.

—Y las piramides egipcias y mayas; las canchas para hacer de-
portes; los balones; los juegos con dados, cartas, dominés; los viajes
interplanetarios o los calculos de precision, por ejemplo, del proyec-
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to Impacto Profundo; los envases, las cajas; las fotos que se agran-
dan y achican; los terremotos; el estudio de los fésiles. ..

Todos seguian agregando mas y mas aplicaciones sociales, cul-
turales y cientificas de la matematica.

—Y mas todavia —prosiguié muy entusiasmado Daniel—; el
estudio permanente de la matematica de la criptografia, con el fin de
que los usuarios de Internet puedan comprar, pagar o realizar nego-
cios de una forma segura. El gran descubrimiento de una rama de las
matematicas, llamada Teorfa de Nudos, que juega un papel funda-
mental en la comprension del funcionamiento del ADN y de la
forma en que se reproduce; etc., etc., etcétera.

Daniel hizo una pausa, mirando con mucho orgullo a sus
alumnos.

—Bien, estimadas alumnas y alumnos; hemos terminado un
afio muy productivo. Quiero felicitarlos por la importante participa-
cién que han tenido en la clase y por su gran interés y preocupacion.
Para finalizar, una ultima pregunta —dice Daniel alzando la voz—:
¢Les queda alguna duda sobre la aplicacion de la matematica en la
vida cotidiana?

—iNOOO profe!l —gritaron todos a coro.

Un gran aplauso dio por terminada la tltima clase de matema-
tica del afio.

“as matemadticas son el cimiento invisible de todo lo visible”
(DANNY PERICH C.)
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LasyAve 2S
de'Daniel

VERSION DIGITAL

Con la introduccion de la Reforma Educacional en su colegio, el profesor

de matematica, Daniel Mercado reconocié sus arraigadas practicas de

interminables ejercicios, que siempre considerd necesarios para la

formacién matemaética de sus alumnos. Sin embargo, bajo la lupa de la

reflexion y los nuevos métodos educativos, pudo corroborar como su

antiguo modelo habia confabulado contra su ferviente deseo de traspasar
a sus estudiantes, el gusto por la matematica.

Un vuelco didactico comenzd a gestarse a partir del replanteamiento de

sus ideas; aquel mundo abstracto, gobernado por formulas y teoremas,

comenzd a actualizarse en la simpleza de las cosas, en el mundo

cotidiano, donde sus alumnos podian observar maravillados una
matematica viva, concreta, real y auténtica.

Es en este contexto de enseiianza-aprendizaje renovado e innovador,

basado en experiencias que Daniel, junto a su colega Camila Bustamante,

va descubriendo las increibles aplicaciones de la matematica, a través de
diversas actividades creativas para el aula.

Entre sabrosos didlogos, situaciones probleméaticas y divertidas,

apasionadas discusiones sobre metodologia, didactica, ideologias

constructivistas, evaluacion y otras temas contingentes, los personajes

nos muestran que la matematica es una aventura que todos pueden vivir
y disfrutar.
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