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CAPITULO 1

Introducciéon a la Teoria de Numeros

La Teoria de Numeros, al menos originalmente, es la rama de la matematica
que estudia las propiedades de los ntimeros naturales 1,2,3,.... A poco andar uno
descubre que este estudio no se confina a dicho conjunto de niimeros, ni siquiera al
conjunto de los nimeros enteros ... ,—3,—2,—1,0,1,2, ..., sino que muchas veces
se debe recurrir a otros conjuntos de nuimeros, algebraicos, reales, complejos, etc.
para resolver asuntos relacionados con los numeros naturales (y viceversa).

Algunos problemas clésicos de la Teoria de Nimeros como el llamado tltimo
teorema de Fermat o el de la distribucion de los niimeros primos, (ver méas adelante)
han dado origen a grandes desarrollos de la matematica. Por ejemplo, al primero de
estos se debe gran parte del desarrollo de los cuerpos ciclotémicos, al segundo todo
el desarrollo de la funcion zeta de Riemann. Es asi que en la Teoria de Numeros
moderna se emplean sofisticadas te¢nicas de analisis matematico y de teoria de
probabilidades. Estudiaremos aqui tan sélo los rudimentos de esta disciplina y
haremos algunos alcances acerca de su relacion con la llamada algebra abstracta.

1. Los Numeros Naturales y los Numeros Enteros

Comenzaremos nuestro estudio suponiendo que el lector estd familiarizado con
los conjuntos

Z={. ,-3-2-1,012.. %y

N={1,2,3,...},

de los numeros enteros y de los nimeros naturales (o enteros positivos), respec-
tivamente. En particular supondremos conocimiento de las operaciones de suma
y multiplicacion asi como de la estructura de orden sobre estos conjuntos, por lo
tanto, no daremos una definicion axiomatica de ellas.

La propiedad més importante de los niimeros naturales es el siguiente principio:
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PRINCIPIO DE BUEN ORDEN

Todo conjunto no vacio de niimeros naturales tiene un menor
elemento.

Decimos que N es un conjunto Bien Ordenado. Intuitivamente, este sencillo
principio nos dice que siempre puedo encontrar el mas pequeno nimero natural
tal que ...... , donde la linea de puntos puede ser llenada por cualquier propiedad
(siempre que exista al menos un nimero natural que verifique dicha propiedad).
Como consecuencia de esto, por ejemplo, podemos probar que todo niimero natural
n tiene un (Unico) sucesor, o sea, el nimero que le sigue en el orden natural. (Esto
ya lo sabemos: el sucesor de n es n + 1). Para demostrarlo, basta considerar el
conjunto no vacio de los niimeros naturales estrictamente mayores que n y aplicar
el Principio de Buen Orden. El menor elemento de ese conjunto es el sucesor de n.

Cabe hacer notar que este menor elemento de un conjunto no vacio A cuya
existencia garantiza el Principio es Unico ya que si hubiera dos, digamos a y b,
entonces a < b, ya que a es el menor elemento de A y b € A. Similarmente, b < a,
por lo tanto a = b. Tampoco est de mas recalcar que, a diferencia del infimo de un
conjunto, que puede no pertenecer a él, el menor elemento de A pertenece a A.

Obsérvese que Z no verifica el Principio de Buen Orden: Z mismo (o los enteros
menores que 8, o los enteros negativos, etc.) es un subconjunto no vacio de Z que
no tiene un menor elemento. La propiedad de ser un conjunto bien ordenado no es
exclusiva de los conjuntos de niameros enteros. Dado cualquier conjunto linealmente
ordenado uno puede preguntarse si es bien ordenado o no. Ver ejercicios.

La segunda propiedad importante de los niimeros naturales es:

PRINCIPIO DE INDUCCION

Sea P un conjunto de ntimeros naturales tal que:
i. 1leP,
ii. siké€ Pentoncesk+1¢€P.
Entonces P = N.

Intuitivamente, el Principio de Induccién corresponde al “Principio de Domind”:
si cae el primero, cae el que le sigue y el que le sigue y el que le sigue..., por lo
tanto caen todos.



Supondremos que el lector estda familiarizado con este principio y sus aplica-
ciones. Aunque no lo usaremos mayormente en estas notas, es conveniente saber
que ambos principios, el de Induccién y el de buen orden, son equivalentes.

Un resultado interesante es que los dos principios anteriores son equivalentes.

TEOREMA 1.1. El Principio de Buen Orden implica el Principio de Induccion.

DEMOSTRACION. Sea P un conjunto de niimeros naturales que verifica las
hipotesis del Principio de Induccién. Sea A el conjunto de los nimeros que no
pertenecen a P. (Nos basta pues demostrar que A es vacio). Supongamos que A
es no vacio. En virtud del Principio de Buen Orden, A tiene un menor elemento
“a”. a no puede ser 1 ya que por hipétesis, 1 € P. Luego a — 1, el predecesor
a, es un entero positivo que pertenece a P porque a es el mas pequeno que no
pertenece a P. Pero entonces, por la segunda parte de la hipétesis de induccion,
a=(a—1)+1¢€ P, lo que es una contradicciéon. Esta contradicciéon proviene de

suponer que A es no vacio. Luego todos los enteros positivos pertenecen a P. [J

Analogamente tenemos:

TEOREMA 1.2. El Principio de Induccion implica el Principio de Buen Orden.

DEMOSTRACION. Ejercicio. O

EJERCICIOS 1.1. (1) Sea R* el conjunto de los nimeros reales positivos
ordenados en la forma habitual. ;Es este un buen orden?
(2) Sea A = {n?:n € Z}, con el orden natural. ;Es este un buen orden?
(3) Demuestre que no puede existir una cadena descendente infinita de enteros
positivos.
(4) Demuestre el teorema 1.2.

2. Divisibilidad
DEFINICION 1.1. Sean a y b dos enteros con a # b. Decimos que a divide a b
si existe un entero n tal que na = b. También decimos que b es un maultiplo de a.
Denotamos este hecho por a | b. Si a no divide a b escribiremos a { b.
TEOREMA 1.3. Sia, b y ¢ son enteros, entonces:
(1) Sia|byb]|c, entonces a | c.
(2) Sia|buyalc, entonces a | mb+ nc, para cualquier par de enteros m,n.
(3) Sia|byb#0, entonces 0 < |a|] < b).
(4) Sia|byb|a, entonces a = +b.

DEMOSTRACION.
(3) b = ma # 0, luego a # 0y m # 0. Por lo tanto, |a| > 1,|m| > 1y
b| = |ma| = |mlla|] > 1|a| > 1> 0.



(4) Si b =0, entonces a = nb=n0 = 0, luego a = +b. Si b # 0, como a | b, por
(3), 0 < |a| < |b]. Analogamente, 0 < |b| < |a|. Luego |a| = |b] y a = £b. O

El teorema maés importante sobre divisibilidad es:

TEOREMA 1.4. El Algoritmo de la Division.
Sean a y b dos enteros, b > 0. Entonces existen dos enteros q yr tales que a = bq+r
y 0 <r < |b|. Los enteros q y r son unicos.

DEMOSTRACION. Si a es un multiplo de b, a = bqg + 0 y el teorema se cumple,
luego podemos suponer que a no es un miltiplo de b. Consideremos el conjunto

A={a—bn:ne€Zya—bn>0}.
Como a > —|a| > —|alb, tenemos a + |a|b > 0, luego
a— (—l|a])b >0,

o sea, A es un conjunto no vacio de enteros positivos. Obsérvese que 0 ¢ A ya que
a no es un multiplo de b.

Por el principio de Buen Orden, A debe tener un menor elemento. Llamémoslo
r. Quiere decir que existe un entero ¢ tal que r = a — bq, i.e., a = bqg + r.

Supongamos que r > b. Entonces r —b=a—bg—b=a—b(qg+ 1) > 0, luego
r—be Ay 0 <r—>b< r, contradiciendo la minimalidad de r. Por lo tanto
0<r<b (r=0siysélosiaesun miltiplo de b).

Finalmente, para probar la unicidad de ¢ y r, supongamos que existen ¢’ y r’
tales que a = bq’ + 7' y 0 <1’ < b. Entonces bg—bq' +r—1r" =0, luego b(¢ — ¢') =
" —r,osea, b| (1" —r). Por Teorema 1.3(3), sir # 1/, |7’ —r| > |b| = b > 0. Pero
esto es imposible ya que —b < ' —r < b. Luego r = 1’. Pero entonces b(¢ —¢') =0
y b#£0, luego ¢ = ¢'.

O

DEFINICION 1.2.

(1) Un entero positivo p # 1 se dice primo si sus unicos divisores son +1 y
+p.

(2) Sean a, b dos enteros no ambos nulos. El mayor entero que divide tanto a
a como a b se llama el mdzimo comun divisor de a y b. El maximo comuin
divisor de a y b se denota (a,b) (o bien M.C.D.(a,b)).

Similarmente definimos (ay, as, . .., a,) el maximo comun divisor de
ay, as, ..., a,, como el mayor entero que divide a todos esos nimeros.

(3) Dos enteros se dicen primos relativos si su maximo comun divisor es 1.

A priori no es obvio que el maximo comun divisor de dos niimeros deba existir,
sin embargo esto es consecuencia inmediata del proximo teorema.

TEOREMA 1.5. Dados dos enteros a y b, su mdximo comin divisor (a,b) es el
menor entero positivo que se puede escribir como suma de multiplos de a y de b.
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DEMOSTRACION. Consideremos el conjunto A = {ma +nb: m,n € Z y ma +
nb > 0}. A no es vacio ya que 0 < |a| = £1a + 0b € A. Por el Principio de Buen
Orden, A tiene un menor elemento, al que llamaremos d. Obsérvese que d > 0.
Como d € A, existen m, n enteros tales que d = ma + nb. Debemos verificar que
éste es el maximo comun divisor de a y b.

Por el algoritmo de la divisién, a = gd +r , con 0 < r < d. Entonces,

r=a—qd=a—q(ma+nb) = (1 —mq)a— ngb.

Si r > 0, entonces r € A, pero r < d, lo que contradice la minimalidad de d. Por
lotantor =0y d | a.

Andlogamente podemos demostrar que d | b, por lo tanto d es un divisor comiin
de a y de b.

Para verificar que d es el mayor divisor comun, sea s > 1 otro divisor comun.
Por el Teorema 1.3(2), s | ma + nb, para cualquier m,n € Z, en particular, s | d,

luego 0 < s < d. 0
COROLARIO 1.6. El mdzimo comun divisor de ay,as, . .., a, es el menor entero
positivo que puede escribirse como suma de miltiplos de los nimeros aq,as, ..., a,.

OBSERVACION 1.1.
(1) a y b son relativamente primos si y sélo si existen m,n € Z tales que

1 = ma + nb.
(2) El méximo comun divisor de ay, as, . .., a, divide a aj, as, . .., a,. Si s | ay,
s|as,...,s| a,, entonces s | (ay,as,...,a,).

COROLARIO 1.7. St ay,as, ..., a, son enteros, entonces

((11, az, ... 7an) = ((G/lv az, ..., anfl)u an)-

DEMOSTRACION. Sea d = (ay,as,...,a,). Por la observacién anterior, d | as,
d| as,...,d | a,, luego d | (a1,as,...,a,1) y también d | a,, por lo tanto d |
((ab az, . .. 7an—1)7 an)-

A la inversa, ((a1,as9,...,a,-1),ay) es divisor comun de (ay,asg,...,a,_1) y de
an, luego ((a1,as9,...,an-1),a,) | d. Como ambos son positivos, por 1.3(4), son
iguales. OJ

COROLARIO 1.8. Sid = (a,b), entonces (5,4) = 1. (Le. 5y 4 son relativa-

mente primos. | Obsérvese que (% y %) son enteros!).
COROLARIO 1.9. Si (a,b) =1 y a| be, entonces a | c.

DEMOSTRACION. Si a | be, entonces be = ak para algtn k, y como 1 = ma+nb,
multiplicando ambos miembros por c,

¢ = mac + nbc = mac + nak = a(mc + nk).



COROLARIO 1.10. Sip es un nimero primo, p | bc y ptb, entonces p | c.
COROLARIO 1.11. Sia=bg+ 1 y b+# 0, entonces (a,b) = (b, 7).

DEMOSTRACION. (a,b) = ma+nb=m(bq+r)+nb= (mqg+n)b+mr, es decir,
(a,b) es una suma de multiplos de b y de r, luego por el teorema 1.5, (a,b) | (b,7).
De una manera similar demostramos que (b,7) | (a,b). O

2.1. El Algoritmo de Euclides.

Existe un método para calcular el maximo comun divisor de dos niimeros, tal
método se denomina el Algoritmo de Euclides.

Sean a y b dos nimeros no ambos nulos, digamos, b # 0. Entonces, por el
algoritmo de la divisién, existen ¢ y r tales que a = bg + r, con 0 < r < |b].

Si r =0, entonces b | a, (a,b) = |b| y hemos terminado.

Si r > 0, entonces existen ¢; y rq tales que b =rqg; + 71, con 0 <7y <7r.

Si r = 0, entonces (b,r) = r y por el Corolario 1.11, (a,b) = r y nuevamente
hemos terminado.

Si r; > 0, entonces existen go y 1o tales que r =rigo + 12y 0 <19 < 1y

Este proceso se puede continuar indefinidamente de tal manera que en cada
paso, si obtenemos un resto cero, nos detenemos y si no, aplicamos el algoritmo de
la divisién una vez mas. Es importante notar que en cada aplicacion del algoritmo
de la division, el resto obtenido es estrictamente menor que el de la aplicacion
precedente. Vale decir, tenemos r > ry >ro > - >r, > --- > 0.

Por el Principio de Buen Orden (ver Ejercicios), tiene que existir un n tal que
r, = 0, ya que si no, habria una cadena descendente infinita. Pero entonces,
Tn1 | Th_o en cuyo caso (r,_2,7,_1) = rn_1 y aplicando el Corolario 1.11 varias
veces,

(a,b) = (r,r1) = (r1,m2) = -+ = (Th—2, Tn-1) = Tn_1-

Vale decir, el maximo comun divisor de a y de b es el resto inmediatamente
anterior al resto que se anula.

Ejemplo: Calculemos el maximo comun divisor de 454 y 136.

454 = 136-3+ 46
136 = 46-2+44
46 = 44-1+2
44 = 2-22+40
Es decir, el méaximo comun divisor de 454 y 136 es 2.

Para calcular el maximo comun divisor de tres o mas ntumeros, aplicamos el
Teorema 1.7 y el algoritmo de Euclides.
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DEFINICION 1.3. El minimo comiin maltiplo de dos enteros no nulos a y b es el
menor entero positivo que es miltiplo de a y de b. Se le denotara por [a, b] (o bien
por m.c.m.(a, b)

Como en el caso del maximo comun divisor, el minimo comin multiplo de dos
nimeros siempre existe. En este caso, en virtud del Principio de Buen Orden.

TEOREMA 1.12. Si m es un miltiplo comin de a y de b, entonces [a,b] | m.

DEMOSTRACION. Por el algoritmo de la divisién, m = [a,blg+ r, con 0 < r <
[a,b]. Pero a | my a | [a,b], luego a | r = m — [a, b]q.

Similarmente, b | r, o sea, r es un multiplo comin de a y de by 0 < r < [a, b].
Sir > 0, r seria el minimo comin multiplo de a y de b y no lo es. Por lo tanto
r=0y la,b] | m. O

TEOREMA 1.13. Sia y b son enteros no nulos,

|ad]
a, bl = —-—.
[ ? ] (CL, b)

DEMOSTRACION. Sean d = (a,b) y m = [a, b]. Entonces

jab] _ |a] |b]

i O e ) N P

= Bljpy = ),

0 sea %" es un multiplo de a y de b, luego m | (|slz|).

Por otra parte, |ab| es un multiplo comun de a y b, luego m | |ab| y, en particular,
% es un entero.

Ahora bien, m = ka, luego

b k
km - ﬂ,m = 4,
m m
o0 sea,
b
abl | .
m

b . b .. b
Analogamente, 22 | a. Es decir, [ o5 Qivisor comun de a y de b, luego 122 | d
m m m

b b
y%gd. Porlotanto‘%l:m. 0

El siguiente teorema conocido también como teorema de factorizacién tunica, es
la piedra angular de toda la teoria de ntimeros.

TEOREMA 1.14. El Teorema Fundamental de la Aritmética.
Todo niumero entero mayor que 1 o bien es un numero primo o bien se puede
factorizar como producto de numeros primos. Mds atun, tal factorizacion es unica
salvo por el orden de los factores.
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DEMOSTRACION. Supongamos que el teorema no es cierto, es decir, existe un
entero positivo mayor que 1 que no es primo y que no se descompone como producto
de primos. Sea n el mas pequeno tal nimero. Este debe existir por el Principio de
Buen Orden.

Como n no es primo, debe tener divisores no triviales. Sea n = ab, donde a y
b son distintos de +1 y de +n. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que
a y b son positivos. Ademas sabemos que a < n y b < n. Pero entonces, como n
es minimal para la propiedad indicada, tanto a como b son o bien primos, o bien
producto de primos y por lo tanto n es producto de niimeros primos, contradiciendo
la suposicion original. Luego ésta es falsa.

Para demostrar la unicidad de la descomposicion, sea n ahora el menor entero
positivo tal que la factorizacion no es unica. Es decir,

n=mpip2---Pr = 4192 " - (gs,

donde py,p2,...,Pr,q1,q2, - - ., qs son niimeros primos. Entonces p1|q1q2 - - - ¢s y por
el Corolario 1.10, para algin j, 1 < j < s, pi|g;. Pero como ambos son primos,
p1 = ¢j. Podemos suponer (reordenando) que j = 1, luego

n' = pops-- D = Gaqs - s,

pero n' < n, luego n’ verifica la condicién de unicidad de la factorizacion, por lo
tanto r = s y, reordenando, p; = ¢;, para 1 < ¢ < r, por lo tanto la descomposicién
de n es unica. O

OBSERVACION 1.2. Obviamente no todos los primos que aparecen en la descom-
posicién de un numero tienen que ser distintos. En general todo entero positivo n
se puede escribir como

n=pypst---phr,
donde los py son primos, los k; son enteros positivos. k; suele llamarse la multipli-
citdad de p; en la descomposicién de n.

El siguiente corolario es uno de los mas famosos y hermosos resultados de Eu-

clides.

COROLARIO 1.15. Ezxisten infinitos nimeros primos.

DEMOSTRACION. Supongamos que existe solamente una cantidad finita de pri-
mos pi, P2, --- , Pn- Consideremos ahora el nimero

m=pipz---pp+ 1.

Obviamente m es mayor que todos los primos, luego no es primo. Por otra parte,

m no es divisible por p;, ni por ps, ..., ni por p,, o sea, m no es divisible por
ningin primo. Pero por el teorema 1.14, m debe ser divisible por algin primo, lo
cual es una contradiccion. O
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Este teorema tiene muchas aplicaciones, la mas elemental es probablemente el
algoritmo para calcular maximo comun divisor y minimo comin multiplo de dos o
mas numeros:

El maximo comun divisor de dos ntumeros es el producto de todos los pri-
mos (considerando su multiplicidad) que se repiten en la factorizacién de ambos
nimeros.

El minimo comun multiplo de dos ntumeros es el producto de las méximas
potencias de cada primo que aparece en la descomposicion de alguno de los ntimeros.
Ejemplo

Calcular el maximo comun divisor y el minimo comuin multiplo de 48 y 180.
Como 48 =2%.3 y 180 = 2%. 3% .5,

(48,180) =22-3 =12 y [48,180] = 2*-3%.5 = 720.

Como sabemos, este algoritmo puede generalizarse a cualquier cantidad de nu-
meros.

Podemos dar una féormula general para calcular el maximo comun divisor y el
minimo comun multiplo de dos niimeros basada en la descomposicién en ntumeros
primos. Sean

n=py'py? - pt

m = p'py? - pit,
donde 0 < a; vy 0 < 3;, para 1 < i < k. Obsérvese que si «; = 0, entonces el primo
p; no aparece en la descomposicién de n, y algo analogo ocurre con m. Entonces

(TL, m) _ pgmn{al,ﬁl}pgnm{ag,ﬂg} . _pznm{ak,ﬁk}’
[n’ m] — p’l”’mx{oéhﬂl}p;nax{%,&} .. 'p;nax{akaﬁk}.
EJERCICIOS 1.2. (1) Demuestre que el minimo comin multiplo de dos

nimeros siempre existe.
(2) Demuestre que si (a,m) =1y (b,m) = 1, entonces (ab,m) = 1.
(3) Demuestre o de un contraejemplo
(a) Sia|a+b, entonces a | b.
(b) Sia | be, entonces a | b o bien a | c.
(c) Sia® | b?, entonces a | b.
(d) Sia | b? entonces a* | b2
(e) Sid=(a,b), a|cyb]|c, entonces ab | dc.
(4) Demuestre los criterios de divisibilidad que aprendi6 en el colegio. Recorde-
mos que si un entero se escribe en notacién decimal como

ApQp—1 - - 20100,

ag es su digito de las unidades, a; es su digito de las decenas, etc.
(a) Un numero es divisible por 2 si 2 | ay.
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(b) Un numero es divisible por 3 si la suma de sus digitos es divisible por

3.
(¢) Un nimero es divisible por 4 si 4 | ajag. También es divisible por 4
si 4] 2a; + ap.

(d) Un ndmero es divisible por 5 si su digito de las unidades es 5 o 0.
(e) Un ntimero es divisible por 6 si es divisible por 2 y por 3.
(f) Un ndmero es divisible por 7 si

A1 Gy — A5a403 + AgA7Ag — * * +

es divisible por 7.

(g) Un nimero es divisible por 8 si 8 | agajag. También es divisible por 8
si 8 | 4as + 2a; + aq.

(h) Un numero es divisible por 9 si la suma de sus digitos es divisible por
9.

(i) Un nimero es divisible por 11 si

A20100 — A50403 + AgarGg — -« *

es divisible por 11.
(5) Invente criterios de divisibilidad para otros nimeros mas grandes.
(6) Demuestre que el cuadrado de cualquier nimero entero puede tener la
forma 3k o bien 3k + 1, pero no puede tener la forma 3k + 2.
(7) Demuestre que no existen enteros a y b tales que (a,b) =7y 2a + b = 50.
(8) Probar que si a y b son impares, entonces a? + b* no puede ser un cuadrado
perfecto.
(9) Demuestre que hay infinitos enteros de la forma 5" — 1 que son divisibles
por 7.
(10) Demuestre que si (a,b) = 1, entonces (a + b, ab) = 1.
(11) Demuestre el teorema ?7.

3. Congruencias

En esta seccion estudiaremos una importante relacion definida sobre el conjunto
de los ntmeros enteros. Esta relacién tiene numerosas aplicaciones y sirve para
introducir varios conceptos algebraicos.

DEFINICION 1.4. Sea m un entero positivo. Decimos que a es congruente con
b mddulo m siy sélo si m | a —b.
Denotaremos este hecho por a = b (mod m).

TEOREMA 1.16. La relacion de congruencia modulo m es una relacion de equi-
valencia.

DEMOSTRACION. Ejercicio. O
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TEOREMA 1.17. Sia=b (mod m) y ¢ =d (mod m), entonces

a+c = b+d (modm),

ac = bd (modm) and
—a = —b (modm).
DEMOSTRACION. Ejercicio. O

OBSERVACION 1.3.

(1) Sim =1, entonces a = b (mod 1) para todo a y todo b.
(2) La ley de cancelacién para la suma es véalida para congruencias, es decir,
sia+c¢=b+c (mod m), entonces a = b (mod m).
(3) La ley de cancelacién para el producto no es valida para congruencias
como lo demuestra el ejemplo siguiente:
5:-6=3-6 (mod 12), pero 5 # 3 (mod 12).
TEOREMA 1.18. Siab = ac (mod m) y d = (a,m), entonces b = c (mod 7).

DEMOSTRACION. Como (a,m) = d, existen r y s tales que a = rd y m = sd,
donde (1, s) = 1.

Por otra parte, como ab = ac (mod m), a(b — ¢) = ab — ac = km, para algin
k € Z. Luego rd(b — ¢) = ksd y cancelando d, s | r(b — ¢), y por el Corolario 1.9,
s|b—c,o0sea, b—c=ts=1%, vale decir, b = ¢ (mod %). O

Si bien la ley de cancelacion no es siempre vélida para congruencias, el siguiente
corolario inmediato del teorema anterior nos indica cuando se puede cancelar.

COROLARIO 1.19. Supongamos (a,m) =1. Si ab = ac (mod m), entonces
b=c (mod m).

3.1. Ecuaciones.

TEOREMA 1.20. La ecuacion ax = b (mod m) tiene solucion si y solamente si

(a,m) | b.

DEMOSTRACION. Siax =b (mod m) tiene solucién, existen enteros x e y tales
que ax —b = my, luego b = ax — my, es decir, b es suma de multiplos de a y de m,
por lo tanto, (a,m) | b.

Por otra parte, si (a,m) | b, para algun k, b = k(a,m). Ahora bien, como
(a,m) = ra + sm, para ciertos enteros r y s, b = k(a,m) = (kr)a + (ks)m. Luego
kr es solucién de la ecuaciéon ax = b (mod m). O

Obsérvese que la solucién a la ecuacién axz = b (mod m) nunca es unica ya que
si xp es una solucion, entonces para cualquier k, xg + km también lo es.

Ejemplo
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Consideremos la ecuacién 42z = 50 (mod 76).
42x = 50 (mod 76)
2.21z = 2-25 (mod 76)
2lx = 25 (mod 38)

21z = 25438 (mod 38)
21z = 63 (mod 38)
2lz = 21-3 (mod 38)

r = 3 (mod 38).

Es decir, las soluciones de la ecuaciéon 42z = 50 (mod 76) son todos los enteros
{---,-73,-35,3,41,79,-- - }. Estas se pueden expresar en términos de el médulo
original 76. En efecto, como las soluciones obedecen la formula x = 3 + 38k,
separando en dos casos si k es par o si k es impar, tenemos xr = 3+38-2n = 3+ 76n
y o =3+382n+1) =41+ 76n. Obsérvese que 41 # 3 ( mod 76).

Recordando que una ecuacién de primer grado en los enteros (o los racionales
o los reales) tiene, a lo mas una solucién, la pregunta obvia es ;Cudntas soluciones
no congruentes entre si puede tener una ecuacion en congruencias?

Consideremos la ecuacién ax = b (mod m) y sea xy una solucién. Si x es otra
solucién, entonces ax = axg = b (mod m), luego por el Teorema 1.18

r=u1z9 (mod T),

d
donde d = (a,m). Es decir, v =z + 1%, o sea, x pertenece al conjunto
{ 7$0_2%7$0_%7$07x0+%7$0+2%a"' 7$0+(d_1)%’x0+m7”.}‘

,Cuédntas de estas soluciones son “distintas”, en el sentido de no ser congruentes
mdulo m entre si?

Observemos que zg + m = zp (mod m). De la misma manera, xq — a7 =
Ty + (d —1)% (mod m), etc.

Es claro que cualquier solucién de la ecuacion serd congruente ( mod m) con
uno de los enteros

m m m
= 2 ... d—1)2.
$0,$0+d,$0+ R xo + ( )d

No resulta dificil ver que ninguno de estos nimeros es congruente (mod m) con
otro porque las diferencias entre ellos son todas menores que m. Decimos que el
conjunto anterior es un conjunto completo de representantes de las soluciones de
ar =b (mod m).

En los parrafos anteriores hemos demostrado el siguiente teorema:

TEOREMA 1.21. Si (a,m) | b, la ecuacion ax = b (mod m) tiene (a,m) solu-
ctones no congruentes entre Si.
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Ejemplo
Consideremos la ecuacién 68z = 100 ( mod 120). Entonces

682 = 100+2-120 ( mod 120)
68 = 340 ( mod 120) y como (68,120) = 4,
x = 5( mod 30).

Por lo tanto {5,35,65,95} es un conjunto completo de representantes de las solu-
ciones de 68z = 100 ( mod 120).

Dijimos antes que la relacion de congruencia médulo m es una relaciéon de
equivalencia. Las clases de equivalencia de esta relaciéon juegan un papel muy
importante, sobre todo en las conecciones con el algebra. Es facil ver que existird
exactamente m clases de equivalencia médulo m, ya que para cualquier entero n,
por el algoritmo de la divisién, n = gm + r, luego n = r (mod m), para algin
r=20,1,--- ,m — 1. Por lo tanto existen m clases distintas.

3.2. Sistemas de Congruencias.

Consideremos el siguiente problema.

En algin lugar del sur de Chile vive un pastor, que cuida de su pino de ovejas
con singular dedicacién. Cierto dia, acerté a pasar por este lugar un funcionario
municipal, quien tenia por misién averiguar la cantidad exacta de ovejas de este
pastor. Este es (resumidamente) el didlogo que tuvo lugar:

—Y, ;Cuantas ovejas tiene Ud.?

—Bueno, mire, en realidad no sé. Fijese que yo aprendi a contar hasta cinco no
mas. Lo que si le puedo decir es que si cuento las ovejas de tres en tres, me sobran
dos; si las cuento de cuatro en cuatro, me sobra una, y si las cuento de cinco en
cinco, me sobran tres.

El funcionario miré someramente el pino de ovejas y decidié que en ningiin caso
éste tenfa més de cien ovejas. Hecho esto, se di6 por satisfecho. ;Cémo pudo el
funcionario averiguar cuantas ovejas formaban el pino?

Supongamos que el nimero de ovejas es x.
“si cuento las ovejas de tres en tres, me sobran dos”. O sea, z =2 ( mod 3).
“si cuento las ovejas de cuatro en cuatro, me sobra una”. O sea,

x=1( mod 4).
“si cuento las ovejas de cinco en cinco, me sobran tres”. O sea, v = 3 ( mod 5).
Se trata entonces de encontrar un niimero x que verifique las tres congruencias:

2 ( mod 3)
1 ( mod4)
3 ( mod5),

B R O8
Il
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ademéas = debe ser menor que 100.

Este tipo de problema recibe el nombre de sistema de congruencias y en esta
seccion veremos métodos para resolverlos.

Veamos primero dos ejemplos algo més sencillos que el de nuestro funcionario.
Queremos solucionar el siguiente problema, encontrar un nimero x que satisfaga
las dos ecuaciones:

r = 3( mod?7)
S5z = 7( mod 12).

Sea z( una solucién. Entonces o = 3+ 7s, para algin s, por ser xy soluciéon de
la primera ecuacién. Entonces, reemplazando en la segunda ecuacién,

5(3+7s) = 7( mod 12)

35s = —8( mod 12)
355 = —8+288( mod 12)
35s = 280 ( mod 12)

s = 8( mod 12).

Esto es, s = 84 12t, para algun ¢, luego o = 3+7(8+12t), o bien, xy = 59+ 84t,
es decir, toda solucién del sistema anterior es congruente con 59 ( mod 84).
Veamos ahora un segundo ejemplo. Consideremos el sistema:
r = 2( mod4)
r = 5( mod6).

y procedamos como en el ejemplo anterior. Sea xy una solucién del sistema.

ro=2+4s = 5( mod 6)

4s = 3 ( mod 6),
por lo tanto 4s = 3 + 6t, para algin ¢, lo que es claramente imposible. Luego
este sistema no tiene solucién. Obsérvese que el punto importante aqui es que no

podemos cancelar el 4, ya que (4,6) /3.
. Cuéles sistemas tienen solucién y cudles no la tienen?

TEOREMA 1.22. El sistema

= o mod m;)

(
as (- mod my)

tiene solucion si y solamente si (my,ms) | a; — as.
Si xg es una solucion, entonces toda solucion es congruente con xy modulo
[m17m2]'
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DEMOSTRACION. 7 es solucién del sistema si y sélo si existe un entero s tal
que g = a; + smy = ag ( mod my) si y sélo si existe un entero s tal que
smy = ag — ay ( mod my).

Tal s existe si y sélo si (my, mg) | az — a.

Supongamos ahora que (m, ms) | as — a1 y que xq es una solucién del sistema.
Entonces si x es una solucion,

r=a; =1z ( modmy)
r=ay =1z ( mod my),
luego my |  — xg y ma | * — g, 0 sea, x — xy es un miltiplo comin de m; y de
ma, luego [my, mso] | x — x, por lo tanto = x¢ ( mod [my, my)). O
Uno de los méas famosos teoremas de la Teoria de Numeros es el siguiente:

TEOREMA 1.23. Teorema Chino del Resto
Si (mi,m;) =1, parai # j, 1,5 < k, entonces el sistema de congruencias

x = a; ( modm)
x = as( mod my)
x = ay( mod my)

tiene solucion. Dos soluciones son congruentes ( mod myq - mgy -+ -my).

DEMOSTRACION. La demostracién del teorema nos proporciona un método que
nos permite calcular las soluciones del sistema.
Observemos que si M = mq -ms - - - my, entonces para todo j < k, (mM, m;) = 1.
J

Por lo tanto, existen enteros a; y 3; tales que 1 = aj% + Bjm;, es decir,
J

M _
Qo =1 ( mod m;).
Consideremos ahora
M M M
To = Q11— + GoQig—— + -+ + ApOp—.
ma mo my

., M ’, . B . ,
La segunda observacién es que m; €S multiplo de m;, para ¢ # j, asi, por

ejemplo,

xo = apa;— ( mod my),
my

pero como Oéln% =1( mod my),
M
aj;— = a; (- mod my),
my
luego g = ay ( mod my).
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En forma andloga se obtiene que z¢ = a; ( mod m;), para todo i < k, o sea,

2o es una solucion del sistema.

La demostracion de que dos soluciones son congruentes ( mod my - mq - -
es andloga a la de la ultima parte del teorema 1.22 y se deja como ejercicio.

Ejemplo.
Encontremos la solucion al problema de las ovejas y el funcionario.
= 2( mod 3)
= 1( mod4)
= 3( mod5).
En este caso, M =3-4-5 = 60. %:20, %:15}7 mMS:lQ. Como
2-20 = 1( mod 3)
3-15 = 1( mod4)
3-12 = 1( modb).

a1 =2, a0 =3y az =3, luego
29=2-2-20+3-15+3-3-12( mod 60)
o sea,
xo =233 =53 ( mod 60),
por lo tanto el pino tenia 53 ovejas.
EJjErcicios 1.3. (1) Demuestre el Teorema|[1.16].
(2) Demuestre el Teorema[1.17].
(3) Encuentre todas las soluciones de las ecuaciones
3z = 1( mod 4)
4 2 ( mod 6)
3(x—8) = 18— ( mod 10)

(4) Demuestre que si 131 a y 1310, entonces a'? = b2 ( mod 13).

5) Demuestre que si @ v b son primos relativos con 91, entonces a2 — b
( q y p ,

divisible por 91.

O

12

€S

(6) Si de un canasto se saca huevos de a dos, de a tres y de a cinco, sobran
uno, dos y tres, respectivamente. ;Cuantos huevos habia en el canasto?

(7) Para una fiesta se compraron paquetes de papas fritas a 39 pesos y paque-
tes de galletas a 47 pesos, gastandose un total de 4151 pesos. ;Cuantos

paquetes de cada producto se compraron?
(8) Demuestre el teorema ?7.
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4. Clases Residuales

Estudiaremos ahora las clases de equivalencia definidas en Z por la relacion de
congruencia modulo m. A estas clases a menudo se les denomina clases residuales.
,Cuantas clases de equivalencia hay? ;Qué aspecto tienen?

Comencemos con un ejemplo, el caso m = 47 ;Cual es la clase de equivalencia
del entero n? Es facil, son todos aquellos niimeros enteros x tales que n — = es
divisible por 4. Si designamos por n la clase residual de n entonces

{...,—8,-4,0,4,8,...}
= {...,-7,-3,1,5,9,...}
{...,—6,-2,2,6,10,...}
= {...,=5,-1,3,7,11,...}

[SCRNTNCIN
Il

Sabemos que las clases de equivalencia forman una particiéon del conjunto, por
lo tanto no hay maés clases residuales que las anteriores, ya que {0,1,2,3} es una
particién. Asi por ejemplo, 47 = —1 = 3.

En general, hay m clases residuales médulo m. En efecto, por el algoritmo de
la divisién, dado cualquier entero n, n = gm + r, o sea, n = r (mod m), o lo que
es lo mismo, n = r. Pero como sabemos que el resto o residuo (de ahi el nombre
de clase residual) 0 < r < m, tenemos sélo m clases residuales distintas, a saber,

{Qala27"'7m_ 1}

Al conjunto {0,1,2,...,m — 1} se le llama conjunto completo de representantes ya
que contiene un elemento de cada clase residual. En general cualquier conjunto de
m numeros tal que ningun par de ellos es congruente modulo m, es un conjunto
completo de representantes.

Volvamos a nuestro ejemplo. Observemos que si tomamos por ejemplo cualquier
elemento de 1 y lo sumamos a cualquier elemento de, digamos, 2 obtenemos un
elemento de 3. Algo parecido ocurre con todas las combinaciones de clases: el
resultado no depende del representante que usemos. Lo mismo ocurre si multipli-
camos representantes. Este hecho no es fortuito ni una caracteristica de las clases
residuales moédulo cuatro como lo establecimos en el teorema 1.17. Este resultado
nos permite definir operaciones de suma multiplicaciéon sobre el conjunto de todas
las clases residuales modulo m, para cualquier m, como sigue:

DEFINICION 1.5. Sia y b son dos clases residuales médulo m, definimos:

a & b = a+b
a ® b = ab
© a = =—a
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Hemos usado un simbolo nuevo para las operaciones de suma, multiplicacién y
diferencia de clases residuales para enfatizar el hecho de que estas son operaciones
distintas de las correspondientes en los niimeros enteros. Mas adelante eliminare-
mos el circulo y usaremos el mismo simbolo para la suma de clases residuales y
la suma de enteros. De la misma manera, cuando no haya riesgo de confusion,
escribiremos n por la clase residual n.

EjeEmpLOS 1.1. (1) Consideremos las clases residuales médulo 2. Hay dos
clases 0 y 1, (constituidas por los niimeros pares y por los niimeros impares,
respectivamente). Podemos hacer tablas de las operaciones entre estas

clases.
@0 1 ®[0 1 x| O
010 1 0100 0] 0
1710 1701 1] 1
(2) Las operaciones para las clases médulo 3 son:
012 ®[012 o
010 1 2 01000 010
11120 170 1 2 1) 2
212 01 210 21 2] 1
(3) Las operaciones para las clases médulo 4 son:
®0123 ®[0123 z|cx
010123 00000 010
111230 170123 173
212301 21020 2 2] 2
313 01 2 3]0 3 21 3] 1

DEFINICION 1.6. Elconjunto de todas las clases residuales médulo m, dotado
de la s operaciones @& y ® lo denotaremos por Z,,.

Es inmediato que las operaciones sobre Z,, heredan de Z algunas propiedades.
Por ejemplo, al igual que la suma y la multiplicacién entre ntimeros enteros, estas
operaciones son asociativas y conmutativas, es decir, para cualquier clases a, b, c.

(a®b)®c = a® (Do)
(a®b)®c = a®(b®c)
adb = bda
a®b = b®a

y también

(a@d)®c = (a®c)®(b@c)
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iSera valida la ley de cancelacion para clases residuales? O sea, sia # 0y
a®b=a®c, jes cierto que b = ¢?
Veamoslo en Zs. Si a =1 , entonces

b =a®b=a®c=c.

Sia =2, entonces como a ® b = 2b, basta comprobar que 2b = 1ssib=2y
2b = 2 ssi b =1, para verificar que también puedo cancelar.

Esto puede facilmente verificarse con la tabla de multiplicacién anterior ya que
no hay ninguna linea (o columna) en la que una misma clase se repite.

Si verificamos la tabla de multiplicacion de Z4 en cambio, vemos que en la
tercera fila se repite la clase residual 2 y tenemos que

201=2=2Q3,

luego en Z4 no podemos cancelar.

La pregunta natural entonces es ; Cuando podemos cancelar y cuando no pode-
mos? Notemos que 2 @y =2 ® 2z si y sélo si 2 ® (y © z) = 0, luego ® verifica la
ley de cancelacion si solo si no existen clases residuales a y b tales que a ® b = 0.
Esto motiva una definicién importante.

DEFINICION 1.7. Dos clases residuales x e y no nulas (o sea distintas de 0,) son
divisores del cero si y sélo si x ® y = 0.

OBSERVACION 1.4. Podemos hacernos la misma pregunta respecto de los en-
teros, jexistiran divisores del cero en Z?7 Bien sabemos que no.

Entonces, dado m, existiran divisores del cero si y sélo si existen enteros a y b
tales que a ® b = ab = 0, es decir, ab =0 (mod m), o sea, m | ab.

TEOREMA 1.24. En 7, hay divisores del cero si y solo si n no es primo.

DEMOSTRACION. Si n es primo y a, b son clases no nulas tales que a ® b = 0,
como vimos antes, n | ab, pero n es primo, luego n | a o bien n | b, pero entonces
a =0 o bien b = 0, en cualquier caso, una contradiccién. Luego si n es primo, no
hay divisores del cero.

Si n no es primo, entonces existen enteros a y b tales que n = ab. Pero entonces
a®b=ab=n =0, es decir, hay divisores del cero. [

COROLARIO 1.25. La multiplicacion en Z, verifica la ley de cancelacion si y
solo st m es primo.

El teorema anterior nos indica para qué clases residuales puedo cancelar cualquier
factor no nulo, sin embargo es facil ver de la tabla de Z, que aunque no podemos
cancelar un factor 2, si podemos cancelar un factor 3. Dado n, ;qué factores pode-
mos cancelar?

TEOREMA 1.26. Si (a,n) =1, entoncesa@b=a®c = b=c¢

DEMOSTRACION. Es consecuencia inmediata del corolario 1.19. O
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Observemos ahora que si (a,n) = 1, existen enteros b y ¢ tales que ba +cn = 1,
o lo que es lo mismo, ba = 1 ( mod n), o bien b ® a = ba = 1, es decir, la clase a
tiene un inverso multiplicativo.

DEFINICION 1.8. Una clase a de Z, es una unidad si y sélo si existe una clase
bdeZ, tal que a®b = 1.

OBSERVACION 1.5. De manera anéloga, podemos preguntarnos cudles son las
unidades de Z. Es claro que solamente 1 y —1 son unidades de Z.

Para cada n entonces, las unidades de Z,, son precisamente aquellas clases que
son “primas relativas con” n, vale decir, todos sus elementos son primos relativos
con n. Como sabemos, los enteros menores que n constituyen un conjunto completo
de representantes de las clases residuales. Un conjunto de representantes de las
unidades de Z,, se llama un conjunto reducido de representantes. En otras palabras,
un conjunto reducido contiene un representante de cada clase que es una unidad
de Z,,. De lo anterior se deduce entonces que

{k:0<k<ny (kn)=1}

es un sistema reducido de representantes para Z,.

Resulta interesante entonces saber el nimero de elementos de un conjunto re-
ducido de representantes, o lo que es lo mismo, el nimero de enteros menores que n
que son primos relativos con n. Este nimero tiene muchas aplicaciones interesantes.

DEFINICION 1.9. Para todo entero positivo n, definimos
en)=t{m:0<m<ny (mn)=1}

@ se llama la funcion de Euler.

Ejemplos
e(12) = £{1,5,7,11} =4
p(6) = #{1,5} =2
o(7) = 1{1,2,3,4,5,6} =6
ep) = HL2,....p—1} =p—1,

para p primo.

TEOREMA 1.27.

(1) Sip es primo, entonces p(p") = p™ — p" L.

(2) Si(m,n) =1, entonces p(mn) = p(m)p(n).

DEMOSTRACION. 1) Observemos que los nimeros que no son primos relativos
con p" son los multiplos de p. Como sélo nos interesan aquellos menores o iguales
que p", hay p"~! de ellos. Por lo tanto hay p” — p"~! ntimeros menores que p” que
son primos relativos con éste.

2) Sean

r1,To,... ,T¢(m) Y S1,82,... 7530(71)
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los residuos reducidos médulo m y moédulo n, respectivamente.
Sea z un residuo médulo mn, primo relativo con mn, es decir, (z,mn) = 1.
Luego (z,m) =1y (x,n) =1, o sea,

r=r; (modm),

z=s; ( mod n),
para algin i < ¢(m)y 7 < ¢(n). Entonces, por el Teorema Chino del Resto, existe
una solucion t;; para este sistema, la que es tnica médulo mn. Es claro también
que para cada ¢ y 7 hay una solucién distinta y que (t;;, mn) = 1, por lo tanto hay
exactamente p(m)p(n) de estos t;;, lo que termina la demostracion. 0

COROLARIO 1.28. Sin = plflpé€2 -o.pkm donde py, ..., pm son primos, entonces
— _ 1 _1y... (1= L
p(n) =n(l— )1 =) (1—5-)
TEOREMA 1.29. Euler—Fermat
Sim es un entero positivo y (a,m) = 1, entonces

a?™ =1 (mod m).

DEMOSTRACION. Sean ri,ra, ..., Ty, todos los residuos médulo m, que son
primos relativos con m, o sea, que son un conjunto reducido de representantes.
Entonces ary,ars, ..., aryu,) también son primos relativos con m, (ver ejercicio
3e).

Si ar; = ar; (mod m), para i # j, como (a,m) = 1, puedo cancelar a, obte-
niendo r; = r; (mod m), lo que es una contradiccién. Luego los ary, arg, ...,
ary(m) son todos distintos, por lo tanto también son un conjunto reducido de repre-
sentantes. Pero entonces, para cada 4, existe un tnico j tal que ar; = r; (mod m)
y por lo tanto

ariary - Algm) = 172 Tyam) (mod m),
luego
af My Ty =TT Ty (mod m).

Cancelando los 7;, obtenemos el resultado requerido. U

Un caso particular de este teorema es el llamado Pequeno Teorema de Fermat.
COROLARIO 1.30. Teorema de Fermat
Sea p un nidmero primo y a un entero tal que p fa. Entonces
a?'=1( mod p).
EJEMPLOS 1.2. Aplicaciones del Teorema de Fermat.

(1) Calcule 3% ( mod 7).
Por el teorema de Fermat, 3 = 1 ( mod 7), luego 3% =1 ( mod 7),
para cualquer k, por lo tanto,
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31000 — 36-166+4 = 34 ( mod 7)
31000 = 81 ( mod 7)
3190 = 4 ( mod7)
(2) Calcule 5'%°( mod 8).
Como ¢(8) = 4, por el teorema de Euler-Fermat,
5100 = 542 =1 (" mod 8).

(3) Sip es primo, (a £ b)? = a? +? ( mod p).
Por el teorema del binomio, sabemos que

m+mp_§é(£)a%%h

k=0
donde

(p > _plp=1)--(p—k+1)
k) El(p—k)! '

Observemos que p aparece en la descomposicién en primos del numer-
ador pero no en la del denominador, luego p no puede cancelarse, es decir,

aparece en la descomposicion de ( Z ), o sea, p | ( Z ), para cada

k # 0,p. Pero entonces

<£>EU( mod p),

para 1 < k < p, de donde se obtiene el resultado pedido.
EJERCICIOS 1.4.

(1) Encuentre la interseccién de la clase del 7 médulo 4 y la clase del 5 médulo
15.
(2) Demuestre que si n es impar, 0+1+4---+n—1=0.
. Que sucede si n es par?
(3)

TEOREMA 1.31. Teorema de Wilson Sea p un nimero primo. En-
tonces

(p—1)!'=—-1( mod p).
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CAPITULO 2

Polinomios

En este capitulo estudiaremos las propiedades algebraicas de los polinomios en
una variable. No desarrollaremos aqui una teoria formal de polinomios sino que,
como en el caso de los nimeros enteros, recurriremos a los conocimientos mas o
menos intuitivos que tenemos sobre estos desde la escuela secundaria o de cursos
de algebra elemental. Para un tratamiento mas formal y riguroso, el lector puede
consultar por ejemplo [2]. Supondremos entonces que estamos familiarizados con
los conceptos de polinomio y las operaciones habituales entre ellos, suma, resta,
producto etc.

El propésito de este capitulo es hacer un paralelo entre las propiedades de las
operaciones con polinomios y las operaciones entre nimeros enteros. Nos con-
centraremos en polinomios con coeficientes racionales, aunque también veremos
algunos teoremas importantes sobre polinomios con coeficientes enteros. Sélo oca-
sionalmente mencionaremos polinomios con coeficientes reales, complejos o, incluso,
clases residuales en Z,,.

1. Polinomios sobre los Racionales y los Enteros

DEFINICION 2.1.

(1) El conjunto de los polinomios sobre Q (o de los polinomios con coeficientes
en Q), denotado Q[z], es el conjunto de todas las expresiones

-1
an®" + ap12"" 4+ + ao,

donde n es un entero positivo o cero y ag, aq,...,a, € Q.
Los racionales a; se llaman los coeficientes del polinomio. El polinomio

0, es decir, aquel cuyos coeficientes son todos cero, se llama el polinomio
nulo. Los polinomios tales que todos sus coeficientes salvo ag son cero se
llaman polinomios constantes.

(2) El grado de un polinomio p(z) = a,z" + a, 12" ' + - - - + ag, es el mayor
k tal que ay # 0. Al polinomio nulo no se le asigna un grado. El grado de
p(z) se denota por dp(z).

De manera analoga a la anterior, podemos definir polinomios sobre Z, R, Z,,
etc., los que denotaremos respectivamente Z[x|, Rlx|, Z,[z].
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Recordemos que dos polinomios p(z) = a,z" + a, 12" ' + -+ ag y q(z) =
byn®™ 4 bpp_12™ 1t 4 -+ + by son iguales siempre y cuando n = m y todos los
coeficientes respectivos sean iguales. Asi mismo, las operaciones se definen como
sigue:

p(x) + q(x) = (an + bp)a" + (an_1 + by_1)2™ "+ + (ao + bo),

aqui si n > m hacemos b, = 0 para m < k < n, y similarmente si m > n.
p(x) - q(x) = ' + aad' ™ + - 4 c,
donde
Cr — Z aibj = akbo + ak_1b1 + -+ aobk,
i+j=k
para k <l =n+m.
LEMA 2.1.

(1) Sip(x)+ q(x) #0, entonces (p(z) + q(x)) < maz{dp(x),0q(z)}.
(2) Sip(z) q(z) # 0, entonces O(p(x) q(x)) = Op(x) + dq(x).

De la definicion de las operaciones, se desprende que el polinomio nulo 0 ac-
tua sobre los polinomios igual que el niimero 0 sobre los enteros, vale decir, si lo
sumamos a cualquier polinomio p(x), la suma es igual a este ultimo. Por otra
parte, si lo multiplicamos por un polinomio, obtenemos 0. Es decir, el polinomio
nulo actua como un elemento neutro con respecto a la suma.

Algo similar se puede decir del polinomio 1, es decir aquel cuyos coeficientes
son todos 0, salvo ag que es 1. Si lo multiplicamos por cualquier polinomio p(z), el
resultado sera este ultimo. Es decir tiene el mismo comportamiento que el entero
1.

Si consideramos ahora el polinomio

—p<l’> - _anmn - an—lxn_l — - — Qo,
notaremos que p(z) + —p(z) = —p(x) +p(x) = 0, o sea, —p(z) es el equivalente del
inverso aditivo de los niimeros enteros.

Por 1dltimo, podemos observar que las operaciones entre polinomios tienen otras
de las propiedades de las operaciones entre enteros: tanto suma como multiplicacion
son asociativas y conmutativas, ademas, la segunda es distributiva respecto de la
primera.

2. Divisibilidad
Ya que contamos con una multiplicacion tan parecida a la de los nimeros en-

teros, es natural preguntarse hasta donde podemos repetir las ideas sobre divisibil-
idad que desarrollamos en el capitulo anterior. Como bien sabemos, podemos usar
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la misma definiciéon para divisibilidad entre polinomios que la usada para ntmeros
enteros.

DEFINICION 2.2. Sean p(z) y ¢q(x) dos polinomios. Decimos que p(x) divide a
q(z) si existe un polinomio r(x) tal que p(z) r(z) = ¢g(z). También decimos que
q(z) es un maltiplo de p(x). Denotamos este hecho por p(z) | q(z).

Ejemplo:

r+1]|2? -1, yaque (z+1)(z—1)=2>—1.

Otras propiedades de Q[x] y sus operaciones que son similares a las de los
enteros y de las clases residuales son:

TEOREMA 2.2.

(1) En Qlz] no hay divisores del cero.
(2) La multiplicacion en Q[z] verifica la ley de cancelacion.
(3) Las unidades de Q[z] son los polinomios constantes no nulos.

DEMOSTRACION.
(1) Sip(z) # 0y q(x) # 0, entonces I(p(z) q(z)) = Ip(x) + dq(z) > 0.
(2) Esto es consecuencia inmediata de 1).
(3) Sip(z)q(z) =1, entonces, en particular, 0 = d(p(z) q(x)) = Ip(x)+0q(z).
Luego dp(z) = dq(z) = 0, o sea, las unidades de Q[z] son polinomios
constantes no nulos.
Por otra parte, si dp(z) = 0, p(x) = ay # 0. Si tomamos ¢(x) = %,
tendremos p(x)q(z) = 1, o sea, todo polinomio constante no nulo es una

unidad de Q[z].
O
Obsérvese que el teorema también es cierto para R[z], sin embargo, sélo las dos
primeras son ciertas para Z[z]. Aqui las unidades son sélo los polinomios constantes
ly —1.
. Cuadles de estas propiedades seran ciertas en Zs[z|? (En Zg[x]?

TEOREMA 2.3. Algoritmo de la Divisién
Sean f(x) y g(x) polinomios en Q[x] y dg(x) > 1. Entonces existen dos unicos
polinomios q(x) y r(x) tales que

f(x) = q(x)g(x) +r(z)

r(z) =0 ¢ Or(z) < dg(x).
DEMOSTRACION. Consideremos el conjunto

S ={f(z) = p(z)g(z) : p(x) € Qlz]}.
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Si0 € S, entonces g(x) | f(z) y el teorema se cumple con r(z) = 0. En caso
contrario, los grados de los polinomios de S son un conjunto no vacio de enteros
positivos o 0. Este conjunto debe tener un menor elemento, luego existe un poli-
nomio r(x) € S que tiene grado minimal y tal que

r(z) = f(z) = q(x)g(),

para algin polinomio ¢(x), o lo que es lo mismo,

f(x) = q(z)g(x) + r(z).

Supongamos que r(x) # 0. Debemos demostrar ahora que dr(x) < dg(z).
Para una demostracion por contradiccion, sean

1
r(z) = epx™ 4 Cpo1x™ 4 -+ o,

g(x) = b"a"™ + by 12"+ - + by,
con ¢, # 0y b, # 0 y supongamos que m > n.
En este caso consideramos el polinomio

s(z) = r(ac)—cmbglxm*"g(x)
bn*1 m—1 bo
_l’ —_— . s .

b, by’

= ™ e ey — ™ —

cuyo grado es menor que el de r(x). Pero

r(z) = cmb, 2" "g(x) = f(x) = q(z)g(x) = cmb, 2™ g ()
f(@) = (q(x) + by, 2™ ")g(2) € .

Lo que contradice la minimalidad del grado de r(x), luego la suposicién es inco-
rrecta y m < n.

Para terminar la demostracién, debemos verificar que ¢(z) y r(z) son unicos.
Supongamos entonces que

f(@) = q(@)g(x) + ri(z) = (x)g(z) + r2(2).
o sea,
9(@)(1(x) — @2(x)) = r2(x) — 11 ().
Si estos polinomios no son nulos, entonces por el lema 2.1, el grado del de la derecha
es menor que n, en cambio el de la izquierda es mayor o igual que n, lo que es una

contradiccién, luego estos polinomios son nulos, es decir, r1(x) = r5(x) y como no
hay divisores del cero y g(z) # 0, ¢1(z) = ¢2(x). O

El algoritmo de la divisién no es cierto para Z[z|, el lector podréa facilmente verificar
que para f(z) = 2>+ 1y g(z) = 3x + 2, no se puede encontrar polinomios ¢(z) y
r(z) en Z[x] que verifiquen el teorema 2.3.
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Como es habitual, denotaremos por p(a) al nimero que resulta de reemplazar
la variable x en p(z) por el nimero a. p(a) se llama la evaluacion de p(z) en a.

DEFINICION 2.3. Un racional a es una raiz (o un cero) del polinomio p(x) siy
sélo si p(a) = 0.
TEOREMA 2.4. a es un cero de p(x) si y sdlo si x — a es un factor de p(x).

DEMOSTRACION. Aplicamos el teorema 2.3 a p(z) y & — a obteniendo

p(z) = q(z)(z — a) + r(z),
con Jr(z) < 1, o sea,
p(z) = q(x)(x — a) + 0,
para algin b € Q. Evaluando en a,
0= pla) = gla)(a —a) + b= b,

por lo tanto p(x) es un multiplo de = — a.

Reciprocamente, si x — a | p(z), entonces p(a) = q(a)(a — a) = 0. O

COROLARIO 2.5. Un polinomio de grado n > 0 tiene a lo mds n ceros.

DEMOSTRACION. La demostracién la haremos por induccién sobre el grado del
polinomio p(z).

Si Op(z) =1, p(z) = ax +b=a(z + %) y el tnico cero es —2.

Supongamos que todo polinomio de grado n tiene a lo mas n ceros y supongamos
que Op(x) = n+ 1. Si p(z) no tiene ceros, el teorema se cumple. Si a es un cero de

p(z), entonces p(x) = q(z)(xr — a), donde dg(z) = n. Luego los ceros de p(x) son a
y los ceros de ¢(z), por lo tanto hay a lo méds n + 1 ceros de p(z). O

TEOREMA 2.6. Sea p(z) = apx™+a, 12" '+ -+ajx+ag € Zlz]. Sia = l—c’ €Q,
donde (b,c) =1, es una raiz de p(x), entonces
blag y clay.
DEMOSTRACION. Como a es raiz de p(z),

b b b
p(a) = an(g)" + &nfl(g)n_l + .- alg -+ ag — 0

y multiplicando por ¢", tenemos
anb™ + ap_1 0" e+ - 4 arbc Tt 4 agc™ = 0.
O sea,
blab" '+ a, 16" e+ a ) = —apc”,
es decir, blagc™ y como (b, c) =1,
b|CLO.
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Analogamente,
c(ap 10"+ arhd® E + apd™ ) = —a,b”,
es decir, c|a,c" y como (b, c) =1,
clay,.

U

COROLARIO 2.7. Sea p(x) = 2" + ap_12" '+ -+ - +ag € Z[z], donde ag # 0. Si
p(x) tiene una raiz en Q, entonces esa raiz es entera y divide a ag.

DEMOSTRACION. Inmediato. O

EJERCICIOS 2.1. (1) Determine todos los racionales para los cuales el poli-
nomio p(x) = 7x? — 5x toma un valor entero.

3. Irreducibilidad sobre los Racionales. El Criterio de Eisenstein

DEFINICION 2.4. Un polinomio p(x) no constante se dice irreducible sobre Q[z]
si toda vez que p(z) = q(z) r(z), entonces o bien ¢(z) es una unidad de Q[z] o bien
r(z) es una unidad Q[z].

De manera andloga podemos definir polinomio irreducible sobre Z[z] o R[z],
etc.

TEOREMA 2.8. En Q|x] un polinomio es irreducible si y sdlo si no es el producto
de dos polinomios de grado menor.

OBSERVACION 2.1.

(1) Debe tenerse en cuenta que el concepto de irreducibilidad es relativo al
conjunto de polinomios del que estamos hablando, asi el polinomio 2% — 2
es irreducible sobre Q[z], pero no lo es sobre R[z] ya que aqui

2 —2=(z—V2)(zr +V?2),

y los dos tltimos no son unidades de R[z].
(2) Consideremos p(z) = 2z* — 4. Si bien p(z) se puede factorizar como
p(x) = 2(x* — 2), estos factores no tienen grado menor que el de p(z).
En general, si p(x) es irreducible sobre Q[z] y 0 # a € Q, entonces
a - p(x) es irreducible sobre Q|x].
(3) Todo polinomio de primer grado es irreducible sobre Q[z].

El concepto de polinomio irreducible es central en la teoria de polinomios ya
que ocupa dentro de ésta el lugar que tiene el de nimero primo en la teoria de
nimeros, resulta por lo tanto importante contar con métodos para determinar si
un polinomio es o no irreducible. Eso es lo que estudiaremos a continuacion.

TEOREMA 2.9. Sea p(z) € Q[z]| de grado 2 0 3. Entonces p(x) es irreducible si
y sdlo si p(x) no tiene un cero en Q.
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DEMOSTRACION. Si a es un cero de p(x), p(z) = q¢(z)(x —a) y O(x —a) =1 <
Op(z) y 0q(x) = Op(x) — 1 < Ip(x). Luego por 2.8, p(x) no es irreducible.

Reciprocamente, si p(z) no es irreducible, existen factores ¢(z) y r(x) de menor
grado que p(z), o sea, de grado menor que 3. Pero dq(z) + Or(xz) = 3, luego uno
de los dos factores es de grado 1, digamos, r(x) = ax + b, o sea, —g es un cero de
r(z) y por lo tanto también de p(x). O

DEFINICION 2.5. Sea p(x) = a,a"™ + -+ + ag € Zlz], p(x) es primitivo si y sblo
si (ag,...,a,) = 1.
LEMA 2.10. Dado un polinomio p(z) € Z|x], existe un unico polinomio primi-

tivo q(x) y un 1inico entero positivo ¢ tales que p(x) = cq(x).

DEMOSTRACION. Es obvio que basta tomar ¢ = (aq, ..., a,) v factorizar c¢. El
polinomio resultante sera primitivo. 0
Obsérvese que en el teorema anterior, p(x) y g(z) tienen el mismo grado.

LEMA 2.11. El producto de dos polinomios primitivos es primitivo.
DEMOSTRACION. Sean
p(r) = apx"+---+ag
q(r) = bpx™+ -+ by
p()q(z) = Cpgn?™ T+ + o,

donde ¢; se define como arriba.
Supongamos que p(z)g(x) no es primitivo. Entonces existe un nimero primo p
tal que p | ¢;, para 0 < i < m+n.

Pero como (ag,...,a,) = 1y (by,...,b,) = 1, existe el menor j y el menor k
tales que p{a; y p{ by, y como p es primo, p { a;bg.
Ahora bien,

Citk = objr + arbjyp—1 + -+ aj_1bpp1 + ajby + ajp1bp—1 + -+ ajibo,
luego
ajby = Cjpp — aobjpp — arbjpp—1 — -+ — aj_1bpp1 — ajp1bp_1 + - — ajqrbo.

Como p | a; para i < j,p | b; para ¢ < k y por hipétesis p | ¢+, todos los
términos del lado derecho son divisibles por p, luego a;b; también lo es y esto es
una contradiccién. 0

TEOREMA 2.12. Lema de Gauss
Sea p(x) € Z[z], Op(x) > 0. Si p(x) es irreducible en Q[z], entonces p(x) también
es irreducible en Z|x].
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DEMOSTRACION. Supongamos que p(z) = q(z)r(z), para ciertos polinomios
q(z),r(z) € Q[z] tales que dq(z),dr(x) < dp(z). O sea,

_(Megk oy 0N Cm O S

Multiplicando por a = [by, . .., b|[do, - - . , dn], Obtenemos
a-p(r) = (a;ﬂk"’"""%)(C;nxmﬂL'--ﬂLCg),

donde los dos polinomios de la derecha, llamemoslos ¢'(x) y 7'(x), estdn en Z[z].
Por el lema 2.10 existen enteros positivos b, ¢ y d y polinomios primitivos p(z),

i(z) ¥ #(), tales que p(z) = b- §(z), ¢(z) = ¢ d(z) ¥ /() = d - #(z). Luego
a-p(x) = ab-p(x) = cd - 4(x)7(z),
pero por el lema 2.11 §(z)7(x) es primitivo y p(x) también lo es, luego
ab = cd,
por la unicidad de las constantes del lema 2.10, es decir,
p(x) = §(z)7(2),
pero entonces, multiplicando por b,
p(x) = b-p(x) = bj(x)7(z),
vy b-q(x), 7(z) € Z]x], o sea, p(x) se descompone como producto de polinomios de

menor grado en Z[x]. O

Ejemplo

Demostrar que p(x) = 2* — 222 + 8z + 1 es irreducible sobre Q[z].

Supongamos que p(z) = ¢(z) r(x). Si dr(x) = 1, p(z) tiene un cero en Z que
divide a 1. Luego ese cero debe ser 1. Pero observamos que p(1) = 8 # 0y
p(—1) = =8 # 0, luego ni 1 ni —1 son ceros de p(x), es decir, el grado de r(x) no
puede ser 1. En ese caso, la tnica posibilidad es que p(z) se factorize como

p(z) = (2 +az +b)(2° + cx +d) = 2" + (a + ¢)z® + (b+ d+ ac)z® + (be + ad)x + bd,

es decir,

a+c = 0
b+d+ac = -2
bc+ad = 8
bd = 1.
La ultima ecuacién implica que o bien b = d = 1, o bien b = d = —1 y reemplazando

en la ecuaciéon anterior, obtenemos a + ¢ = £8 # 0, lo que es una contradiccion.
Por lo tanto p(x) no se puede descomponer como producto de polinomios de menor
grado luego es irreducible.
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El siguiente es uno de los teoremas mas poderosos para determinar la irreduci-
bilidad de un polinomio.

TEOREMA 2.13. Criterio de Eisenstein

Sean p(r) = a,z" + ap_12" 1+ -+ - +ag € Zlx] y p un nimero primo. Sipta,,
p | ai, para 0 <i <n yp*{ag, entonces p(x) es irreducible en Q[z].

DEMOSTRACION. Por el teorema 2.12, basta ver que p(z) es irreducible en Z][x].
Supongamos entonces que p(z) no es irreducible. Entonces

P() = (bnx™ + b1 2™ 4 - 4 bo) (erz® + o2+ ),
en donde m < n y k < n. Entonces
ag = boco,

y como p | ag, p | by o bien p | ¢y pero no a ambos ya que p* { ag. Digamos que
pleoyptbo.

Por otra parte, como p{ a, = by, Pt by y D1 Ck.

Sea r el menor indice i tal que p t ¢;. Por la discusién anterior, tal indice existe
y 0 <7 < k. Obsérvese que ésto significa que p | co,...,p | ¢r_1.

Por lo tanto si consideramos

Qr = bOC’r +bic1+ o+ brCOa

como p 1 byc,., pta,, pero por hipétesis, esto sélo puede ocurrir si r = n, lo que es
una contradiccion. 0

Ejemplos
(1) Considere el polinomio p(z) = 3z* + 6z* + 4z + 2. Entonces p(z) es
irreducible al aplicar el criterio de Eisenstein con p = 2.
(2) Asi mismo, ™ — p es irreducible para todo entero positivo n y primo p.
(3) Si p es primo, el polinomio p(x) = 2P~ + P2+ ...+ 1+ 1, es irreducible.
El criterio de Eisenstein no puede ser aplicado directamente en este
caso. Sin embargo si notamos que

P —1

z 1’
q($)=¢(x+1):(‘“Fl)p—l:x“r( )xp_1+"'+(]19)x+1—1

r+1-—1 T

:a:p_1+<jlj)xp_2~l—---+(p£2)$—|-p.

35

p(z) =

y consideramos

— 3




Es claro que ¢(z) es irreducible por el criterio de Eisenstein. Si ¢(x) fuese
reducible, ¢(z) también lo serfa.

EJERCICIOS 2.2. (1) Diga si los siguientes polinomios son irreducibles so-
bre Q.
(a) 23 +32% —x — 3,
(b) 23+ 32> —x+ 3,
(c) 22° + 62* — 122 + 15,
(d) z* + 4.

Unica

4. Teorema de Factorizacién Unica

Si bien en el caso de dos polinomios p(z) y ¢(x) en Qx| existen divisores co-
munes, no podemos hablar de un “méaximo comun divisor” por la sencilla razén
de que los polinomios no estan bien ordenados, al menos no de una manera obvia.
Podemos entonces pensar en el polinomio de mayor grado que es divisor comin de
los dos polinomios p(z) y g(z). Resulta obvio que el concepto anterior no estd bien
definido, consideremos el ejemplo siguiente:

p(x) =22+ +22+1 y q(x)=22"+uz.

Un simple calculo nos permitird determinar que 2x + 1 divide a ambos polinomios
y que ninguin polinomio de grado mayor los dividird a ambos (por ejemplo, p(z) no
tiene més ceros que —3 y ¢() sf los tiene). Sin embargo este polinomio no es tnico
ya que, por ejemplo, = + % tiene el mismo grado y también es un divisor comun de
p(z) v q(z). De hecho, dado a € Q, a # 0, el polinomio 2ar + a es un divisor
comun de p(z) y ¢(x) del mismo grado. De entre todos estos (infinitos) polinomios,
podemos individualizar uno, aquel cuyo primer coeficiente es 1.

DEFINICION 2.6. El polinomio p(z) = a 2™+ ap_12" 1 + -+ - +ag € Q[z] se dice
monico si y sélo si a, = 1.
LEMA 2.14. El producto de polinomios mdnicos es monico.

DEFINICION 2.7. Definimos el mdzimo comin divisor de los polinomios p(z)
v q(z) en Q[z], MCD(p(z), ¢(x)), como el polinomio ménico de mayor grado que
divide a ambos polinomios.

Veremos a continuacién que esta definicion tiene sentido, es decir, dados dos
polinomios no nulos, su maximo comun divisor siempre existe. Mas atin, veremos
que éste tiene muchas de las propiedades del maximo comun divisor para nimeros
enteros.

TEOREMA 2.15.
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(1) Si p(x) y q(x) pertenecen a Qlz], entonces MCD(p(x),q(x)) es el poli-
nomio monico de grado mds pequeno que puede escribirse como o(z)p(x)+

B(x)q(x), donde a(x), 5(x) € Qlx].

(2) Cualquier divisor comin de p(x) y q(z) divide a MCM(p(x),q(x)).

(3) Sir(x) es un divisor comin de p(z) y q(z) del mismo grado que
MCM(p(x),q(x)), entonces eziste a € Q tal que r(z) = aMCD(p(x), q(z)).

DEMOSTRACION. Sélo demostraremos 1) ya que 2) y 3) son inmediatas. Para
este efecto consideremos

S ={r(x) € Q] : r(z) = a(z)p(x) + f(x)q(z), a(z), 5(z) € Qlz] y Ir(z) = 0}.
Consideremos un polinomio de grado minimal que pertenezca a este conjunto. Si
dividimos por el coeficiente de mayor indice, obtendremos un polinomio moénico de
grado minimal que pertenece a S. Este debe ser tnico ya que si di(z) y da(x) son
dos tales polinomios, d;(z) — dz(x) € S es un polinomio de menor grado.

Denotémos d(x) al iinico polinomio ménico de grado minimal en S. Demostraremos
a continuacion que d(z) = MCD(p(z), ¢(x)). La demostracién sigue fielmente las
ideas usadas en el teorema andlogo para Z (ver teorema 1.5).

Por el algoritmo de la divisién, si d(x) no divide a p(z), existen polinomios

r(z),s(z) € Q[z] tales que Or(z) < dd(z) y
p(x) = s(z)d(z) + r(z).
pero entonces
r(z) = plz) —s(x)d(z)
= px) = s(@)[a(z)p(z) + B(x)q(x)]
= [1=s(@)a(z)lp(z) — s(z)B(x)q(z) € S,

como r(z) # 0, ésto contradice la minimalidad del grado de d(z), por lo tanto
r(z) =0y d(z) | p(x).

Analogamente, demostramos que d(x) | g(x).

Para verificar que d(z) es el polinomio de mayor grado que divide a p(x) y q(z),
basta notar que si 7(z) es otro divisor comun, entonces divide a todos los elementos
de S, en particular divide a d(x), y por lo tanto Or(x) < dd(x). O

TEOREMA 2.16. Si p(z) es irreducible sobre Q[z] y p(z) | r(x)s(x), entonces
p(x) | r(z) o bien p(z) | s(z).
DEMOSTRACION. Supongamos que p(z) { r(x). Entonces, como p(x) es irre-
ducible, MCD(p(z),r(z)) = 1. Luego existen «a(z), 3(x) € Q[z] tales que
1 = az)p(x) + B(z)r(z)
s(x) = a(z)p(z)s(z) + B(z)r(z)s(z)
s() = [a(x)s(x) + B(z)q(x)]p(x),
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donde ¢(x)p(x) = r(x)s(x). Por lo tanto p(x) | s(x). O

OBSERVACION 2.2. Algoritmo de Euclides
El lector puede comprobar que el maximo comun divisor entre dos polinomios
puede encontrarse usando ezactamente el mismo algoritmo de Euclides que se uso
en el capitulo 1.

El siguiente teorema, el mas importante de esta seccion, nos indica el rol de los
polinomios irreducibles dentro de la teoria de polinomios.

TEOREMA 2.17. Teorema de Factorizacién Unica
Todo polinomio no nulo en Qx| se puede factorizar como una constante por un
producto de polinomios monicos irreducibles. Tal factorizacion es unica salvo por
el orden de los factores.

DEMOSTRACION. Haremos la demostracién por induccién sobre el grado del
polinomio p(x).
Si dp(z) =1, p(x) = ax + b, donde a # 0, entonces

pr) = afa + ),

y como sabemos, los polinomios de primer grado son irreducibles.

Supongamos entonces que el teorema es valido para polinomios de grado menor
que dp(z) = n.

Si p(x) es irreducible, factorizamos por el coeficiente del término de mayor
grado, como en el caso de primer grado.

Si no, existen polinomios p;(z) y pa(x), de grado menor que n, tales que p(z) =
p1()p2 ().

Por hipétesis de induccién, existen constantes a y by polinomios ¢;(x), . .., qx(x)
y (), ..., rm(x) tales que

y por lo tanto
p(x) = abgi(x) - - qr(x)ri(z) - - (),
que es lo que queriamos demostrar.
Para demostrar unicidad, supongamos que

aqr(x) - qr(z) = bri(x) - ().
son dos descomposiciones de p(z).

En primer lugar, como todos los polinomios son moénicos, a = b y lo podemos
cancelar. Ademas ¢;(x) | r(x) - r,(z), y por el teorema 2.16, existe algun i tal

que
q(z) | ri(z).
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Como el orden de los factores no interesa, podemos suponer que ¢ = 1. Ahora bien,
r1(z) es irreducible y monico, por lo tanto

@ (x) = ri(z).
Cancelando,
@) - qe(x) = ro() - - - T ().

Vemos que si aplicamos el procedimiento anterior un ntimero finito de veces, se
cancelan todos los polinomios, luego & = m y para i < m, ¢;(z) = r;(z), lo que
completa la demostracion de unicidad de la descomposicion. 0

EJERCICIOS 2.3. (1) Encuentre el maximo comun divisor de los siguientes
pares de polinomios y expreselo como combinacién de ellos.
(a) p(x) = 223 — 422 +Jc+2yq() -2 -z -2,
() plx) =2+ 2>+ 2>+ +1 y qlz) =2% -1,
(c) pla) =2 —2+4 y qx) =2 +r+1,
(d) pz)=a3—1y qla)=2°—a* + 23 -2 + 2 — 1.
(2) Demuestre el Teorema 2.17 usando el principio de Buen Orden sobre el
grado de p(z).

5. Irreducibilidad sobre los reales y los complejos

Como vimos en la seccién 2, la irreducibilidad de un polinomio depende del
conjunto de referencia, es decir, del conjunto del cual estamos tomando los coefi-
cientes. Asi 22 — 2 es irreducible si lo consideramos como un polinomio en Z[z] o
Qlz], pero no lo es si lo consideramos como polinomio en R[z] o C[z].

En secciones anteriores hemos visto lo que sucede a polinomios sobre Q, veremos
ahora que podemos describir explicitamente todos lo polinomios sobre R y sobre
C que son irreducibles. Esto se logra usando un teorema muy importante cuya
demostracion requiere de herramientas matematicas mas avanzadas que las que
disponemos. La primera demostracién la di6 Gauss en 1799.

Supondremos en esta seccion que el lector esta familiarizado con los conceptos
elementales acerca de los nimeros complejos, asi como su aritmética. Usaremos
también en forma algo arbitraria algunos teoremas que hemos demostrado en el
contexto de los polinomios sobre QQ, pero que también son validos aqui. Invitamos
al lector a revisar las demostraciones y verificar esta afirmacion.

TEOREMA 2.18. Teorema Fundamental del Algebra
Todo polinomio no constante de Clz| tiene una raiz en C.

COROLARIO 2.19. Un polinomio es irreducible sobre Clz| si y sdlo si es de
primer grado.
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DEMOSTRACION. Si p(x) € C[z] es de grado mayor que 1, como tiene una rafz,
por el teorema 2.4, que también es valido para polinomios sobre C, p(z) no es
irreducible. Es claro que los polinomios de primer grado son irreducibles. 0

COROLARIO 2.20. Todo polinomio p(x) € Cz] de grado n se puede escribir en
la forma
p(z) =clex —a)(r —az) - (z — ay),
donde c,al,as...,a, € C. Esta descomposicion es unica salvo por el orden de los
factores.

DEMOSTRACION. Por el teorema 2.17, que también es valido para polinomios
sobre C y por el corolario anterior, p(z) se descompone como producto de factores
lineales

p(z) = (x4 c1) - (b + ¢p),
donde por consideraciones sobre el grado del producto, debe haber n factores. Por
ultimo, factorizando los coeficientes b; y haciendo a; = _1%7 llegamos a la forma
indicada. O

Debe observarse que los niimeros complejos a; del corolario anterior no son
necesariamente distintos. También es obvio que cada uno de ellos es una raiz del
polinomio. Resumimos esto en el siguiente corolario.

COROLARIO 2.21. Un polinomio p(x) € Clz] de grado n tiene exactamente n
raices complejas considerando las repeticiones.

Estudiaremos ahora los polinomios irreducibles sobre R]z].
LEMA 2.22. Sip(z) € Rlz] y a+ bi es una raiz compleja de p(x), entonces su
conjugado a — bi también es una raiz de p(x).

DEMOSTRACION. Recordemos que si z; y z» son complejos entonces sus conju-
gados verifican
Nlt=21+ 2 Y 21 =2 2,
por lo tanto, si
— n n—1
p() = apz™ + ap_12" " + -+ a1z + ag
y z = a + bi es una raiz de p(z),

0=0=p(2) =@2" +Tu1z"" + -+ @Z + G,

pero como los a; son reales, a; = a;, luego

0= ]9(2) = CLnE” + an_lz”—l +d @z ag = p(z)7
por lo tanto Z = a — bi también es raiz de p(z). .

TEOREMA 2.23. Un polinomio p(x) € R|x] es irreducible sobre R[z] si y sdlo si
se verifica una de las siquientes condiciones:
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(1) p(x) es de primer grado o
(2) p(z) = az® + bx + ¢, donde b* — 4ac < 0.

DEMOSTRACION. Es obvio que los polinomios de primer grado son irreducibles.
Si p(x) es del tipo indicado en (2), sabemos que tiene dos raices complejas conju-
gadas a y @ luego

p(z) = alz — a)(z — @),
y como esta descomposicién es unica en C[z], p(z) no puede descomponerse como

producto de otros factores en R[z|. Luego ambos tipos de polinomios son irre-
ducibles sobre R]z].

Veamos ahora que si p(x) no es de esa forma, entonces es reducible.

Si p(x) = az® + bx + ¢ y b* — 4ac > 0, entonces p(x) tiene dos raices reales a; y
as luego p(z) = a(x —ay)(x — ag), luego p(x) no es irreducible sobre R|x]. Podemos
entonces concentrarnos en polinomios de grado mayor que 2.

Supongamos que d(p(x) > 3. Por el teorema 2.18, p(x) tiene una raiz compleja
a = a+ bi y por el lema anterior, @ = a — bi es también una raiz de p(z), por lo
tanto

p(x) = (z = (a + bi))(x — (a = bi))h(x),

donde h(z) € Clz] y d(h(zx)) > 0.

Observamos ahora que

g(x) = (x — (a+bi))(x — (a — bi)) = 2* — 2ax + (a* + b?),
o sea, g(z) € R[z] y
p(x) = g(x)h(z). ()

Hacemos notar ahora que el algoritmo de la division también es vélido para
polinomios en Rlz] y en C[z].

Entonces, lo aplicamos primero en R[z]. Dados p(z) y g(x) existen polinomios
unicos ¢q(z) y r(x) en R[z] tales que

p(x) = g(x)q(x) + r(z), ()

con r(z) =00 d(r(x)) < d(g(z)).

Observemos que p(z), g(z), ¢(x) y r(z) pueden considerarse polinomios en C[z],
luego comparando (*) y (*%), si aplicamos la unicidad del cuociente y el resto en
algoritmo de la divisién en C[z], tenemos

h(x) = q(x) € Rlz].
Por lo tanto p(z) no es irreducible. O

COROLARIO 2.24. Todo polinomio p(z) en R[z| de grado impar tiene una raiz
real.

41



DEMOSTRACION. Por el teorema 2.17, que también es valido para polinomios

en Rix],
p(z) = p1(x)pa(r) - - - pr(7),

donde los polinomios p;(x) son polinomios irreducibles en R[z], luego de grado 1 o
2.

Como

I(p(x)) = O(p1(x)) + O(pa2(x)) + - - - + O(px())

es impar, uno de los factores p; tiene que ser de primer grado, luego p(x) tiene una
raiz en R. 0]

EJERCICIOS 2.4. (1) Verifique que todos los teoremas sobre polinomios en
Q[z] usados en esta seccién para polinomios sobre R[z] y C[z], son también
validos en estos contextos.
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CAPITULO 3

Anillos

En este capitulo desarrollaremos algunos aspectos de una teoria general que
englobe a todos los ejemplos que hemos visto en los capitulos anteriores, a otros
que el lector ha estudiado en distinto contexto y nuevos ejemplos de conjuntos
dotados de operaciones con las que se puede desarrollar una aritmética similar a la
de los ntimeros enteros.

1. Definiciones y Ejemplos

DEFINICION 3.1. Un anillo es un conjunto no vacio A dotado de dos operaciones
que denotamos + y - que satisfacen las siguientes condiciones:
a)
(a+b)+c=a+(b+c¢)
b) Existe un elemento 0 € A, al que llamaremos neutro aditivo de A, tal que
para todo a € A,
a+0=0+a=a
c) Para cada a € A existe b € A tal que

a+b=b+a=0

Demostraremos después de los ejemplos que tal elemento es tnico. Lo
llamaremos inverso aditivo de a y lo denotaremos —a, asimismo, abre-
viaremos la expresién a + (—b) por a — b.

d)
a+b=b+a
e)
(@a-b)-c=a-(b-c)
f)
a-(b+c)=a-b+a-c
(b+c)-a=b-a+c-a
Si ademas
a-b=">-a,
el anillo se dice conmutativo. 1 Si existe un elemento 1 € A tal que
a-1=1-a,
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el anillo se dice unitario. Al elemento 1 lo llamaremos neutro multiplicativo de A.

Como veremos en los ejemplos, sobre un mismo conjunto A puede definirse
distintas operaciones y, por lo tanto, obtener distintos anillos. Debemos entonces
explicitar las operaciones sobre A de las que estamos hablando, asi en estricto
rigor, un anillo es un triple (A, +,-). Sin embargo, es habitual hablar del anillo
A cuando no hay posibilidad de confusién respecto de las operaciones de las que
estamos hablando.

Seguiremos la convencién de escribir ab en lugar de a - b.

EJEMPLOS 3.1. (1) En los dos capitulos anteriores hemos estudiado los
ejemplos clasicos de anillos. Todos ellos son conmutativos y unitarios.
Los enteros (Z,+, -).
Las clases residuales (Z,, ®, ®, ).
Los polinomios (Q[z], +, -). También Z[z], R[z], etc.
(2) Los anillos de nimeros Q,R y C dotados de las operaciones habituales.
(3) Definimos 27Z = {2n : n € Z} y lo dotamos de la suma y producto de Z.
Este es un anillo conmutativo y no unitario.
Analogamente, para cualquier entero positivo n podemos definir el
anillo nZ.
(4) Dado un anillo cualquiera A, podemos generalizar el trabajo del Capitulo
2 y definir el conjunto A[z] de los polinomios sobre A.

Alr] = {aps" + ap_12" '+ ---+ay : n€N, ag,ay,...,a, € A},

y las operaciones se definen como para polinomios sobre Q. A[z] es el
anillo de los polinomios sobre A.

(5) El conjunto Ms(R), de las matrices cuadradas de orden 2, con las opera-
ciones de suma y producto matricial habituales, es un anillo no conmuta-
tivo y unitario, donde

-(10) 1-(30)

(6) El siguiente ejemplo requiere de ciertas nociones elementales de célculo.
Consideramos el conjunto C[0, 1] de todas las funciones continuas

f:[0,1] — R,
donde las operaciones f 4+ gy f - g estan definidas punto a punto:

(f+9)(x) = [flz)+g(x)
(f-9)(x) = [flx)g(x).
Este es un anillo no conmutativo y unitario. ;Cudles son sus neutros
aditivo y multiplicativo?
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(7) Los llamados enteros de Gauss, Z[i] = {m + ni : m,n € Z}, con las
operaciones habituales de los niimeros complejos es también un anillo.

(8) Consideremos ahora el conjunto Z de los niimeros enteros pero con nuevas
operaciones definidas como sigue:

a®b = a+b
a®b = 0

(9) Definimos Z x Z = {(a,b) : a,b € Z} con operaciones por coordenadas, es
decir,

(a,b) + (¢,d) = (a+c,b+d)
(a,b) - (c,d)) = (ac,bd).

7 x 7. asi definido es un anillo.

Resulta obvio que este ejemplo es un caso particular de una con-
struccion mucho mas general. Dados dos anillos cualquiera A y B, pode-
mos definir el anillo A x B, llamado el producto directo de A y B, con las
operaciones definidas de manera analoga a la anterior.

TEOREMA 3.1. En todo anillo A se verifica:

(1) 0 es el tnico elemento de A con la propiedad que lo define, es decir, si

para todo a € A, a+c=c+ a = a, entonces c = 0.

El inverso aditivo de a es unico.

a0 =0a=0

a(—b) = (—a)b = —(ab)

(—a)(=b) = ab

—(—a) =

Si A es unitario, 1 es el unico elemento de A con la propiedad que lo
define, es decir, si para todo a € A, ac = ca = a, entonces ¢ = 1.

(8) Si A es unitario, (—1)a = —a.

(9) (a+ b)* = a® + ab + ba + b

~—

S

(2)
(3)
(4)
(5)
(6)
(7)

DEMOSTRACION.

(1) Si para todo a € A, a+ ¢ = c+ a = a, entonces, en particular para a = 0,
0=0+c=c

La primera igualdad se verifica por hipétesis y la segunda es por la definicion
de 0.

45



(2) Supongamos que a tiene dos inversos aditivos b y ¢. Entonces

b = 0+0
= b+ (a+c)
= (b+a)+c
= 0+c

= C.

Luego el inverso es tnico. Obsérvese que es esta unicidad la que nos
da derecho a hablar de el inverso aditivo de a. El lector debe revisar
cuales reglas de la definicién de anillo se ha usado en cada linea de la
demostracion.

a0 = a(0+0)
a0 + a0

sumando —(a0) a cada miembro de la ecuacién anterior, tenemos

—(a0) +a0 = —(a0)+ (a0 + a0)
0 = (—(a0)+ a0)+ a0
0 = 0+a0
0 = a0,

lo que termina la demostracion. De manera analoga se demuestra que
0 = Oa.
(4) Observemos que

ab+a(=b) = a(b+ (-D))

= a0
= 0.
Analogamente, a(—b) +ab = 0, es decir, a(—b) es un inverso aditivo de ab,
pero éste es unico, luego a(—b) = —(ab).
De la misma manera, (—a)b = —(ab), luego son todos iguales entre si.
(5) La demostracién es anédloga a la anterior.
(6) Idem.
(7) Idem.
(8) Idem.
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(a+b)? = (a+b)(a+b)
= a(a+0b)+b(a+Db)
= aa+ ab+ ba + bb,

que es lo que queriamos demostrar.

O

Recordaremos aqui un concepto que introdujimos en capitulos anteriores pero
ahora dentro de este contexto més general.

DEFINICION 3.2.

(1) Decimos que a € A es divisor del cero si a # 0 y existe b # 0 tal que
ab = 0.

(2) Un anillo conmutativo que no tiene divisores del cero es un dominio de
integridad o simplemente un dominzo.

(3) En un anillo unitario A con neutro multiplicativo 1, decimos que un ele-
mento u es una unidad si existe un elemento v talque

uv = vu = 1.

Tal elemento se llama inverso de u. El conjunto de todas las unidades de
A se denota A*.

Ya hemos visto ejemplos de anillos que son dominios, Z, Zs y Q|z], y otros de
anillos conmutativos que no son dominios, por ejemplo, Zj.

Los anillos no conmutativos también pueden tener divisores del cero. Conside-
remos por ejemplo el anillo My(R). Aqui

(00) (5 7)=(03),

luego estas matrices son divisores del cero.
En Z, las unicas unidades son 1 y -1. En general, en cualquier anillo unitario,
el neutro multiplicativo 1 es una unidad.

EJERCICIOS 3.1. (1) Diga cuéles de los siguientes conjuntos son un anillo
con respecto a las operaciones habituales.
(a) {m +nv2:m,n €7},

{m+n\7§+{‘/§:m,n€Z},
{Z:m,ne€Z, (mmn)=1 yn esimpar},
{Z:me€Z,r>1, p un primo fijo},
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(2) En Z x Z definimos las siguientes operaciones.

(a,b) + (¢,d) = (a+c,b+d)
(a,b) - (¢,d)) = (ac+bd,ad+ bc+ bd).

Verifique que este es un anillo conmutativo. ;Es este un dominio de inte-
gridad?
(3) En Z definimos las nuevas operaciones:

a®b = a+b-1
a®b = a+b—ab

Verifique que este es un anillo conmutativo y unitario. Encuentre sus
neutros aditivo y multiplicativo. ;Es este un dominio de integridad?
(4) Verifique que los siguientes conjuntos de nimeros enteros, con las opera-
ciones habituales, satisfacen todos los axiomas de anillos excepto uno.
(a) El conjunto de todos los ntiimeros impares més 0.
(b) El conjunto de todos los enteros no negativos.
(5) Dé dos ejemplos de anillos unitarios en los que 1 = —1.
(6) Encuentre todas las unidades de los anillos
(a) Zlx] y Qlal,
(b) Zs, Zg, Z1, Z12 y en general, Zy,
(C) MQ(R)
(7) Haga los detalles de la demostracién de las partes (6) y (7) del teorema
3.1.
(8) Demuestre que el inverso de una unidad es tnico y que también es una
unidad.
(9) Demuestre que las unidades se pueden cancelar, es decir, si u es una unidad

y
ua = ub o bien au = bu,

entonces a = b.

2. Subanillos e Ideales

En la seccion anterior vimos ejemplos de anillos que estan contenidos en otros

anillos mas grandes, por ejemplo, Z estd contenido en Q. Formalizaremos aqui
estas ideas.

2.1. Definiciones y Ejemplos.
DEFINICION 3.3. Si A es un anillo, un subconjunto no vacio B de A es un

subanillo de A siy sélo si B dotado de las mismas operaciones de A restringidas a
B es un anillo. Escribimos en este caso B < A.
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TEOREMA 3.2. B es un subanillo de A si sélo si BC A, B# () y B es cerrado
bajo la diferencia y el producto, i.e., para todo x,y € B,

r—yebB yxyeB.

DEMOSTRACION. Que la primera afirmacién implica la segunda es obvio.
Supongamos entonces que para todo z,y € B,x —y € B y xy € B.
Como B no es vacio, tomemos a € B. Por la primera propiedad,

0=a—a€ B,
es decir, B tiene elemento neutro. Ademas, usando nuevamente la primera propiedad,

—a=0—a€ B,
o sea, B contiene los inversos aditivos de todos sus elementos. Por tultimo, para
todo a,b € B

a+b=a—(-b) € B,
o sea, B es cerrado bajo la suma. Como por hipdtesis B también es cerrado bajo
el producto, las operaciones estan bien definidas.
Observemos ahora que las propiedades de asociatividad de la suma y del pro-

ducto, la conmutatividad de la suma y la distributividad del producto sobre la

suma se verifican en todo el anillo A, luego con mayor razén se verifican sobre
B. Por ultimo, como vimos antes, el neutro 0 € B y B es cerrado bajo inversos

aditivos. Por lo tanto, B es un anillo. O
EJEMPLOS 3.2. () Z<Q<R<LC.
(2) Para cualquier entero positivo k, kZ < Z.
(3) 2l <
(4) {0,2} < < Z4
(5) Todo anillo A tiene por lo menos dos subanillos, {0} y A.
(6) Definimos

Q[V3] = {a+bV3:a,beQ}.
Entonces Q[v/3] < R.

DEFINICION 3.4. Si A es un anillo, un subconjunto no vacio Z de A es un ideal
de A siy sélo si

(1) Para todoab€Z,a—beZ.
(2) Paratodoae€eZyre A,areZyracl.

Obsérvese que todo ideal de A es un subanillo. El reciproco no es cierto, por
ejemplo, Z es un subanillo de QQ, pero no es ideal de Q ya que

2
BEZyBE@ pero 3 - — :—géZ
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EJEMPLOS 3.3. (1) El ejemplo clasico de ideal de Z es kZ para algtin en-
tero positivo k.
(2) Sea Z = {p(x) € Q[z] : el término constante de p(x) es 0}. Entonces 7 es
un ideal de Q[z].
(3) Z x {0} es un ideal de Z x Z.
(4) A ={(n,n) :n € Z} es un subanillo de Z x Z que no es un ideal de Z x Z.

El siguiente lema es a veces 1til, su demostraciéon es obvia.
LEMA 3.3. SiZ es un ideal del anillo unitario A y 1 € I, entonces T = A.

2.2. Ideales Principales e Ideales Maximales. El siguiente teorema nos
dice que la interseccién de (un conjunto arbitrario de) ideales de un anillo es también
un ideal.

TEOREMA 3.4. Si para cada j € J, I; es un ideal, entonces T = ﬂjGJIj €s un
1deal.

Resulta natural preguntarse si la union de ideales es o no un ideal. El siguiente
ejemplo demuestra que ni siquiera la unién de sélo dos ideales tiene que ser un

ideal.

Consideremos los ideales 2Z y 37Z de Z. Entonces como 2, 3 € 27 U 3Z, si éste
fuera un ideal,

1=3-2€2ZU3Z,

ya que los ideales son cerrados bajo diferencias, pero 1 ¢ 27 U 3Z, luego 27 U 3Z
no es un ideal de Z, de hecho ni siquiera es un subanillo de Z.

DEFINICION 3.5. Si X C A, llamamos ideal generado por X al menor ideal de
A que contiene a X. Lo denotaremos (X).

Si X = {a} el ideal generado por X se llama ideal principal generado por a y
se le denota (a).

Es facil ver que si X C A entonces el ideal de A generado por X siempre existe,
para ello basta considerar

ﬂ{I: Z esideal de Ay X CT}.

Por el teorema 3.4 esta interseccién es un ideal que obviamente contiene a X.

TEOREMA 3.5. Si A es un anillo conmutativo y unitario, entonces el ideal
principal generado por a es

(a) ={xa:z € A}.

DEMOSTRACION. Sea Z = {za: x € A}.

Es claro que Z # () ya que a = 1la € Z.

Siu = xay v = yason elementos de Z, entonces u—v = za—ya = (x—y)a € L.

Siu=za €Zybec A, entonces bu = ub = b(xa) = (bxr)a € Z, yaque bx € Z, o
sea, Z es un ideal de A que contiene a a. Es claro que cualquier ideal que contenga
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a a, deberd contener a Z, luego este es el ideal mas pequeno que contiene a a, es
decir, 7 = (a). O

TEOREMA 3.6.

(1) Todos los ideales de Z son principales.
(2) Todos los ideales de Q[z] son principales.

DEMOSTRACION. Probaremos sélo (1) ya que la demostracién de (2) es total-
mente analoga.

Sea Z un ideal de Z. Si Z = {0}, entonces I = 0 Z es un ideal principal.

Si no, existe a € Z, a # 0, podemos suponer que a es positivo pues si no lo es,
su inverso, que también pertenece a Z, es positivo. Por lo tanto

acA={meI:m>0}

Es decir, A es un conjunto no vacio de enteros positivos y, por lo tanto, tiene
un menor elemento al que llamaremos n.

Demostraremos ahora que todo elemento de Z es un multiplo de n.

Sea m € Z. Por el algoritmo de la divisién, existen enteros ¢ y r, donde
0 < r < n,tales que

m=nq-+r.
Supongamos que 7 # 0. Entonces por la definicion de ideal, comon € Z, ng € I y
por lo tanto
O<r=m-—nqgel.

Pero esto contradice la minimalidad de n. Luego r = 0 y m es un multiplo de
n. 0

El lector podria quedarse con la idea de que todos lo ideales de cualquier anillo
son principales, en efecto, no hemos dado todavia un ejemplo de un ideal no prin-
cipal.

Ejemplo
Consideremos el anillo Z[x] y el ideal generado por {2,z}. Es fdcil comprobar

que
({2,2z}) = {2p(x) + zq(7) : p(x), q(z) € Z[x]}.

En particular esto implica que, ({2, 2}) # Z[x]}, ya que, por ejemplo, 1 ¢ ({2, z}).
Supongamos que ({2, z}) es principal. Entonces existe un polinomio p(z) € Zx]

tal que
{2, 2}) = (p(x)).

Como 2 € ({2,x}), p(x) | 2, lo que implica que p(x) es un polinomio constante.
Es maés, o bien p(z) =1 o p(z ) 2.

Por otra parte, x <{2 x}), luego p(z) | =, vale decir, p(x) debe ser 1. Pero
entonces (p(z)) = Z[z ] lo que es una contradlcmon
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DEFINICION 3.6. Un ideal M de un anillo A se dice mazimal si y s6lo si M # A
y para todo ideal N de A, si M & N C A, entonces N' = A.

En otras palabras, un ideal es maximal si no esta contenido en nigtin otro ideal
no trivial.

EJEMPLOS 3.4. (1) El ideal 3Z de Z es maximal.
(2) El ideal (2% + 1) de Q[z] es maximal.
(3) Elideal 4 Z de Z no es maximal ya que 4 Z & 2 Z # 7Z.
Mas generalmente podemos demostrar el siguiente teorema.
TEOREMA 3.7. (1) Si M es un ideal de Z, entonces M es maximal si sélo
st M = p Z, para algin primo p.
(2) Si M es ideal de Q[z], entonces M es mazimal si y sélo si M = (p(z)),
para algin polinomio irreducible p(z).

DEMOSTRACION. (1) Sea M un ideal de Z. Sabemos que todo ideal de Z es
principal, o sea, M = m Z, para algiin m.

Si m no es primo, digamos m = pq, donde p # +1 , ¢ # +1, entonces p Z es
un ideal de Z tal que

MG pZ+L,
luego M no es maximal.
Si m es primo y N = n Z es otro ideal de Z tal que

M=mZGmZ,

entonces m | n, luego m = 1, o sea, N = Z, o sea M es maximal.
(2) La demostracién es andloga a la de (1) y se deja como ejercicio. O

2.3. Anillos Cuociente.
TEOREMA 3.8. Sea A un anillo, T un ideal de A, entonces la relacion
an~b siysolosi a—beT,

es una relacion de equivalencia.
Mas aiun, si ay ~ by y as ~ by, entonces

—ap -~ —b1 (4)
a; +ay ~ b+ by (5)
aiay ~~ blbg. (6)

DEMOSTRACION. Para todoa € A, a —a =0 € Z, luego ~ es reflexiva.

Sia—0béeZ, entonces b—a € 7, luego ~ es simétrica.

Sia—beZyb—ceTZ,luego susuma, a —c € Z, o sea, ~ es transitiva.

Supongamos ahora que a; ~ by. O sea, a; —b; € Z. Pero entonces —(a; — by) €
Z, luego —a; — (—by) € Z, o sea, —ay ~ —by.
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Sia; ~ by y as ~ by, entonces
(a1 +az) — (b1 +b2) = (a1 — b1) + (az — bo) € Z,
ya que Z es cerrado bajo sumas.
Por ultimo, si a; ~ by y as ~ by, entonces como Z es ideal
ajay —biay = (a3 —by)ag €T
biag — by = bi(ag — b)) €T,
y sumando,
aiay — biby € 1.
O

Obsérvese que en la demostraciéon anterior hemos usado toda la fuerza de la
definicién de ideal.
También debemos notar que la clase de equivalencia de un elemento a € A es

{beA:a~b}={beA:a—-bel}={a+i:iel}.
Esto motiva la siguiente notacion.

DEFINICION 3.7. Sea A un anillo, Z un ideal de A, denotaremos a + Z la clase
de equivalencia de a y la llamaremos clase de a modulo Z. El conjunto de todas
las clases de equivalencia se denotarda A | Z.

TEOREMA 3.9. Sea A un anillo, T un ideal de A, entonces A | T dotado de las
operaciones
(a+I)+(b+I) = (a+b)+7T
(a+7Z)-(b+Z) = ab+7Z,

es un anillo. Este se llama el anillo cuociente de A por .
En este anillo, el neutro aditivo es la clase de O es decir

0+7Z=1T.
Ademds
—(a+7ZI)=—a+71.

Si A es conmutativo, entonces A | L es conmutativo.

Si A es unitario, entonces A | L es unitario.

DEMOSTRACION. Ejercicio. O

Debemos observar que la relacion definida anteriormente, en el caso de Z e
T = n Z, coincide con las congruencias médulo n. Asi mismo, Z | n Z = Z,.

EJERCICIOS 3.2. (1) Diga cudles de los siguientes conjuntos con las opera-
ciones matriciales habituales son subanillos de My (R).
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(f)

(5 1) wses}

(2) Encuentre todos los subanillos de Z4, Zs, Z1a, Z. Cudles de estos son
ideales?

(3) Encuentre el menor subanillo de R que contiene a Z y al nimero 7.

(4) ;, Es Z3 un subanillo de Z? ; De Zg? ;Por qué?

(5) Encuentre un anillo de 17 elementos. Encuentre un anillo de 17 elementos
que no sea unitario.

(6) Suponga que S es subanillo de Ay y que Sy es subanillo de A;. Demuestre
que S7 x Sy es subanillo de A; x A,. ;Es cualquier subanillo de A; x As
de esa forma?

(7) En Z demuestre que (myN(n) = ([n, m]), donde [n, m] es el minimo comin
multiplo de n y m.

(8) En el anillo C]0, 1] de todas las funciones reales continuas sobre [0, 1] de-
muestre que Z = {f € C[0,1] : f(3 = 0} es un ideal.

(9) Demuestre que en Ms(R) no hay ideales no triviales.

(10) Demuestre que en Z,, (a) = (m —a). ;Puede decir por qué ocurre esto?
. Qué puede decir de elementos a, b tales que (a) = (b)? Demuestre el lema
3.3.

(11) Demuestre que el conjunto de los polinomios de Z[z] tales que todos sus
coeficientes son divisibles por 3 es un ideal principal de Z[z].

(12) Demuestre el teorema 3.9.
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3. Homomorfismos e Isomorfismos

DEFINICION 3.8. Sean A y B dos anillos. Una funcién f : A — B es un
homomorfismo si y s6lo si

fle+y) = fl@)+ fy)
fley) = f(@)f(y).

Es importante notar que las operaciones que aparecen a la izquierda de las
ecuaciones anteriores no son las mismas que aparecen en el lado derecho. Las
primeras corresponden a las operaciones del anillo A y las segundas a las del anillo
B. En rigor deberiamos usar simbolos distintos, sin embargo, usamos los mismos
ya que, como en general no hay posibilidad de confusion, esta es la practica comun.

TEOREMA 3.10. Si f es un homomorfismo,

(1) f(0)=0
(2) f(=a) = —f(a)

DEMOSTRACION. Para demostrar (1),
f(0) = f(0+0) = f(0) + f(0).
Restando f(0) a cada lado,
0= f(0).
Para demostrar (2),
fla) + f(=a) = f(a —a) = f(0) = 0,
f(=a) + f(a) = f(=a+a) = f(0) =0,
luego por la unicidad del inverso aditivo, f(—a) = —f(a). O
EJEMPLOS 3.5. (1)

f:7zZ — Z,
k — k

f:7Z — Qz
k — k

f:zZ — A
k — 0
donde A es un anillo cualquiera. Este se llama el homomorfismo trivial.
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f:C — MyR)

at+b — (a b)
-b a

La siguiente definicion introduce cierta nomenclatura muy usada.
DEFINICION 3.9. Si f: A — B es un homomorfismo, diremos que f es:

(1) monomorfismo si f es inyectiva.

(2) epimorfismo si f es sobreyectiva.

(3) isomorfismo si f es biyectiva.

(4) automorfismo si f es isomorfismo y A = B.

DEFINICION 3.10. Si f : A — B es un homomorfismo,
(1)
ker f={a€ A: f(a) =0}
es el nicleo o kernel de f.
(2)
Im f={f(a) :a€ A}
es la imagen de A por f.
TEOREMA 3.11. Si f: A — B es homomorfismo, entonces

(1) ker f es un ideal de A.
(2) Im f es un subanillo de A.

DEMOSTRACION. (1) En primer lugar, como 0 € ker f, éste no es vacio.
Sean a y b dos elementos del kernel de f. Entonces

fla=0b) = f(a) - f(b) =0-0=0,

luego a — b € ker f.

Siaé€ ker fyre A, entonces

flar) = f(a)f(r) = 0f(r) =0,

luego ar € ker f. Analogamente, ra € ker f. Por lo tanto ker f es un ideal de A.

(2) Como f(0) =0, Im f no es vacio.
Sean r y s elementos de I'm f. Entonces existen a,b € A tales que

r=fla)ys=f()

Por lo tanto

r—s=fla)— f(b) = fla—b)eIm |

rs = f(a)f(b) = f(ab) € Im f,
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o sea, I'm f es cerrado bajo diferencias y productos, luego por el teorema 3.2,
Im f < B. O

Luego de demostrar el teorema anterior, resulta natural preguntarse si I'm f es
o no un ideal de B. El siguiente ejemplo responde esta pregunta.

EJjEMPLOS 3.6. Consideremos la funcion
7 — ZXZ
n +— (n,n)
f es un homomorfismo sin embargo I'm f no es un ideal de B ya que, por ejemplo,
(1,0)-(2,2) =(2,0) ¢ Im B.
TEOREMA 3.12. Sea f: A — B un homomorfismo, entonces
f es 1-1 si y sdlo si ker f = {0}.
DEMOSTRACION. Ejercicio. O

El siguiente teorema, conocido a veces como teorema del homomorfismo, es una
suerte de reciproco del teorema 3.11 (1). En el demostramos que todo ideal es el
nicleo de algin homomorfismo.

TEOREMA 3.13. Sea T un ideal de A, entonces
T A — A|Z
a — a+7

es un homomorfismo. Este se llama el homomorfismo candénico.
Mds aun, ker m = 1.

DEMOSTRACION. Por la forma en que se definieron las operaciones de A | Z,
7 es obviamente un homomorfismo.
Para ver que ker m = Z, basta notar que

a€kerm siysolosi w(a)=7
siysolosi a+Z=21

siysolosi a€eZ.

TEOREMA 3.14. Primer Teorema de Isomorfismo
Sea f: A — B un epimorfismo, entonces

p:Alker f — B
a+ker f — f(a)
es un isomorfismo.
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DEMOSTRACION. Debemos demostrar primero que ¢ es una funcién bien definida,
es decir, no depende del representante de la clase de equivalencia que estemos u-
sando.

Tenemos que

ola+ ker )= @(b+ ker f)

si y sélo si

si y solo si
fla=b) = f(a) = f(b) =0
si y solo si
a—>b¢ekerf
si y solo si
a+ ker f =b+ ker f,

y esto demuestra no sélo que ¢ esta bien definida (<), sino también que es inyectiva
(=)
Por otra parte, como

o((a+ ker f)+ (b+ ker f)) =

)
_l’_
=
_l’_
E
D

=

=

o((a+ker f)-(b+ker f)) =

© es un homomorfismo.
Por dltimo, si b € B, como f es sobreyectiva, existe a € A tal que b = f(a),
luego

b= p(a+ ker f).

Por lo tanto ¢ es sobreyectiva. U

EJEMPLOS 3.7. Sea A el anillo de todas las funciones f : R — R con las
operaciones definidas como en el ejemplo 3.1 (5) y sea

T={feA:f0) =0}
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Podemos facilmente verificar que Z es un ideal de A. Si definimos
p: A — R
fo— 10,
entonces

o(f +9) = (f+9)(0) = f(0) + g(0) = o(f) + ¢(9)
o(f-9)=(f-9)(0) = f(0) g(0) = o(f) ©(9),

o sea, (p es un homomorfismo.
Obviamente ¢ es sobreyectiva, en efecto, si r € R consideramos la funcion
constante f(x) = r. Entonces

r=o(f).
Sea f € ker ¢, entonces f(0) = 0, luego
ker o = 1.

Por lo tanto, en virtud del teorema anterior,
A | I esisomorfo a R.

EJERCICIOS 3.3. (1) Para cada uno de los siguientes casos, determine si
@ : Zs — Z3 es inyectiva, sobreyectiva, homomorfismo, isomorfismo.

(a) ¢(z) = 2z,

(b) w(x) =2 + x,

(c) ¢(x) =

(d) p(x) =

(e) w(x) = 1’3

(2) Repita el ejercicio anterior con Zz reemplazado por Zs, Zg, L.

(3) Verifique que la funcién

p:las — L
Q13 > Qg
donde @, es la clase de a modulo m, es un homomorfismo. ; Es ¢ so-
breyectiva? ; Cudl es su kernel?
(4) Suponga que m | n. Generalizamos el problema anterior definiendo
o :ly — ZLn

a

“n Qm .

Demuestre que este es un epimorfismo. Encuentre su kernel.
. Qué sucede si m t n?
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(5) Considere los anillos
Zi] = {a+bi:a,beZ},
ZIV2] = {a+bV2:a,beZ},
ZV3) = {a+bV3:a,beZ}.
.Son algunos de estos isomorfos? Encuentre todos los isomorfismos de 7Z
en Z. De Z en Zg. De Z en Z,,. De Z,, en Z,,.
Indicacion: Demuestre primero que todo homomorfismo ¢ con dominio
Z o Z, estad determinado por ¢(1). ;Es esto cierto si el dominio es otro

anillo?
(6) Demuestre el teorema 3.12.
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CAPITULO 4

Cuerpos

En este capitulo estudiaremos algunos aspectos relacionados con la divisién en
un anillo, nos interesa por ejemplo estudiar anillos en los que todos sus elementos,

o casi todos, son unidades, es decir, aquellos elementos a € A, tales que existe
be Ay

ab =ba = 1.

1. Definiciones y Ejemplos
DEFINICION 4.1. Un anillo conmutativo y unitario es un cuerpo si todo elemento
distinto de 0 tiene un inverso multiplicativo.

Es facil ver que el inverso multiplicativo de a es tnico. Esto nos autoriza a
denotarlo con un simbolo especial a~!. Es decir, si a # 0,

aa ' =ala=1.
EJEMPLOS 4.1.
(1) Los ejemplos clésicos son los cuerpos de nimeros Q, R y C.
(2) El subconjunto de R
Q(V2) = {a+bv2:a,b € Q},

dotado de las operaciones habituales, es un cuerpo. El inverso de a + by/2
es

a _ b \/5

a2 —2b%2  a?—2b2 "

(3) Las clases residuales médulo un nimero primo, Z,, forman un cuerpo.
Este es un caso particular de un teorema mucho mas general, sin embargo
daremos aqui una demostracién directa.

Consideremos las clases residuales
laZ?"'ap_L
Como p es primo, p es primo relativo con 1, 2,...,p — 1, luego para
1 < a < p, existen enteros m y n tales que
na+mp=1,
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0, lo que es lo mismo,
na=1( mod p),
es decir,
na=na=1,
o sea, n es el inverso de a.
OBSERVACION 4.1.

(1) En un cuerpo no hay divisores del cero, es decir, todo cuerpo es un dominio
de integridad. En efecto, supongamos que a # 0 y existe b tal que

ab=0.

Entonces, multiplicando ambos miembros por a~! tenemos
a '(ab) =a'0 =0,

o0 sea,

b=0.

(2) Un cuerpo no tiene ideales no triviales. Si I fuera un ideal distinto de {0}
del cuerpo K, entonces existe a # 0 en I. Pero entonces
l=a'tacl,

luego [ = K.

EJERCICIOS 4.1. (1) Demuestre que si a # 0, entonces su inverso multi-
plicativo es unico.
(2) Una funcion racional sobre Q es una funcién del tipo

p(x)

q(z)’
donde p(z), q(x) € Q[z], ¢(x) no trivial. Demuestre que el conjunto Q(z)
de todas las funciones racionales sobre Q dotado de las operaciones obvias
es un cuerpo.

2. Cuerpo de Cuocientes

Como sabemos, existe una estrecha relacion entre Q y Z, a saber, Q es el cuerpo

mas pequeno que contiene a Z. Probablemente el lector conoce la construccién de
los nimeros racionales a partir de los enteros, (si no la conoce, no importa, serd un
caso particular de lo que haremos aqui ). Esa construccién se puede generalizar a
cualquier dominio de integridad D y se conoce como el cuerpo de cuocientes de D.

La idea es muy sencilla, se trata de agregar los inversos multiplicativos de todos

aquellos elementos de D que no lo tengan.
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Sea D un dominio de integridad. Sobre D x (D — {0}) definimos la siguiente
relacién:

(a,b) ~ (¢,d) siy sélosi ad = cb.

La demostracién de que esta es una relacion de equivalencia es muy facil y se deja
como ejercicio. Denotaremos la clase de equivalencia del par (a,b) con el simbolo
7, Le.

% = {(c,d) € D x (D —{0}) : ad = cb}.
TEOREMA 4.1. Sea D un dominio de integridad. Sobre el conjunto F de las

clases de equivalencia del pdrrafo anterior definimos las operaciones:

24_2 B ad + cb
b d bd
a c _ a
b d bd’

Entonces F' con estas operaciones es un cuerpo.

DEMOSTRACION. Esta demostracién es muy sencilla y rutinaria. La tnica su-
tileza es que debemos demostrar que las operaciones estan bien definidas, es decir,
que no dependen del representante de las clases de equivalencia que hayamos u-
sado. (Algo similar a lo que se hizo para las operaciones entre clases residuales).
Observemos primero que como D es dominio de integridad y b,d son no nulos,
entonces bd # 0. Supongamos ahora que

(a,b) ~ (a" ) y (c,d) ~(c,d),

o sea,

ab =d'b y cd = (.
Entonces, multiplicando la primera ecuacion por dd’, la segunda por bb’ y sumando
miembro a miembro,

ab'dd' + cd'bl’ = a’'bdd' + ' dbl,
luego
(ad + cb)b'd = (d'd' + 'V')bd,

o sea,

ad+cb  a'd + v

bd — bd

Luego la suma de clases de equivalencia no depende de los representantes usados.
Algo similar se demuestra para el producto de clases.

La asociatividad y la conmutatividad de ambas operaciones, asi como la dis-
tributividad del producto sobre la suma no las demostraremos aqui .
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a

El neutro aditivo es la clase Obsérvese que 3 es la clase nula si y solo si

a = 0. En efecto,

Y
1

0
b1
si y sélo si
al = 0b
si y solo si
a=0.

El neutro multiplicativo es la clase % Podemos observar que ¢ es la clase neutra
siy so6lo si a =b.

Esta claro que F' no hay divisores del cero, ya que 3 - < es la clase nula si y sélo
si ac = 0. Pero como D es dominio de integridad, esto implica que a = 0 o bien
c=0,0sea, { =0 o0 bien §=0. Luego I' es un dominio de integridad.

Por 1ltimo, debemos ver que las clases no nulas tienen inverso multiplicativo.

Para ello basta comprobar que

—
Observemos que g esta bien definido ya que a # 0.
Esto completa la demostraciéon de que F' es un cuerpo. 0]

El cuerpo F' del teorema anterior se llama el cuerpo de cuocientes de D y tiene
con este una estrecha relacién. En un sentido que precisaremos a continuacion, es
el cuerpo mas pequeno que “contiene” a ). Notemos que F' es en particular un
anillo y que la funcion

f:D — F
4 — 2
1

es un monomorfismo de anillos. Luego, si identificamos D con su imagen isomorfa
f(D), podemos decir que F' contiene a D. Aunque esto no es estrictamente correcto,
no se corre ningun peligro ya que los anillos D y f(D) son “iguales” desde el punto
de vista algebraico. Como sabemos, el cuerpo de cuocientes de Z es Q y estamos
acostumbrados a identificar el entero n con el racional ¢, de hecho, usamos el mismo
simbolo para ambos.

TEOREMA 4.2. Sea D un dominio de integridad y F' su cuerpo de cuocientes.
Entonces I contiene un subanillo D* isomorfo a D.

El siguiente teorema nos dice que el cuerpo de cuociente de D es el méas pequeno
cuerpo que lo contiene.

TEOREMA 4.3. Sea D un dominio de integridad y F' su cuerpo de cuocientes. St
K es un cuerpo que contiene a D, entonces K contiene un subcuerpo F* isomorfo
aF ytal que D C F* C K.
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DEMOSTRACION. La funcién

f:F — K
a
. p1
b — Qa
es claramente un monomorfismo, luego F' es isomorfo a F* = f(F) C K.
Es claro también que si a € D, entonces a = f(§) € F*, luego D C F™. O

COROLARIO 4.4. El cuerpo de cuocientes de un cuerpo es (isomorfo a) el mismo
cuerpo.

EJEMPLOS 4.2. (1) El cuerpo de cuocientes de Z es Q.
(2) El cuerpo de cuocientes de Q[z] es el cuerpo de las llamadas funciones
racionales sobre Q:

Qz) = {% p(z) € Qlal, qlz) € Qal’, () # 0}.

EJERCICIOS 4.2. (1) Demuestre que la relacion ~ definida al principio
de esta seccién es de equivalencia.

(2) Demuestre que el producto de clases de equivalencia definido al principio
de esta seccién esta bien definido.

(3) Demuestre que el cuerpo de cuocientes de un dominio D con las operaciones

definidas verifican todos los axiomas de un anillo conmutativo y unitario.

3. Caracteristica de un Cuerpo

DEFINICION 4.2. Se dice que un cuerpo K tiene caracteristica p si p es el menor
entero tal que para todo z € K,

p

Si tal p no existe, la caracteristica de K es 0.
EJEMPLOS 4.3. (1) Q, R y C tienen caracteristica 0.
(2) El cuerpo Q(x) de las funciones racionales sobre Q también tiene carac-
teristica 0.
(3) Z,, donde p es primo tiene caracteristica p.

TEOREMA 4.5. La caracteristica de un cuerpo es 0 o un numero primo.

DEMOSTRACION. Si la caracteristica del cuerpo K no es 0, entonces sea p el
menor entero tal que pr = 0 para todo x € K. Tal entero tiene que existir por el
Principio de Buen Orden.

Supongamos que p = mn, con m, n < p, entonces,

(ml)(nl):(;l+1+---—|-11)(\1—|—1—|—~-~—|—11):(\1—|—1+~-~—|—11):p1:0.

m n P
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Pero K es un cuerpo luego no tiene divisores del cero, por lo tanto
ml = 0 o bien n1 = 0.
Si tomamos cualquier z € K, x = 1z, luego

me=g+ac+--x=1lr+le+---+1lz=(1+1+---+ 1)z = (ml)z =0,

v

o bien
nr=x4+r+---x=lz+lezt+---+1lz=Q1+14---+1)z=(nl)z =0,
y esto contradice la minimalidad de p. O

OBSERVACION 4.2. Observemos que en el dltimo teorema no usamos toda la
fuerza del cuerpo K sino sélo el hecho de que K no tiene divisores del cero. De
hecho, es habitual definir de la misma manera la caracteristica de un dominio de
integridad y el teorema anterior también es valido.

TEOREMA 4.6. Todo cuerpo contiene un subcuerpo isomorfo a Q o un subcuerpo
isomorfo a Z,, para algin primo p.

DEMOSTRACION. La idea es encontrar el menor subcuerpo del cuerpo K. En
primer lugar, denotemos

I+1+---41, sin>0

n = £_1)+(_1)+...+(—1), sin <0.

Si K tiene caracteristica un primo p, entonces el conjunto

{0,1,...,p — 1},
es un subcuerpo obviamente isomorfo a Z,.
Si K tiene caracteristica 0, entonces

A={n:nelZ},

es un subanillo de K y es obviamente isomorfo a Z. Por lo tanto A es un dominio
de integridad contenido en K luego (una copia isomorfa de) el cuerpo de cuocientes
de A esta contenido en K. Por supuesto el cuerpo de cuocientes de A tiene que ser
isomorfo al cuerpo de cuocientes de Z, vale decir, a Q.

Podemos ser mas explicitos y definir

fQ — K
m _
— — m(n)?
n
Esta funcién provee el isomorfismo mencionado. ([l
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EJERCICIOS 4.3. (1) Demuéstre que en un cuerpo de caracteristica p # 0,
para todo a, b

(a+b)P =a’ + V.
(2) Si K es un cuerpo de caracteristica p # 0, y definimos
f-K — K

a — adb

entonces f es un isomorfismo.

4. Extensiones Simples de

DEFINICION 4.3. Un ntimero o € C se dice algebraico sobre Q si existe un
polinomio p(z) € Q[z] tal que p(a) = 0.
Si a no es algebraico sobre QQ se dice que es trascendente sobre Q.
EJEMPLOS 4.4. (1) V/2 es algebraico sobre Q ya que es raiz de 22 — 1.
(2) i es algebraico sobre Q ya que es raiz de 2 + 1.
(3) los ntimeros reales m y e son trascendentes sobre Q. La demostracion de
este resultado es muy dificil, solo se logré durante el siglo pasado.

TEOREMA 4.7. Si« es algebraico sobre Q, entonces existe un (unico) polinomio
monico irreducible del cual o es raiz. Este se llama polinomio minimal de .

Sip(x) es el polinomio minimal de o y f(x) es un polinomio tal que f(a) =0,
entonces p(x) | f(x).

DEMOSTRACION. Consideremos el ideal
I'={f(x) € Qz]: f(a) =0}
de Q[x].

Como Q[z] es un dominio de ideales principales, I es el ideal generado por un
polinomio p(x). Dividiendo por el coeficiente del término de mayor grado obten-
emos un polinomio monico.

Es claro que p(z) es irreducible ya que es de grado minimal en el ideal y si
no fuera irreducible, existirian polinomios r(z) y s(z) de grado menor tales que

p(z) =r(x) s(z), luego

o sea,
r(a) =0 o bien s(a) =0,

contradiciendo la minimalidad del grado de p(z).
Por dltimo, si f(«) = 0, entonces f(z) € I, luego p(z) | f(z). O

DEFINICION 4.4. El grado de « es el grado de su polinomio minimal.
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DEFINICION 4.5. Sea a € C. Definimos Q(«) como el menor cuerpo que con-
tiene a Q y a «.
En tal caso Q(«) se dice una em extensiéon simple de Q.

En el préximo teorema veremos que Q(«) existe para cualquier «, sin embargo,
obtenemos cuerpos muy distintos dependiendo de si « es algebraico o trascendente.

TEOREMA 4.8.

(1) Si « es algebraico y su polinomio minimal es de grado n, entonces
Qa) ={ag+aja+ -+ ap,_1a" ' a0, € Q,0<i<n}.
(2) Si «v es trascendente, entonces
Q(a) = Q(x).

DEMOSTRACION. (1)

Sea K = {ag+aja+ -+ a, 10" ' :a; € Q,0<1i<n}

Es facil ver que K es un subanillo (conmutativo y) unitario de C que contiene
a ay a Q. Para ver que se trata de un cuerpo, basta verificar que todo elemento
no nulo tiene inverso multiplicativo.

Para demostrar esto, sea

B=ay+aa+- - +a,_1a" €K,

y sea p(z) el polinomio minimal de «.
Llamemos ¢(x) al polinomio de grado n — 1 asociado con 3 de la manera obvia:
q(r) =ao+ar+ -+ a,_ 2"
Como p(x) es irreducible y dq(x) < n, p(z) y ¢(z) son primos relativos, luego
existen polinomios r(z) y s(z) tales que
L =r(z)q(x) + s(z)p(z).
Es claro que podemos suponer que 0r(z) < dp(x), pues si no,

r(z) = p(x)r'(z) + r"(z), con Or"(z) < dp(x),

1= (p(2)r'(z) + r"(2))a(z) + s(@)p(x) = r'(x)q(z) + (s(z) + r'(2)q(z))p(2).
Pero entonces
1 =r(a)q(a) + s(a)p(a) = r(a)q(),
ya que p(«a) = 0, luego
la(a)] ™! =7r(a) € K.
Finalmente basta observar que todo cuerpo que contiene a a y a Q debe contener
a K, luego este es el menor cuerpo que los contiene, es decir, K = Q(«).

(2)
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En primer lugar, debemos observar que
Q) = (42 : (o). ale) € Qlel y ) # 0}
donde

PO) _ p(a)(a(a)) .

q(cv)
En efecto, como « es trascendente,
p(a) =0 siy sélo si p(x) =0,

o sea, p(z) es el polinomio nulo. Luego si ¢(x) # 0, ¢(«) tiene inverso multiplicativo
(en C). Enseguida es facil ver que el conjunto arriba definido es el menor cuerpo
que contiene a Q y a a. Definimos ahora

F:Qx) — Q(a)

p(z) pa)
q(x) q(cv)
La funcién esta bien definida, ya que si
pa) _ ()
g(z) q(x)
p(x)d (x) = p'(x)q(2),
luego como
q(a) # 0y ¢'(a) # 0,
existen sus inversos multiplicativos y obtenemos
pl0) Pl
q(e)  ¢(a)

La funcién asi definida es obviamente sobreyectiva. Para verificar que F' es inyec-
tiva, supongamos que

q() ¢ ()
| pla) _ pla)
q(a)  ¢(a)
o bien,

es decir, a es raiz del polinomio

p(x)d (z) — p'(x)q(w),
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lo que es una contradiccién a menos que este sea el polinomio nulo, o sea,

p) _ vz
o) q(x)
y la funcién es inyectiva.
Por ultimo debemos verificar que F' es un homomorfismo. Esto es evidente dado
c6mo se definieron las operaciones en Q(x). 0

EJEMPLOS 4.5. El teorema anterior nos da ademéas un algoritmo para encon-
trar el inverso multiplicativo de cualquier elemento de una extension simple. El
caso interesante es el de las extensiones algebraicas, ya que para una extension
trascendente, el inverso se encuentra simplemente intercambiando numerador y
denominador de la funcién racional respectiva.

Encontremos por ejemplo el inverso de a = 1 — /3 + /9 € Q(v/3).

Como el polinomio minimal de /3 es 2% — 3, de acuerdo con la demostracién
del teorema anterior, sélo tenemos que encontrar polinomios a(x) y G(x) tales que

alr) 2® =3+ B(x) 2 —z+1=1.

a(~/3) seré el inverso de a.
Para encontrar esos polinomios, aplicamos el algoritmo de Euclides lo que nos

da
= @+ 1)@ —3) + (2 — 2+ 1)(§Lx+ i).

El lector puede verificar facilmente que i% + i es el inverso multiplicativo de

EJERCICIOS 4.4. (1) Demuestre que los siguientes nimeros son algebraicos

sobre Q.

(a) V2 + V3.

(b) 2 — 3i.

(¢) Va+ Vb, para cualquier par de enteros positivos a y b.
(d) a+ bi para cualquier par de racionales a y b.
(2) Encuentre los grados de los niimeros del ejercicio anterior.
(3) Demuestre que 7% y “T“ son trascendentes sobre Q.
(4) Considere el polinomio p(z) = z* — 323 + 222 +  — 1 y evaltelo en a para
los siguientes casos.

(a) a =3 —2v2 en Q(v2)

(b) a=1—+v2+ v8en Q(v2).
(¢) a=V3—V9en Q(V3).

(d) T en Q(m).

(5) Describa los siguientes ejemplos y demuestre directamente que son cuerpos.
(a) Q(V3)
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(b) Q(V2)
c) Q(m)

(6) Efncuentre los inversos multiplicativos siguientes.
(a) 3v3 — 1 en Q(V3)
(b) 1 - V2+ V4 —VBen Q(V2).
(¢) T2 en Q(n)
(7) Para los lectores que sepan lo que es un espacio vectorial.
Demuestre que si a es algebraico de grado n sobre Q, entonces Q(a) es
un espacio vectorial de dimensién n sobre Q.

5. Obtencién de Raices de Polinomios sobre Q

En esta seccion construiremos a partir de Q y de un polinomio cualquiera de
Q[z] una extensién de Q que contiene una raiz de ese polinomio.

Necesitamos primero un lema y un teorema que relacionan varios conceptos
anteriores.

LEMA 4.9. Un anillo conmutativo y unitario es un cuerpo si y solo si no tiene
1deales no triviales.

DEMOSTRACION. Sea K un cuerpo y sea I # {0} un ideal de K. Entonces
existe a # 0 en [. Pero entonces

l=a"'acl.
Luego para todo b € K
b=101€l,

es decir, [ = K.

Sea ahora A un anillo conmutativo y unitario que no tiene ideales no triviales.
Consideremos el ideal generado por cualquier elemento no nulo a € A. Como
sabemos,

(a) = {azx : x € A}.
Entonces (a) # {0} ya que a € (a), luego 1 € (a) o sea, existe b € A tal que
ab=ba =1,

es decir todo elemento no nulo de A tiene inverso multiplicativo y por lo tanto A
es un cuerpo. [l

TEOREMA 4.10. Sea A un anillo conmutativo y unitario y sea M un ideal de
A. Entonces M es mazimal si y solo st A| M es un cuerpo.
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DEMOSTRACION. Si M es in ideal maximal de A, debemos demostrar que todo
elemento no nulo del anillo conmutativo y unitario A | M tiene inverso multiplica-
tivo. Obsérvese que si todo elemento no nulo tiene inverso, el anillo no contiene
divisores del cero. Recordando que en A | M, 0 = M, sea

a+MeA|M,
donde a + M # M. Entonces a ¢ M. Sea
N={za+m:z€Ayme M}.
Entonces N es un ideal de A. En efecto, a € N ya que
a=1la+0€e N,
luego N # (). Adem4s
r1a +my — (xea + mso) = (1 — x3)a + (my — my) € N,
luego N es cerrado bajo diferencias. Por otra parte, si b € A,
(xa +m)b = b(xa+ m) = (bx)a+ bm € N,

ya que M es ideal y por lo tanto bm € M.
Obviamente M C N, ya que si m € M,

m=0a+méE N.

Pero como a € N — M, N # M,y como M es maximal, N = A.
En particular esto implica que 1 € N, luego

1=0ba+m,
para algin b € A y algiin m € M. Es decir
1+ M=ba+ M= (b+ M)(a+ M),

o sea,
(a+M)"'=b+ M.
Esto completa la demostracién de que A | M es un cuerpo.

Supongamos ahora que A | M es un cuerpo.

Sea N un ideal de A talque M C N. Queremos demostrar que o bien M = N,
obien N = A.

Para ello observemos que N | M es un ideal de A | M. En efecto, N | M # 0
ya que M € N | M. Ademas

(a+M)—(b+M)=a—-b+MeN| M,

para todo a, b € N, o sea, N | M es cerrado bajo diferencias. También, si
n+MeN|Mya+MeA| M, entonces

(a+M)(n+M)=an+ M€ N | M,
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y
(n+M)a+M)=na+MeN| M,
ya que N es ideal, luego N | M absorve los elementos de A | M y por lo tanto es
un ideal.
Pero A | M es un cuerpo asi es que por el lema 4.9, sélo tiene ideales triviales,
luego

N | M ={M},
en cuyo caso N = M, o bien
N|M=A|M,
es decir, N = A. Esto completa la demostracion de que M es maximal. 0

TEOREMA 4.11. Sea f(x) € Q[z]. Entonces eziste una extension simple de Q
que contiene una raiz de f(x).

DEMOSTRACION. Sea p(z) = ag + a1z + - - - + a,z" € Q[z] un polinomio irre-
ducible tal que p(z) | f(x). Obsérvese que cualquier raiz o de p(x) es también una
raiz de f(x).

Consideremos ahora el ideal principal M de Q|[z] generado por p(x). Como M
es maximal por el teorema 4.10, K = Q[z] | M es un cuerpo.

Es claro que K contiene una copia isomorfa de Q ya que la funcion

q — q+M,
es un monomorfismo, podemos entonces considerar a K como una extension de Q.
Por ultimo para ver que p(x) tiene una raiz en K, basta notar que
0=M=p(z)+ M,
ya que p(x) € M. Entonces, sia =z + M € K,
0=np(x)+M=ay+a(x+M)+ay(z+M? -+ a,(z+ M)",
o0 sea, v es una raiz en K de p(z). O

EJERCICIOS 4.5. (1) Demuéstrese la afirmacion hecha en el teorema 4.10:
Si todo elemento no nulo de un anillo tiene inverso multiplicativo, entonces
el anillo no tiene divisores del cero.

2) Describa el cuerpo Q[z] | (z + 1).

) Demuestre que Q(v/3) es isomorfo a Q[z] | (22 — 3).

) Demuestre que Q[z] | (% — 2) no es isomorfo a Q[x] | (x? — 3).

) Sea A={a+bi:a,beZeM={a+bi:3|ay 3|b}. Demuestre
(a) A es un anillo conmutativo y unitario.

(b) M es un ideal maximal.

(

(3
(4
(5
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(c) Por el teorema 4.10, K = A | Z es un cuerpo. ;Cudl es su carac-
teristica? Demuestre que K tiene 9 elementos. Describalo apropiada-
mente y haga una tabla con sus operaciones.
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CAPITULO 5

Grupos

En este capitulo desarrollaremos los rudimentos de una de las teorias mas ele-
gantes de la matemadtica, la teoria de grupos. La teoria de grupos es de la mayor
importancia en el algebra moderna y tiene gran cantidad de aplicaciones dentro
y fuera de la matemdtica. A diferencia de los capitulos anteriores, en los que
introdujimos primero los ejemplos concretos y luego los conceptos abstractos de
anillo, ideal etc., procederemos a dar la definicion abstracta, ejemplos y algunas
propiedades generales elementales para luego en una extensa segunda seccién de-
sarrollar en detalle tres ejemplos que creemos constituyen el nticleo de la idea de
grupo. El motivo de proceder asi en este caso es principalmente para beneficiarnos
de la nomenclatura estandar en el area.

1. Definiciones y Ejemplos

DEFINICION 5.1. Un grupo es un conjunto no vacio G dotado de una operacién
x que verifica las siguientes condiciones:

(1) La operacién * es asociativa, o sea, para todo z,y,z € G,
(xxy)xz=x%*(y*2).

(2) Existe un elemento e € G tal que para todo z € G,

eExTr =1T%e=L1.
e se llama el elemento neutro de G.

(3) Para todo = € G, existe y € G tal que

TkY=1Y*T =e.
Si ademés para todo x, y € G,
THRY=1Y*T,
decimos que G es un grupo conmutativo o abeliano.

En rigor, un grupo estd formado por un conjunto y una operaciéon por lo que
deberiamos hablar del par (G, %). Sin embargo, cuando la operacién que estamos
considerando se subentiende, hablamos simplemente del grupo GG. Debemos ob-
servar que sobre un mismo conjunto se puede definir distintas operaciones que lo
convierten, por ende, en grupos distintos.
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Los tres primeros ejemplos dados a continuacion serdn desarrollados con detalle
en la préxima seccion.

EJEMPLOS 5.1. (1) El conjunto S,, de todas las permutaciones del con-

junto {1,2,...,n}, con la composicién de funciones como operacién es un
grupo. En efecto, la composicién de funciones es asociativa, la funcién
identidad es una biyeccion que actua como elemento neutro y por tltimo
toda biyeccion tiene una inversa. En general, este no es un grupo conmu-
tativo. De hecho es conmutativo sélo si n < 2.

El conjunto de todas las isometrias del plano euclidiano, con la composicién
como operacion es un grupo.

El conjunto de los movimientos rigidos del cuadrado, formado por todas
aquellas transformaciones del plano que llevan los vértices y los lados del
cuadrado ABCD de la figura sobre los vértices y lados, respectivamente,
del cuadrado sin romper o deformar la figura.

D C
Ho

ﬁ
_J

A B

Hy
v
<2 %,

Simetrias del Cuadrado

Este grupo se llama el grupo diédrico de grado 4 y lo denotaremos por
D,. Si o, 7 € Dy la operacién o * 7, o simplemente o7, es el movimiento
rigido que se obtiene al efectuar primero 7 y en seguida o.

Entonces, D, es un grupo con la operacion dada por la tabla siguiente.
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x |Id p p* p° g pa 6 6
Id{Id p p° p° m p2 6 O
plp p P Id 6 0y pa
p>lp* p* Id p opy om0y 6
pPlp* Id p p* 0 01 g g
pi | O pe & Id p* p o pP
po | p2 6y g 6y p* Id PP op
0|01 i o pp p° p Id p?
0 |0 pg 01 1 p p° p* Id

(4) Maés generalmente, podemos definir D, el grupo diédrico de grado n, como

el grupo de todas las simetrias del poligono regular de n lados. Tal grupo
tiene 2n elementos, n rotaciones en 0°, %O, oo (n— 1)3nﬂo y n reflexiones.

(5) (Z,+), o simplemente Z, es un grupo. También lo son (Q,+), (R,+) y

(C,+). Més generalmente,

(6) Si A es un anillo y nos olvidamos del producto, entonces (A,+) es un

grupo abeliano. (Z,-), no es un grupo pues a pesar de cumplir con las dos
primeras condiciones, no cumple la tercera, hay enteros, por ejemplo el 2,
que no tienen inverso.

(7) Ya vimos que cualquier anillo es, en particular, un grupo abeliano si con-

sideramos s6lo la suma. El ejemplo anterior muestra que esto no es asi
si consideramos s6lo la multiplicacién. El problema en muchos casos es
que algunos elementos del anillo no tienen inverso multiplicativo. Sin em-
bargo hay un grupo asociado naturalmente a la parte multiplicativa de
todo anillo unitario. Para esto sea A un anillo unitario y definamos

A* ={a € A:a es una unidad de A}.

O sea, A* es el subconjunto de A formado por todos los elementos que
tienen un inverso multiplicativo. Entonces (A*,-) es un grupo.

Lo primero que debemos recordar es que el producto de dos unidades
de un anillo es también una unidad, asi la operacion esta bien definida.

La demostracién de que es un grupo sigue facilmente. Basta notar que
el producto heredado del anillo es asociativo, 1 es una unidad y actua como
neutro y finalmente, como nos hemos restringido precisamente al conjunto
de los elementos invertibles, y el producto de dos elementos invertibles, A*
es un grupo.

Veremos a continuacién tres ejemplos de este tipo de grupo.
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(8) Si K es un cuerpo, entonces K* = K — {0}, luego (K*,-) es un grupo
abeliano.
(9) El anillo de las matrices reales de orden dos.

M5 (R)* = { matrices invertibles de orden 2}.

Este grupo es muy importante y recibe el nombre de grupo lineal de orden
2y se le denota G Ly(R).

Podemos generalizar este ejemplo para obtener GL,(R), el grupo de
las matrices invertibles de orden n.

Todos estos son grupos no abelianos.

(10) Consideremos ahora Z* = {1, —1} dotado de la multiplicacién. Este es un
grupo de dos elementos cuyo neutro es el 1 y en el que cada elemento es
su propio inverso.

(11) Las clases residuales Z,, con la adicién son también un ejemplo muy intere-
sante y de él se pueden sacar muchas conclusiones en teoria de nimeros.
Asociado con ellas esta el grupo de sus unidades con el producto como
operacion

Z, ={m € Zy, : (m,n) = 1}.

TEOREMA 5.1. Sea G un grupo. Entonces

(1) El elemento neutro, e, es unico.

(2) El inverso a™' de a, es tnico.
(3) Para todo a,

(aH ' =a.
(4) Para todo a, b,
(axb) P =blxal.
(5) La ley de cancelacion es vdlida, es decir, Si axb= axc, entoncesb=c y
sibxa=cxa, entonces b = c.
(6) Las ecuaciones
rxa=0b vy axx =0,

tienen solucion unica.

DEMOSTRACION. (1) Supongamos que hay dos neutros e y ¢’. Entonces

(2) Siby cson dos inversos de a, entonces
axb=e=ax*c,

luego
b=bxe=bx(axc)=(b*xa)xc=exc=c.
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(3) Basta notar que por definicién

&71 % (afl)fl — (a—l)fl % ail =e,
o sea, (a™1)~! es un inverso de a~!. Pero obviamente a también es un

inverso de a~!, luego ambos inversos son iguales.
(4) Como

(axb)* (b xa )= (b xa ) *(axb) =e,
por la unicidad del inverso,
(axb) P =b"txal.

(5) Supongamos que
axb=axc

luego operando por a~! por la izquierda, obtenemos

atx(axb) = al*(axc)
(atxa)xb = (a'xa)xc
exb = exc
b = c

La otra cancelacion se procede igual pero operando por la derecha.
(6) Para la primera ecuacién,perando por a~! por la izquierda obtenemos

atx(axx) = altxb
(atxa)xx = a'xb
exr = a ‘b

r = alxb

Para la otra ecuacién se procede igual operando por la derecha. En ambos
casos el resultado es obviamente tinico

OJ

En general se puede dar distintas estructuras de grupo a un mismo conjunto,
basta para ello dotarlo de distintas operaciones. Por ejemplo, si definimos sobre Q
la operacion

ab

axb=—

2 )

(Q*, %) es un grupo cuyo neutro es 2 y tal que
2

a = -,
a

por lo tanto (Q*,-) y (Q*, %) son dos grupos distintos definidos sobre el mismo
conjunto.
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Para conjuntos muy pequenos, se puede estudiar todas las posibles operaciones
escribiendo todas las posibles tablas, tal como hicimos anteriormente las tablas de
ZQ, Zg etc.

Por ejemplo veamos el caso de un conjunto de dos elementos. Como uno (y sélo
uno) de ellos debe ser el neutro, lo designaremos con la letra e y llamaremos a al
otro elemento. La tabla empieza asi :

Q 0| *
ISEEQ Ney
RRSEES

ya que e es el elemento neutro. Ahora es cosa de observar que puesto que a debe
tener un inverso, debe haber algin elemento que operado con a sea el neutro, luego
hay una soéla forma de llenar el casillero marcado con 7 | la Unica posibilidad es
que a sea su propio inverso. Por lo tanto la tinica tabla sobre un conjunto de dos
elementos que define una operacion de grupo es

ISERCHIES
QL O|®
o Q|

Debemos verificar que efectivamente la operacién definida por la tabla anterior es
asociativa. Esto es muy facil de ver.

Obsérvese que hemos demostrado que, esencialmente, hay un tnico grupo de
dos elementos.

Veamos ahora el caso de un conjunto con tres elementos e, a y b y veamos su
tabla.

Debemos observar ahora que por el teorema 5.1 (6), en cada linea (o columna) de
la tabla debe aparecer cada elemento del conjunto. Por otra parte, por la ley de
cancelacion, en cada linea (o columna) cada elemento puede aparecer sélo una vez.
Por lo tanto en 7 no puedo poner a, porque apareceria dos veces en la linea.
Tampoco puedo poner e, porque en ese caso, b tendrique aparecer dos veces en la
tercera columna, luego la tinica posibilidad es poner b en ?.
Por supuesto, esto obliga a que los otros tres lugares sean llenados como sigue




El lector puede como ejercicio intentar llenar las tablas para conjuntos con cua-
tro, cinco y seis elementos. Por ejemplo, hay sélo dos grupos con cuatro elementos,
estos estan dados por las tablas siguientes.

0O > of %
> oo
o0 ol
o0 oo
2@ o olo
0O QR of %
0O >R oo
S0 o QR
o0 oo
Q@ >0olo

a b a b

Esencialmente, hay sélo dos grupos de cuatro elementos, uno de cinco elementos
y dos de seis elementos.

Notacion:
Si no hay confusion posible usaremos la notacién

a*b=ab.

En este caso hablaremos del producto de a y b.

En caso de que el grupo tenga un simbolo de operaciéon conocido, por ejemplo
+ 0 o, usaremos ese simbolo.

Algunos autores usan la convenciéon de denotar la operacién de los grupos
abelianos con el simbolo + de la adicién, o sea,

axb = a+b
ol = —a.
EJERCICIOS 5.1. (1) Demuestre que hay sélo dos grupos de cuatro elemen-

tos, uno de cinco elementos y dos de seis elementos.

2. Permutaciones, Isometrias, Simetrias.

En esta seccién estudiaremos ciertos grupos de biyecciones de un conjunto A
en si mismo, dotados de la operacién binaria natural, la composicién de funciones.
Como sabemos, sin importar cual es el conjunto A, la composicién de dos biyec-
ciones es también una biyecciéon. Habitualmente nos referiremos a la composicion
de dos biyecciones o y 7 como el producto de o y 7.

Como veremos, estos conjuntos dotados de esta operacién tienen una serie de
propiedades que pueden ser analizadas desde el punto de vista algebraico. El
proposito de este capitulo es estudiar en forma intuitiva algunos de estos ejemplos,
que suponemos mas o menos conocidos por el lector, y hacer notar su estructura de
grupo. De hecho, los trabajos de Lagrange, Abel y Galois a fines del siglo XVIII y
comienzos del XIX sobre grupos de permutaciones, son el origen de toda la teoria
abstracta de grupos desarrollada méas tarde por Cayley.
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Nos referiremos en primer lugar a algunas propiedades de todos estos ejemplos.
En primer lugar, si f, g y h son funciones de un conjunto cualquiera en si mismo,
entonces

folgoh)=(fog)oh,

es decir, la composicién de funciones es asociativa, sin embargo, en general

fog#golf,
es decir, la composiciéon de funciones no es conmutativa.

También sabemos que existe una biyeccién, la funcién identidad Id, que no
produce ningun efecto en el conjunto A y que, por lo tanto, al componerla con
cualquier otra biyeccién o, el resultado sobre A es el mismo que si hiciéramos
actuar sélo a o, esto es,

cold=1Idoo =o.

Nos referiremos a ella como la identidad o la biyeccion trivial.

Por 1ltimo, toda biyeccién tiene una inversa, es decir, dada una biyeccion o,
existe otra, habitualmente denotada o' que invierte la accién de o sobre A, es
decir, si o(a) = b, entonces o1 (b) = a, esto se resume en las siguientes ecuaciones

cgoo l=ctoo=1Id

Estas tres propiedades, asociatividad de la composicion, existencia de un ele-
mento que no altera el resultado al ser operado con cualquier otro, (similar al 0 en
la suma de los nimeros enteros), y la existencia para cada elemento de otro que,
por asi decirlo, actua al revés, son las propiedades que definen a un grupo.

TEOREMA 5.2. Sea G es un conjunto de biyecciones f : A — A tal que
(1) Id € G,
(2) G es cerrado bajo composiciones,
(3) G es cerrado bajo inversas.

En tonces (G, 0) es un grupo.

2.1. Permutaciones. En esta seccion estudiaremos el conjunto de todas las
biyecciones de un conjunto en si mismo a las que llamaremos permutaciones. Nos
limitaremos aqui al caso de un conjunto finito.

A=A{ay,a9,...,a,},

de hecho, sin pérdida de generalidad, consideremos el conjunto de todas las per-
mutaciones del conjunto

{1,2,...,n},
es decir,
S,={f:{1,2,....,n} —{1,2,...,n} : f es biyectiva}.
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Es claro que S,,, que contiene a todas las biyecciones posibles, es cerrado bajo
composiciones, inversos y contiene a la identidad, luego S, es un grupo al que
llamaremos el grupo simétrico sobre n objetos.

Existe una notacién muy practica para representar un elemento o de S,,. Sim-
plemente escribimos dos renglones con los nimeros {1, 2,...,n}, de tal manera que
debajo de k aparece su imagen o(k):

(ot oty o)

Asi por ejemplo, la permutacién
(1 2 3 4
Tm\2431)

corresponde a la funcion

3
—~~ —~
N}

— N
Il
W = N

7(4) = 1.

Es claro también que el orden en que se escriban los elementos de la permutacion
no es importante mientras la imagen de cada nimero aparezca debajo del mismo,

asi
1234\ (2431\ (4321
2 43 1) \(4132) \1342)
Usando esta notacion, la funcion identidad sera:
1 2 ... n
MZ(lQ-un)’

mientras que la inversa de

sera

JAZ(Um d%:: d@).

El lector probablemente ha visto el siguiente resultado en algin curso de algebra
elemental.

TEOREMA 5.3. S,, tiene n! elementos.
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2.1.1. Ciclos y Transposiciones. Entre las permutaciones, hay algunas que mere-
cen un estudio especial, se trata de los ciclos y el caso particular de éstos, las
transposiciones.

DEFINICION 5.2. Una permutacién o de S,, cuyos valores sobre {ay, as, ..., ax} C
{1,2,...,n} estan dados por
o2 g g g
a1 —— Ay —— Az —— a —— a1
y tal que para todo otro x € {1,2,...,n}, o(x) = z, se denomina ciclo de largo k.

Un ciclo de largo dos es una transposicion.
El ciclo anterior lo denotaremos
(a1 ag, ... ag).

Por ejemplo, la permutacion 7 de Sy que escribimos arriba, es un ciclo de largo
tres ya que

125451

y 7(3) = 3. De acuerdo con esta nueva notacion,

1 2 3 4
T:<2 13 1):(124).

Debemos observar que esta notacion simplificada para un ciclo es ambigua. En
efecto, el ciclo (1 2 4) representa también a la permutacién

1 23 45
< 2 4315 > '
de S5 y también a una de Sg 0 a una permutacién de cualquier nimero de elemen-
tos. Solo sabiendo de antemano el contexto en el que se estd trabajando se podra
determinar si el ciclo anterior representa a una permutacion de S4 o de S5 o de S,,,
para algin n.

Al igual que en la notaciéon anterior, mas completa, no nos interesa cudl es el
primer elemento del ciclo sino sélo el orden en que aparecen,

(124)=(241)=(412).

Resulta claro que no toda permutacion es un ciclo, por ejemplo
1 2345
2451 3)°

DEFINICION 5.3. Dos ciclos se dicen disjuntos, si no comparten ningin ele-
mento.

no es un ciclo.
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Por ejemplo
(1346) y (278),

son ciclos disjuntos.
El préximo teorema es més o menos obvio.

TEOREMA 5.4. La composicion de ciclos disjuntos es conmutativa.

DEMOSTRACION. Sean (aj ... ag,) y (b1 ... by,) dos ciclos disjuntos de S,.
Para verificar que conmutan, basta ver cudl es la accién sobre 1,2,...,n de las
permutaciones (aj ... ag, )(by ... br,) y (b1 ... bg,)(a1 ... ax,) es facil ver que

(bz'+1, sik=b;
bl, sik = bk1
(ap ... ag)(by ... biy)(k) =< ap1, sik=a;
ai, si k= (097}
Lk, en cualquier otro caso,
y que (by ..., bx,)(a,... a, ) toma los mismos valores, luego ambas permutaciones
son iguales. O

Los ciclos juegan dentro de la teoria de permutaciones un papel similar al de los
nimeros primos en la teoria de niimeros, son los ladrillos con los que se construyen
todas las permutaciones. Esto lo precisaremos en el préximo teorema.

TEOREMA 5.5. Toda permutacion no trivial se puede descomponer como pro-
ducto de ciclos disjuntos. Tal descomposicion es unica salvo por el orden de los
ciclos.

DEMOSTRACION. Sea ¢ una permutacién no trivial de S,. Procederemos por
induccién sobre el nimero de elementos de {1,2,...,n} que son “movidos” por o,
es decir, tales que o(z) # x. Sean {ay,as, ..., ax} los elementos movidos por o.

Observemos que el nimero minimo de elementos que una permutacién no trivial
mueve es dos, y esto ocurre cuando se trata de una transposicion. Luego si k = 2,
o sea, o mueve solo dos elementos, es una transposicion y, por lo tanto, un ciclo.
Esto da cuenta del primer paso de la induccion.

Supongamos ahora nuestra hipétesis de induccién, a saber, toda permutacion
que mueve menos de k elementos, k > 2, se descompone como producto de ciclos
disjuntos.

Sea a; uno cualquiera de los elementos movidos por ¢. Si observamos la sigu-
iente sucesion

a1 — o(ar) — o(o(ar)) — - — 0™ (a1)

entonces, como el conjunto es finito y o es una biyeccién, para alguin m < k,
0" (ay) = a;. Notemos que m > 2.
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Tenemos entonces dos posibilidades, si m = k, entonces o es un ciclo y el
teorema se verifica. Si m < k entonces consideramos la permutacién definida por
: —1
5o six €{ay,o(a1),...,0™ a1)},
o(x) en otro caso.
Como vemos, ¢ es una permutacion de S,, que difiere de o sélo en los valores que
toma sobre {a;,0(a1),...,0™ (a;)}. También es ficil comprobar que

o= (a;o(ay) ... c™ (ay)}o.

Pero ahora podemos aplicar nuestra hipdtesis de inducciéon ya que ¢ obviamente
mueve menos de k elementos, luego es el producto de ciclos disjuntos. Como
estos necesariamente son disjuntos de (a; o(ay) ... 0™ !(ay)), el teorema queda
demostrado.

La unicidad de la descomposicién es consecuencia directa del teorema 5.4. [

La demostracion del teorema anterior nos da una suerte de algoritmo para
calcular la descomposicion en ciclos de una permutacion o. Tomamos un elemento
a cualquiera. Sio(a) = a, no nos interesa y tomamos otro. Si o(a) # a, procedemos
con el teorema definiendo el ciclo

(ao(a) ... o™ (a)),
De los elementos que atin no han sido considerados, escogemos otro y procedemos

como con a. Eventualmente ya no quedaran elementos por considerar, ya sea
porque ya aparecieron en un ciclo o porque no son movidos por o.

EJEMPLOS 5.2.
56 7 8 9
26 8 41 > =(129)(35)(784).

Existe otro interesante teorema de descomposicion de permutaciones como pro-
ducto de transposiciones. Intuitivamente, esto significa que podemos ordenar un
conjunto finito de cualquier manera intercambiando sucesivamente sélo dos de e-
llos cada vez. En este caso no se tiene unicidad ya que si multiplicamos cualquier
permutacién por

(12)(12)=1d,
obteniendo una descomposicién distinta.
Tampoco esta descomposicion es independiente del orden en que aparecen las

transposiciones ya que, en general, éstas no son disjuntas.

TEOREMA 5.6. Toda permutacion se puede descomponer como producto de
transposiciones.
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DEMOSTRACION. En virtud del teorema anterior basta demostrar que todo
ciclo se puede descomponer como producto de transposiciones. Es facil comprobar
que la siguiente descomposicion sirve para nuestro propésito.

(a1 ag ... ag) = (a1 ag) - - (a1 a3z)(a; az).

Asi por ejemplo,
(2568)=(28)(26)(25).

Usando la descomposicién como producto de transposiciones es muy sencillo en-
contrar la permutacion inversa. Baste observar que la inversa de una transposicion
es ella misma, en efecto, calcilese el producto de (k,[) por si misma y se obtendra
la identidad. Ahora bien, si

o = (a1 by)(ag by) - - - (ay by),
entonces
o = (ay, by)(ag—1 bp—1) -~ (a1 by),

como se puede verificar facilmente, al calcular el producto de ambas permutaciones,
obtenemos la identidad, luego como el inverso de todo elemento es tnico, ésta debe
ser la inversa de o.

La descomposicién de una permutacion como producto de transposiciones, si
bien no es tnica, tiene una interesante propiedad, que no es en absoluto facil de
detectar (jni de demostrar!), el nimero de transposiciones de una descomposicién de
una permutacién es siempre par o siempre impar, o dicho de otra manera, ninguna
permutacién se descompone como producto de, por ejemplo, tres transposiciones
y también como producto de ocho transposiciones, pero si podria tenerse una des-
composicion de nueve y otra de treinta y siete transposiciones. Demostraremos
primero este hecho para la identidad.

LEMA 5.7. La identidad no se puede descomponer como producto de un nimero
impar de transposiciones.

DEMOSTRACION. Supongamos que
Id = TmTm—1"""T1,

donde las 7; son transposiciones.

Sea k un elemento que aparece en alguna transposicién. Sea 7; = (k () la
transposicion de indice mas pequeno en la que k aparece. Es claro que i # m
porque, si no, Id(k) = [, una contradiccién.
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Entonces, hay cuatro posibilidades para 7,1, a saber (z y), (z k), (x 1y (k 1),
donde z, y, [ y k son todos distintos. Obervamos que en las tres primeras posibili-
dades,

(zy)kl) = (KD)(zy) (7)
(@ k)(k1) = (kD)(z]) (8)
(kD) = (kz)(xl), (9)

luego si ocurre cualquiera de estos casos, tenemos una descomposicion de I'd como
producto de m transposiciones en las que k ocurre por primera vez en una trans-
posiciéon mas a la izquierda. Como esto no puede repetirse mas que hasta 7,,_1,
eventualmente debe producirse el cuarto caso. Observemos entonces que

Ti+1Ty = Id>

y por lo tanto podemos eliminarlas de la descomposicién obteniendo una con m — 2
transposiciones. Obviamente el proceso anterior se puede repetir con cualquier k,
luego si se repite el proceso empezando con un nimero impar de transposiciones,
eliminando dos a la vez, nos quedaremos con una sola, lo cual es imposible. O

TEOREMA 5.8. Ninguna permutacion se puede escribir como producto de un
numero impar y también como producto de un niumero par de transposiciones.

DEMOSTRACION. Supongamos por el contrario que
a:Tm...Tl :O'n...0'17

donde las 7; y las o; son transposiciones, m es par y n es impar. Entonces

Id=aa™ = 7,--1(op-01)"

-1

-1
Tm...Tla'l ...O'n’

es el producto de un niimero impar de transposiciones contradiciendo el lema an-
terior. 0

DEFINICION 5.4. Diremos que una permutacion es par si se puede descomponer
como producto de un numero par de transposiciones. En caso contrario diremos
que la permutacién es impar.

El conjunto de las permutaciones pares de S,, se denotara A,

El conjunto A,, definido arriba es de suma importancia y lo estudiaremos con
detencién. Observemos que el producto de dos permutaciones pares es par, la
inversa de una permutacién par es par y que la identidad es tambien par ya que,
por ejemplo, Id = (1 2)(1 2). Por el teorema 5.2 A,, es un grupo al que llamaremos
el grupo alternante de n objetos.
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Por otra parte, el producto de permutaciones impares es par, es decir, el con-
junto de las permutaciones impares no es cerrado bajo productos y por lo tanto no
es un grupo.

Un resultado que no debe sorprender demasiado es que la mitad de las per-
mutaciones son pares y la mitad son impares.

TEOREMA 5.9. Sin > 1, la cardinalidad de A, es %'

DEMOSTRACION. Sea B el conjunto de todas las permutaciones impares y con-
sideremos la siguiente funcion:

f:A — B

o +— o(12)

La funciéon esté bien definida ya que si o es par, el producto de ¢ por una trans-
posicién es impar.
La funcién es inyectiva, ya que si

o(1 7(12),
o(12)(12) = 7(12)(12),
old = 71ld,

o T

La funcién es sobreyectiva, puesto que si 7 es una permutacién impar, 7(1 2)
es par, y por lo tanto

f(r(12)=7(12)(12)=r.
Esta funcion demuestra que hay tantas permutaciones pares como impares, y
como toda permutacién es par o impar, hay la mitad de cada una. O

EJERCICIOS 5.2.

(1) Demuestre que no hay una permutacién o tal que o=(1 2)o = (1 2 3).
(2) Si oy 7 son dos transposiciones entonces o7 es un producto de ciclos de
largo 3, no necesariamente disjuntos.
Si n > 3, entonces todo elemento de A, es el producto de ciclos de
largo 3.
(3) El siguiente ejemplo es una demostracién alternativa, més elemental pero
también mas engorrosa, de que toda permutacién es par o impar.

Dada una permutaciéon o € §,, y n nimeros distintos k1, ..., k,, defina
(J'>’< H kj—kz = H O'(]fj) —O'(kz>
1<i<j<n 1<i<j<n

= (0(k2) — (k1)) (o(ks) — o (k1)) (o (ks) — o (k2)) - - (0 (kn) — o (kn-1)).
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Entonces si

A= J[ j-i=C2-DB-1)E-2)(n—(n-1),

1<i<j<n

1<i<j<n
(a) Demuestre que si o, 7 € S,,, entonces
o*T"A = (o7)"A.
(b) Demuestre que si 7 € S,, una transposicién, entonces 7*A = —A.
(c) Use el teorema de descomposicién en transposiciones para demostrar
que toda permutacién se descompone o bien como producto de un

nimero par de transposiciones, o bien como producto de un nimero
impar de transposiciones.

2.2. Isometrias. En esta seccién estudiaremos otro conjunto interesante de
biyecciones, esta vez se trata de aplicaciones del plano euclidiano en si mismo que
preservan distancias. Tales funciones se llaman isometrias.

DEFINICION 5.5. Una isometria del plano R? en si mismo es una funcién
o:R?* — R?
tal que para todo par de puntos P y @) del plano,
Ao (P),0(Q)) = d(P,Q),
donde d(P, Q) es la distancia euclidiana habitual, vale decir, si
P = P(-Tl,yl) y Q = Q(x%y?)a
d(P,Q) = \/(x2 — 21)2 + (v — 11)>
Denotaremos Z(R?) al conjunto de todas las isometrias del plano.

Debemos observar que la funcién identidad es obviamente una isometria.
Ademas, si 0 y T son isometrias, entonces

d(o7(P),07(Q)) = d(o(7(P)),0(7(Q))) = d(7(P),7(Q)) = d(P, Q),

luego o7 es también una isometria, en otras palabras, el conjunto de todas las

isometrias del plano es cerrado bajo productos.
Como veremos mas adelante, toda isometria es una biyeccion, luego tienen
inversassi o1 es la inversa de o,

(o™ (P),071(Q)) = d(o0™!(P),007(Q)) = d(P,Q),
o0 sea, 0! es una isometria, es decir Z(IR?) es cerrado bajo inversos. Luegho por el
teorema 5.2 Z(R?) es un grupo.
90



EJEMPLOS 5.3.

(1) Traslaciones Una traslacién es una funcién que mueve todos los puntos
del plano una cierta distancia en una direcciéon dada. Analiticamente,

(x,y) — (z+a,y +b).

(2) Rotaciones Consiste en rotar el plano en un dngulo dado € en torno a un
punto fijo O. Analiticamente, si fijamos el origen de nuestro sistema de
coordenadas en el punto O,

(x,y) — (xcos @ — ysend, xsend + y cos ).

Un poco de trigonometria elemental nos ayudard a demostrar que toda
rotacién es una isometria.

(3) Reflexiones Consiste en reflejar los puntos del plano con respecto a una
recta arbitraria. Es decir, el punto P es enviado en el punto P’ que se
encuentra sobre la perpendicular por P a la recta y a la misma distancia
de ella que P.

Como veremos un poco mas adelante, esencialmente, estas son las tinicas isome-
trias del plano. En efecto, toda isometria es el producto de una traslacién, una
rotacién y una reflexion.

No es del todo obvio que una isometria es, como hemos dicho, una biyeccién en
R2. Empezaremos con un lema que se desprende inmediatamente de la definicién
de isometria.

LEMA 5.10. La imagen del triangulo ABC' por una isometria es un triangulo
congruente con ABC.

De hecho, se puede demostrar que la imagen de cualquier figura plana es con-
gruente con la figura original.

TEOREMA 5.11. Toda isometria del plano es una biyeccion que queda determi-
nada por la imagen de tres puntos no colineales.

DEMOSTRACION. Sea ¢ una isometria. Si

o(P)=0(Q),
entonces
d(P,Q) = d(o(P),0(Q)) = 0,
luego P = @ ya que estan a distancia cero, por lo tanto, o es inyectiva.
Para ver que o es sobreyectiva, sea P un punto cualquiera del plano. Sean A
y B dos puntos arbitrarios. Si P # o(A) y P # o(B). Sean dy = d(P,0(A)) y
dy = d(P,o(B)). Observemos que P estd en la interseccién del circulo de centro

en o(A) y radio dy con el circulo de centro en o(B) y radio dy. Como o es una
isometria, la interseccién del circulo de centro en A y radio d; con el circulo de
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centro en B y radio dy es no vacia y consta de un punto C, si P esta en la recta
og(A)o(B), o de dos puntos C'y C".

En cualquier caso, o bien P = o(C) o bien P = o(C"), luego la funcién es
sobreyectiva.

s(B)

S(A)

Para demostrar que o queda determinada por la imagen de tres puntos no
colineales, sean A, B, y C estos tres puntos del plano. Por el lema 5.10 los triangulos
ABC' y o(A)o(B)o(C) son congruentes. Sea P un punto cualquiera del plano
distinto de A, B, y C. Consideremos

dy = d<P>A)
dy — d(P,B)
ds = d(P,C)

Los circulos de centro A y radio d, de centro B y radio ds y de centro C' y radio
ds se intersectan en P y solamente en P, ya que si se intersectaran en dos puntos,
sus centros A, By C serian colineales.

La imagen de P por o es entonces el inico punto que esta en la interseccion de
los circulos de centro o(A) y radio dy, de centro o(B) y radio dy y de centro o(C')
y radio d3. Esto concluye nuestra demostracion. 0

TEOREMA 5.12. Toda isometria es el producto de una traslacion, una rotacion
y una reflexion.
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DEMOSTRACION. Como hemos visto, una isometria o queda determinada por
su accion sobre tres puntos no colineales.

Sean A, B,y C tres puntos no colineales cualquiera del plano, y sea o(A)o(B)o(C)
el tridngulo congruente correspondiente.

Sea T4 la traslacién que lleva el punto A en el punto o(A). Tenemos entonces
que

Ta(A) = o(A),

y que por lo tanto los tridngulos (jcongruentes!) o(A)o(B)o(C)y 7a(A)Ta(B)14(C)
comparten un vértice.

Sea pp la rotacién de centro en o(A) y que lleva el lado 74(A)74(B) sobre el
lado o(A)o(B).

Ahora tenemos que

o(A)pe = (1a(A))
o(B)py = (7a(B)),

es decir, los triangulos o(A)o(B)o(C) v po(Ta(A))pe(Ta(B))pe(Ta(C)) com-

parten dos vértices y como son congruentes, o bien
po(1a(C)) = 0(C),
o bien pp(74(B)) es simétrico de o(C') con respecto a la recta por o(A) y o(B). En
el primer caso,
0 = pPoeTA
En el segundo,
0 = Ug(A)a(B)POTA,

donde fi,(4)0(B) es la reflexion con respecto al eje o(A)o(B). O

Las simetrias se diferencian en el numero de puntos que dejan fijos. Las trasla-
ciones no fijan ningtin punto. Las rotaciones fijan sélo un punto, el centro. Las re-
flexiones fijan todos los puntos sobre la recta de reflexion. La identidad obviamente

fija todos los puntos del plano. Podemos concluir entonces que si la composicion
de dos 0 mas simetrias no deja ningiin punto fijo, se trata de una traslacion, etc.
TEOREMA 5.13. La composicion de dos reflexiones es una rotacion o una trasla-
cion.
TEOREMA 5.14. Toda traslacion es la compuesta de dos reflexiones.
EJERCICIOS 5.3. (1) Demuestre que las traslaciones, rotaciones y reflex-
iones son isometrias.
(2) Dada una traslaciéon 7 y una rotacién p, compute 7 p. ;Cudl es su(s)
punto(s) fijo(s)?
(3) Demuestre el teorema 5.13.
(4) Demuestre el teorema 5.14.

93



2.3. Simetrias. En esta seccién estudiaremos conjuntos de funciones del plano
en si mismo que preservan una cierta figura, por ejemplo un triangulo, es decir,
conjuntos de biyecciones del plano tales que la imagen de la figura dada coincida
con ésta. Estas funciones se denominan simetrias de la figura; también se las conoce
como movimientos rigidos ya que envian la figura sobre ella misma sin deformarla
ni romperla.

Es claro que toda simetria es una isometria y que de éstas, ninguna traslacion
es una simetria. Por lo tanto las simetrias de una figura estan constituidas por
rotaciones, reflexiones y sus compuestas.

Usando el teorema 5.2, es facil ver que las simetrii as de una figura cualquiera
es un grupo.

Se puede estudiar las simetrias de cualquier figura, sin embargo, mientras més
regular sea ésta, més simetrias tendrd. De hecho, los ejemplos mas interesantes
son los poligonos regulares. El grupo de los movimientos rigidos o simetrias del
poligono regular de n lados se denomina grupo diédrico de grado n y se le denota
D,.

2.3.1. Simetrias de un Tridngulo Equildtero. Existen tres rotaciones, en 0°, 120°
y 240°. La primera no es sino la identidad /d, la segunda la denotamos p y como una
rotacién en 240° corresponde a efectuar dos veces la rotacién en 120°, denotaremos
p? a la tercera rotacién. Observemos que

pp’=p*p=1d,

ya que una rotacién en 360° corresponde a una rotacién en 0°.

Tenemos también tres reflexiones con respecto a las transversales de cada lado.
En el cuadro siguiente se ilustran las seis simetrii as del triangulo equilatero. Es
bastante obvio que éstas son las tinicas simetrias, en efecto, es claro que las tinicas
reflexiones y rotaciones del plano que son simetrias del triangulo son las senaladas
anteriormente. Si componemos cualquiera de ellas, obtenemos una reflexién o una
rotacién, luego tiene que ser una de las anteriores.
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A B A B ‘A B A c
c B c A
A ) 3
N ) N
A B C A A B c B
c A c c
B G
N N
A B B c A ' B B A

Movimientos Rigidos del Tridngulo

Si componemos, por ejemplo p con py obtendremos

P 1= H3 Y H1 p = 2.

Podemos hacer una tabla en la que se resumen todas las posibles composiciones
de las simetrias anteriores. Debe observarse que para obtener o 7 aplicamos primero
7y luego o

« |Id p p* . po ps
Id{Id p p* m pe ps
plp p Id pa ps i
PPt Id popz o e

po | g ope ps Idopo p?
po | p2 ps gy p° Id p
ps | ps g ope opo pt Id

El grupo Dj tiene seis elementos.

2.3.2. Simetrias del Cuadrado.
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Mo

A

Hi
v
<2} 3,

Simetrias del Cuadrado

Como se ilustra en la figura, en este caso tenemos cuatro rotaciones, en 0°, 90°,
180° y 270° las que, en forma analoga al caso del tridngulo, denotaremos Id, p, p?
y p?, respectivamente. Es claro que no hay otras rotaciones.

También hay cuatro reflexiones, dos con respecto a las diagonales, denotadas
01 y 02, y dos con respecto a las simetrales de los lados opuestos, denotadas p; y
fo. Un argumento similar al dado en el caso del tridngulo demuestra que las ocho
simetrias senaladas son las unicas posibles, es decir D, tiene ocho elementos.

El siguiente cuadro ilustra todas las simetrias del cuadrado.
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Po l'l1
N PN
A B A B A B B
D C C B D C A
pl uZ
/\ 7777777777777 /\
J
A B D A A B D
D C B A D .C B
P, %
A B C D A’ B A
D C A D D. C D
p3 52
A B B C A ‘B C

Movimientos Rigidos del Cuadrado

También en este caso podemos hacer una tabla de todas las posibles composi-
ciones.

x |Id p p* p° g pa 6 O
Id{Id p p° p° m p2 6 O
plp P P Id & b py
p>lp* p* Id p op om0y 6
Plp® Id p p* 0y 01 o g
| e pe 0 Id p* op pP
po | p2 6y a0y p° Id p* p
op |01 g O pe p* p Id p?
0 |0 po 61 1 p p° p* Id

2.3.3. El grupo D,,. Al estudiar las simetrias de un poligono regular de n lados,
observamos que existen exactamente n rotaciones en torno al centro de la figura, a
saber, en 0°, 30° . (n —1)3%0°,

Asi mismo hay n reflexiones. Si n es impar, las reflexiones son con respecto a

las simetrales de los lados. Obsérvese que éstas pasan por el vértice opuesto. Sin
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es par las reflexiones son con respecto a las simetrales de los lados y con respecto
a las rectas que pasan por vértices opuestos. Hay 7 de cada una de ellas. Usando
nuevamente los argumentos usados en en el caso del tridngulo, vemos que éstas son
las tinicas simetrias del poligono de n lados.

TEOREMA 5.15. El grupo diédrico de grado n tiene 2n elementos.

Podemos observar que hay conjuntos mas pequenos que D,, de simetrias que
también son grupos, por ejemplo, las n rotaciones forman un grupo y {Id, u,} es
también un grupo.

EJERCICIOS 5.4.

(1) Encuentre el grupo de todas las simetrias de:
(a) Un tridngulo isésceles.
(b) Un rectédngulo.
(c) Las letras O , T, R.
(2) Encuentre todos los posibles grupos de simetrias del tridngulo y del cuadrado.

3. Subgrupos y el Teorema de Lagrange

DEFINICION 5.6. Un subconjunto no vacio H de un grupo G es un subgrupo de
G si H dotado de la misma operacion es un grupo.
Si H es subgrupo de G escribimos H < G.

EJEMPLOS 5.4.
(1) Z es un subgrupo de Q.
(2) 27Z es un subgrupo de Z.
(3) Sea
H={ceS,:0(n)=n}
Entonces H < S,,.
(4) Sean
H, = {A € GLy(R): A es triangular superior},
Hy = {A€GLyR):det(A) =1}.
Entonces H; y Hs son subgrupos de G'Ly(R).

Para verificar si un cierto subconjunto de un grupo es o no un subgrupo, con-
viene usar el siguiente teorema.

TEOREMA 5.16. Sea G un grupo y sea H C G. Las siguientes proposiciones
son equivalentes:

(1) H es subgrupo de G.

(2)
(i) H#0.
(ii) H es cerrado bajo productos, i.e., si a,b € H, entonces ab € H.
(iii) H es cerrado bajo inversos, i.e., sia € H, entonces a™' € H.
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(i) H #90.

(i) Sia,b € H, entonces ab™' € H.

DEMOSTRACION. Estd claro que (1) implica (2) (y también (3)), ya que la
operacion debe estar definida sobre H y todo elemento tiene que tener inverso.

Para verificar que (2) implica (1), sabemos por (i) que H # ().

También por (ii), la operacién de G restringida a H es una operacién asociativa.

Como H # (), existe a € H y por (iii), a~' € H, luego por (ii)

e=aa" '€ H,

es decir H contiene al elemento neutro.

Por tltimo (iii) nos dice que todo elemento tiene un inverso.

Todo lo anterior demuestra que si H verifica (i), (ii) y (iii), H < G.

Por su parte, estd claro que (2) implica (3). Para ver el reciproco, notemos
primero que (i) es valido.

Sea a € H. Por (ii"),

e=aa! € H,

y por lo tanto por (ii’),

al=ea '€ H,

o sea, H es cerrado bajo inversos y (iii) es vélido.
Por tltimo, si a,b € H, también a,b~* € H, y por (ii’) nuevamente,

ab=a(b™")"' € H,

o sea, H es cerrado bajo productos y (ii) es vélido.
Esto completa la demostracion del teorema. 0

TEOREMA 5.17. Sea G un grupo. St H C G es no vacio, finito y cerrado bajo
productos, entonces H < G.

DEMOSTRACION. Por el teorema anterior, como H es no vacio y cerrado bajo
productos, basta ver que también es cerrado bajo inversos.

Sea a € H y sean = |H| el nimero de elementos de H. Si definimos para todo
J entero positivo

entonces
a,a’,a®,...a", " € H.
Pero tenemos sélo n elementos en H luego por lo menos dos de ellos tienen que ser
iguales, digamos
A= aF
para ciertos numeros 1 <i < k <n+ 1.
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Pero entonces cancelando a i veces, obtenemos

e =a" = aah! = gbilg,
vale decir, si k —1—1 >0,

at=ad""" e H
Sik—i—1=0, entonces e =a* " =a, porlotantoa™' =e=a € H. O

TEOREMA 5.18. Si para cada i € I, H; es un subgrupo del grupo G, entonces
H=()H <G.

icl
DEMOSTRACION. Es claro que H # (), ya que para todo i € I, e € H;, luego
ec H.
Sixz ey € H, entonces para todo i € I, x,y € H;, y por el teorema 5.16 (i"),
xy~! € H;, luego zy~' € H. Entonces por el mismo teorema, H es un subgrupo

de G. [
Sean GG un grupo y X C G (X no necesariamente un subgrupo de GG). Entonces
H=(|{H<G:XcCH},
iel
es un subgrupo de G que obviamente contiene a X, es més, este es el subgrupo mas
pequeno de G que contiene a X, ya que si X C K < (G, entonces K C H porque

la interseccidn estd contenida en cada uno de sus elementos.
Esto nos permite la siguiente definicion.

DEFINICION 5.7. Sea X un subconjunto del grupo G, definimos el subgrupo
generado por X como el menor subgrupo de GG que contiene a X.

Si X = {a}, hablamos del subgrupo ciclico generado por a, estudiaremos estos
grupos con mas detalle en la proxima seccion.

Notacién:
aa---a sin>0
——
n

a": e sin=20
-1 -1 —1 .
aa tea sin<0
—_—

n

TEOREMA 5.19. Si G es un grupo y X C G, el subgrupo generado por X es
H={zMah. ..z neNkeZ yr, € X, paral <i<n}.

n

DEMOSTRACION. Es claro que H es un subconjunto no vacio que contiene a
X. También es claro que todo subgrupo que contiene a X, debe contener a H, ya
que los subgrupos son cerrados bajo productos e inversos. Por lo tanto nos basta
demostrar que H es un grupo.
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Ya dijimos que H es no vacio. De la definicién se obtiene en forma inmediata
que H es cerrado bajo productos. Para ver que también es cerrado bajo inversos,
si h € H, digamos h = z§' 252 ... 2% entonces

-1 —kn —kn-1 —k1
h=" =z, ™z, "7 - x] ",

que también esta en H. O

No existe un resultado analogo al teorema 5.18 para la uniéon de una familia
de subgrupos, en general, la unién de dos subgrupos no es un subgrupo como lo
demuestra el ejemplo siguiente.

Ejemplo Consideremos el grupo S3 de todas las permutaciones de tres elementos.
Si
Hl = {Id, 0'1} y H2 = {[d, 0'2},
vemos que su uniéon no es cerrada bajo productos ya que
0109 = 7,

luego la unién no es un subgrupo de Ss.
Sin embargo, si para cada i € I, H; es un subgrupo del grupo G, entonces existe
el menor subgrupo que los contiene a todos, a saber, el subgrupo generado por

X:Um

iel

DEFINICION 5.8. Sea G un grupo y H < G. Definimos la siguiente relacién
sobre G-
r~y siysélosi zy~ ' e H.
Decimos que = e y son congruentes modulo H.
Observemos que si usamos notacion aditiva, lo anterior se escribe
r~y siysdlosi x —y € H,
asi , si el grupo es Z y el subgrupo H es nZ, lo que obtenemos es el ya conocido
concepto de congruencia.
LEMA 5.20. La relacion definida arriba es una relacion de equivalencia.

DEMOSTRACION. Si z € G entonces zz !

reflexiva.
Supongamos que = ~ vy, es decir, zy~! € H, pero como H es subgrupo, es
cerrado bajo inversos, luego

yat=(y )T = (ayT) T € HL

Esto prueba la simetria de ~.

=e € H, luego x ~ x, o sea, ~ es
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Por dltimo, siz ~y vy y ~ z,
zy teH y y2' € H,
y como H es cerrado bajo productos,
vzt = (zy V) (y2 ) € H.
Luego ~ es transitiva. 0
Obsérvese que para demostrar que ~ es relacion de equivalencia, hemos usado todas

las condiciones que definen un subgrupo.

DEFINICION 5.9. Las clases de equivalencia de la relacién de congruencia médulo
H se denominan clases laterales.
La clase de a se denota Ha.

La notacién anterior se justifica ya que la clase de a esta dada por
{r:rva ' € H} ={ha:h € H},

es decir, los elementos de la clase de a son de la forma “un elemento de H por a”.
Por ejemplo, la clase del elemento neutro e es

He = H.

Observemos que en notaciéon aditiva la clase seria H 4+ a y como la operacion
se supone conmutativa, esto es lo mismo que a + H, que fue la notacion empleada
en el Capitulo 3 para la relaciéon anédloga, es decir, esta notacion es consistente con
la anterior.

LEMA 5.21. St H < G, a € G, entonces
|Ha| = |H]|.
DEMOSTRACION. Definimos
f+H — Ha
h +— ha.
f es inyectiva ya que por la ley de cancelacién, Si ha = h'a, entonces h = h'.
f es sobreyectiva ya que si x € Ha, existe h € H tal que
x =ha= f(h).
O
OBSERVACION 5.1. Las clases laterales que hemos definido en esta seccién ha-
bitualmente se llaman clases laterales derechas ya que la clase de a se obtiene

operando por la derecha todos los elementos de H por a.
Esto resulté de la relacién de equivalencia usada. Si definimos

r~y siysélosi 7'y € H,
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esta también es una relacion de equivalencia. La tnica diferencia es que la clase de
equivalencia de a ahora es
{r:a'x € H} ={ah:h € H}.

Estas se denominan clases laterales izquierdas.
Resulta claro que el teorema 5.21 es también valido para clases izquierdas, es
decir, toda clase lateral, izquierda o derecha, tiene la misma cardinalidad que H.
Debemos hacer notar que en general, las clases laterales izquierdas y derechas no
coinciden. Por ejemplo, si consideramos el subgrupo H = {Id, 1} de S3, entonces
las clases laterales derechas son

{Ida ,Ul}a {IO> N2}7 {02, M?’}a

y las clases laterales izquierdas son

{[d7 :ul}v {p7 M3}7 {p27 ,U/Z}'

TEOREMA 5.22. Teorema de Lagrange
Si G es un grupo finito y H < G, entonces |H| | |G|.

DEMOSTRACION. Como ~ es una relacién de equivalencia, las clases laterales
forman una particién de G. Ademads, como G es finito y cada clase es no vacia,
hay un numero finito de clases, es decir,

G=HayUHayU---U Hay,
para algun entero positivo k. Como las clases son disjuntas, esto implica que
|G| = |Hay| + |Haz| + - - - + |Hagl,
luego
|G| = k[H],
lo que termina la demostracion. 0]

DEFINICION 5.10. Sea G un grupo.
(1) El nimero de elementos de G, denotado |G|, se llama el orden de G.

(2) Si H < G, el indice de H en G, denotado (G : H), es el nimero de clases
laterales (izquierdas o derechas) médulo H.

COROLARIO 5.23. 51 G es un grupo finito y H < G, entonces

G|

G:H)=—.

( ) |
El reciproco del teorema de Lagrange no es verdadero, es decir, si n divide
al orden de un grupo, este no necesariamente tiene un subgrupo de orden n. FEl
contraejemplo méas pequeno es el grupo alternante A4, cuyo orden es 12 pero que

no tiene subgrupos de orden 6.
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Hay varios teoremas que dan respuesta parcial al reciproco del teorema de
Lagrange. Mencionaremos algunos sin dar sus demostraciones, las que escapan al
plan de esta obra. El lector interesado puede encontrarlas en [2].

TEOREMA 5.24. Si G es un grupo finito conmutativo y m | |G|, entonces existe
un subgrupo H de G talque |H| = m.

TEOREMA 5.25. Teorema de Cauchy
Si G es un grupo finito y p | |G|, p primo, entonces G tiene un elemento de orden
p. (Y por lo tanto contiene un subgrupo de orden p).

TEOREMA 5.26. Teorema de Sylow
Si |G| = p"m donde p es primo y (p,m) = 1, entonces G tiene subgrupos de orden

'

P, %P
4. Grupos Ciclicos

DEFINICION 5.11. Un grupo G se dice ciclico si existe un elemento a € G tal
que el subgrupo generado por a es todo G.

Observemos que como caso particular del teorema 5.19, el grupo ciclico generado
por a esta dado por

{a" :n € Z}.

DEFINICION 5.12. El orden de un elemento a € G, denotado |al, es el menor
entero K tal que a* = e.

TEOREMA 5.27. Si a € G, entonces |a| es el orden del grupo ciclico generado
por a.

COROLARIO 5.28. Si G es finito y a € G, entonces |a| | |G|.

COROLARIO 5.29. Si |G| =n ya € G, entonces a" = e.

DEMOSTRACION. Como |a| | |G|, existe entero k tal que n = |a|k, luego

a" = alf = (gl =k =e.

COROLARIO 5.30. Teorema de Euler-Fermat
Si (a,n) =1, entonces
a?™ =1( mod n).
DEMOSTRACION. Consideremos el grupo Z* de las unidades del anillo Z,.

Como vimos en el Capitulo 1, este grupo tiene ¢(n) elementos.
Ahora bien, como (a,n) =1, a € Z7, por lo tanto

QSD(TL) = l?

o lo que es lo mismo,
a?™ =1( mod n).
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5. Subgrupos Normales

Si G es un grupo y H < (G, queremos ver la posibilidad de dotar al conjunto de
clases laterales médulo H de una operacién tal que defina una estructura de grupo.
Como en el caso de los anillos, o en el caso particular de las clases residuales
estudiado en el Capitulo 1, el punto crucial es que la operacion debe estar bien
definida, es decir, no debe depender de los representantes de las clases que se esté
usando.

La definicion intuitivamente mas natural es:

Hax Hb = Hab.
Lo que queremos entonces es que si
ap~az y by~ by,
entonces
Hai1by ~ Hasbs.
Para que esto suceda, como
a1 = hay v by = kbs,
para ciertos elementos h y k de H,
Ha b, = Hhaskbs = Haskbs.

Si pudieramos conmutar los elementos a, y k£ tendriamos el resultado requerido.
De hecho, bastaria que

CLQ]{Z = k/CLQ
para algun ¥/ € H. Como ay es arbitrario, lo que se requiere es que para todo
a€G

Ha=aH.

DEFINICION 5.13. Un subgrupo H del grupo G se dice normal si y sélo si para
todo g € G,
gHg ' =H.
Si H es un subgrupo normal de GG, escribiremos H <1 G.

En realidad, para ver si un subgrupo es normal, basta demostrar que para todo
g € G, gHg' C H, ya que, entonces también ¢g~'Hg C H y obtenemos la otra
inclusién, H C gHg™.

Otra manera de presentar los subgrupos normales es como aquellos subgrupos
para los cuales las clases laterales izquierdas y derechas coinciden. Mas precisa-

mente para cada g € G,



Debe notarse que esta es una igualdad entre conjuntos, no estamos afirmando que
para cada h € H, hg = gh, sino que
hge gl y ghe Hy,
o bien, para cada h € H, existen h', h” € H tales que
hg=gh' y gh="h"g.
EJEMPLOS 5.5. (1) Si G es abeliano, entonces todo subgrupo es normal.
(2) Si H = {Id, p, p*, p*}, entonces H < D,.
(3) Si H = {Id, 11}, entonces H no es un subgrupo normal de D4 ya que
prap” =y & H.
(4) A, <S,.
TEOREMA 5.31. Sean G un grupo y H < G tales que (G : H) = 2. Entonces
H<@G.

DEMOSTRACION. Como (G : H) = 2, hay sélo dos clases laterales derechas y
también hay sélo dos clases laterales izquierdas. Como H es una de ellas en ambos
casos la otra clase lateral, ya sea izquierda o derecha es el complemento de H. Por
lo tanto las clases laterales son H y H'.

Siae€ H, entonces Ho = H = aH.

Sia ¢ H, entonces Ha = H' = aH, en cualquier caso,

Ha = aH,
luego el subgrupo es normal. 0
TEOREMA 5.32. Si H < G, entonces
G/H={Ha:acG},

dotado de la operacion

HaHb = Hab,
es un grupo llamado el grupo cuociente de G por H. El neutro de este grupo es
He=H,
y el inverso es
(Ha)™' = Ha™".

Si G es abeliano, G /| H, también lo es.

DEMOSTRACION. Lo mds importante es hacer notar que la operacién estd bien
definida, pero eso es precisamente lo que motivd nuestra definicion de subgrupo
normal asi es que eso estd demostrado. El resto es trivial. 0
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6. Homomorfismos

DEFINICION 5.14. Sean G'y H dos grupos. Una funcién f : G — H es un
homomorfismo si y s6lo si
flay) = f(2)f(y).
Al igual que en el caso de los anillos, usaremos las conceptos de monomorfismo,
epimorfismo e isomorfismo.

EJEMPLOS 5.6. (1)
7z — 7,
k — k
(2)
[:G — G
g — g
(3)
f:G¢ — H

g /> &

donde H es un grupo cualquiera. Este se llama el homomorfismo trivial.
(4)
f:7Z — 7o

0 sin es par,
n = . .
1 sinesimpar.

f:R — C*

r —— cosx+isen x.

f . {—1,1} E— ZQ

0 sin es par,
1 sin esimpar.

fRY — (R, +)
xr +— logx,

donde R* es el grupo de los ntimeros reales positivos con la multiplicacién
como operacion.
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f:GL,(R) — R*
A — det (A).

T,:G — G

g — ag,
Este tltimo ejemplo es particularmente interesante. Si definimos
L(G) =A{T, : a € G},

y llamamos S(G) al conjunto de todas las permutaciones de los elementos de G,
entonces

L(G) < S(G).
En efecto, resulta obvio que para cualquier a € G, T, es inyectiva. Ademas, si
g € GG, entonces
g=aa"'g=Ty(a""g),

luego T, es sobreyectiva, o sea, T, es una permutacién de los elementos de G, es
decir, L(G) C S(G).

También es claro que L(G) # 0.

Por ultimo, si T,, T, € L(G), entonces

(Ty)™' =T, € S(L),
ya que para todo x

TyoTy1(x) = T,(b"'x) = bb 'z =,

Ty o Ty(z) = Typ1(bx) = b~ b = 2,
ademas, como
Ty o Ty(x) = T,(bx) = (ab)x = Ty(x),
0 sea,
T, 0T, =Ty € S(L),

y por el teorema 5.16 L(G) < S(G).
Esto nos permite demostrar un famoso teorema.

TEOREMA 5.33. Teorema de Cayley
Todo grupo es isomorfo a un subgrupo de un grupo de permutaciones.
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DEMOSTRACION. Definimos el isomorfismo de la manera obvia:
¢:G — L(G)
a — T,.
® es inyectiva ya que si
®(a) = (b),
T, =T,
luego evaluando en e,
a=ae="T,(e) =Ty(e) =be =b.
® es obviamente sobreyectiva, puesto que para cada a € G,
T, = ®(a).
Para verificar que ® es un homomorfismo, como vimos en el parrafo anterior,
®(ab) = Typ = Ty 0 Ty,

Por lo tanto, G es isomorfo a L(G) que es un subgrupo del grupo de permuta-

ciones S(G). O]
TEOREMA 5.34. Si f : G — H es un homomorfismo,
(1) fle)=e

(2) fla™h) = (f(a))™!
DEMOSTRACION. Para demostrar 1),
fle) = flee) = f(e)f(e).
Multiplicando por (f(e))™* a cada lado,

Para demostrar 2),

O Sea

g

DEFINICION 5.15. Si Gy H son dos gruposy f : G — H es un homomorfismo,
(1)
ker f={g€G: f(g) =€}
es el nicleo o kernel de f.
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(2)
Im f={f(g):9€G}
es la imagen de G por f.
TEOREMA 5.35. Si f: G — H es homomorfismo, entonces
(1) ker f < G.
(2) Im f < H.

DEMOSTRACION. 1) En primer lugar, como e € ker f, éste no es vacio.
Sean a y b dos elementos del kernel de f. Entonces

flab™) = fla)(f(b)™" =ee =,
luego ab=! € ker f y por el teorema 5.16, ker f < G.
Para ver que ker f es normal, sea a € ker f y g € GG, entonces

flgag™) = f(9)f(a)(f(9))™" = fl)e(f(9) ™" = f(9)(f(9) " =e,
luego gag™t € ker f, es decir,
gker f g7t Cker f,
y el subgrupo es normal.

2) Como f(e) =e, Im f no es vacio.
Sean h y k elementos de I'm f. Entonces existen a,b € G tales que

h=f(a) y k= f(b)
Por lo tanto
hE™" = f(a)(f(0))™" = f(ab™") € Im ,
luego I'm f < H. O
Luego de demostrar el teorema anterior, resulta natural preguntarse si I'm f es
o no un subgrupo normal de H. El siguiente ejemplo responde esta pregunta.
EJEMPLOS 5.7. Consideremos la funcién

fiZy — 53
Id sin=0,
n r—
pw sin=1.

f es un homomorfismo sin embargo, como vimos en los ejemplos, Im f no es un
subgrupo normal de Ss.
TEOREMA 5.36. Sea G un grupo y N < G. Entonces
.G — G/N
g = Ny
es un homomorfismo.
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El nicleo de este homomorfismo es N.
DEMOSTRACION. Es claro que @ es un homomorfismo ya que
®(ab) = Nab= Na Nb = ®(a)P(b).

Para encontrar el nicleo de @, notemos que x € ker ® siy sélosi ®(x) = Nz =
N siysélosizeN. 0

TEOREMA 5.37. Sea f: G — H un homomorfismo, entonces
fes inyectiva si y solo si ker f = {e}.
DEMOSTRACION. Supongamos que f es inyectiva. Entonces si a € ker f,
fla) =e= f(e),
luego a = e, o sea,
ker f = {e}.
Supongamos ahora que ker f = {e}. Entonces Si f(a) = f(b),
F@)(f(0)™" = flab™") =e,
o sea,
ab™' € ker f = {e},
y entonces a = b, por lo tanto f es inyectiva. 0
TEOREMA 5.38. Sean Gy H grupos, f : G — H un homomorfismo. Entonces
G [ ker f=1Im f.
DEMOSTRACION. Para abreviar escribamos N = ker f y definamos la funcién
o:G/N — Imf
Na — f(a).
Entonces
o(Na) = p(Nb) siysélosi f(a) = f(b)
siysélosi  f(a)(f(b
siysélosi  f(ab™') =e
siysolosi ab™' € ker f
siysolosi Na= Nb,

es decir, ¢ estd bien definida (<) y es inyectiva (=).
Sibe Im f, entonces b = f(a) para algin a € G. Por lo tanto

b=¢(Na),
y ¢ es sobreyectiva. O
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COROLARIO 5.39. Si G es un grupo finito y f : G — H es un homomorfismo,
entonces

G| = [Im f|-[ker f].
DEMOSTRACION. Del teorema anterior obtenemos
|G /[ ker f| = [Im f],
pero como sabemos
G|
\ker f|

|G/ ker f| = (G : ker f) =

EJERCICIOS 5.5.
(1) Haga una lista de todos los subgrupos de S;. ;Cudles son normales?
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